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Derékszogii koordinata-rendszer: R x R

Két egymasra meréleges valds szamegyenes segitségével, melyek a 0-ban
talalkoznak (origd) a sik pontjait rendezett val6s szamparoknak feleltejiik

meg.
y-tengely
py ,,,,,,, TP(p;wpiU)
i S
! x-tengely
Origs| 1Pe

René Descartes(1596-1650)
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Egyenesek egyenlete

Irjuk fel a P(p,,py) és a Q(qz,qy) ponton atmend egyenes egyenletét!
Azaz azt az egyenlet, melynek megoldashalmazat abrazolva a koordinata-
rendszerben pontosan a P(Q) egyenesén fekvs pontok halmazat kapjuk.

Az egyenes meredeksége: ¢, — p, egységet emelkediink, mig g, — p,
egységet megyiink jobbra, e ketté hanyadosa a meredekség:

m=2"P hy op,£aq,.

qr — Dz
Az egyenes egyenlete altalanosan

Yy —py =m(z —pa),
melyet a P(p,,py) és a Q(gx,qy) pontok koordinataparjai is kielégitenek.
(P és Q illeszkednek az egyenesre.)

Ha p, = q., akkor P és @, valamint minden egyenesre es6 pont elsé koor-
dinataja azonos, igy © = p.(= ¢.) egyenlet irja le a megfelels fiiggéleges
egyenes pontjait.
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Egyenesek egyenlete
Példa. Irjuk fel a P(5,1) és a Q(2,3) ponton atmend egyenes egyenletét.
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Egyenesek egyenlete
Példa. Irjuk fel a P(5,1) és a Q(2,3) ponton 4tmend egyenes egyenletét.

Itt px:53py:1,q$:2,Qy:3-
A meredekség:

_Qy—py _ 3-1

2
qz — Pz 2-5 3

Az egyenes egyenlete y — p, = m(z — p,),

azaz itt: 9
y—1= —g(x —5)

2 13
=——z+ —.
y=73%7 3
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Egyenesek egyenlete
Példa. Irjuk fel a P(5,1) és a Q(2,3) ponton 4tmend egyenes egyenletét.
Itt  p,=5py,=1,¢0. =2, qy,=3.
A meredekség:

:qy—py_?)—l__g
=t = 3

qz — Pz 2-5

Az egyenes egyenlete y — p, = m(z — p,),
azaz itt: 9

2 13
T .

Hogyan jellemezhetSek az egyenes alatti és feletti pontok?

2 13
Egyenes alatti pontok  A(ay,ay): a, < —3%t 5
2 13
Egyenes feletti pontok  F'(fy, f,)): fy > —gfz + 5
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Kor egyenlete

Egy P(z,y) pont tavolsaga az origétdl y/x2 + y2. Igy az origé kdzéppontd,
r sugar( kor egyenlete:

$2+y2 =72
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Kor egyenlete

Egy P(z,y) pont tavolsaga az origétdl y/x2 + y2. Igy az origé kdzéppontd,
r sugar( kor egyenlete:
2

2 + y2 =7
Ha (a,b) a kor kdzéppontja, akkor a ponttdl mért r tavolsagra lévs pontok

(z,y) koordinatai az  (x —a)> + (y — b)> =72 egyenletet elégitik ki.
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Kor egyenlete

Egy P(z,y) pont tavolsaga az origétdl y/x2 + y2. Igy az origé kdzéppontd,
r sugar( kor egyenlete:
2

2 + y2 =7
Ha (a,b) a kor kdzéppontja, akkor a ponttdl mért r tavolsagra lévs pontok
(z,y) koordinatai az  (x —a)> + (y — b)> =72 egyenletet elégitik ki.

Példa. Az (2,—1) kozéppontd, 3 sugard kor egyenlete:
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Kor egyenlete
Egy P(z,y) pont tavolsaga az origétdl y/x2 + y2. Igy az origé kdzéppontd,

r sugar( kor egyenlete:
2

2 + y2 =7
Ha (a,b) a kor kdzéppontja, akkor a ponttdl mért r tavolsagra lévs pontok
(z,y) koordinatai az  (x —a)> + (y — b)> =72 egyenletet elégitik ki.

Példa. Az (2,—1) kozéppontd, 3 sugard kor egyenlete:

(z -2+ (y+1)>=3 2
2 —dr+44+9y2+2y+1=9 bl z
2 —dr 4yt +2y—4=0
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Kor egyenlete
Egy P(z,y) pont tavolsaga az origétdl y/x2 + y2. Igy az origé kdzéppontd,

r sugar( kor egyenlete:
2

2 + y2 =7
Ha (a,b) a kor kdzéppontja, akkor a ponttdl mért r tavolsagra lévs pontok
(z,y) koordinatai az  (x —a)> + (y — b)> =72 egyenletet elégitik ki.

Példa. Az (2,—1) kozéppontd, 3 sugard kor egyenlete:

(=22 +(y+1)* =3
2 —dr+4+9y+2y+1=9
2 —dr 4yt +2y—4=0

Ekkor az 2 —4x+y? +2y—4 < 0 egyenl6tlenség megoldasi a kérlap belsé

pontjainak halmaza, 22 — 4z + y? + 2y — 4 = 0 a kérvonal pontjainak
halmaza, 2% — 42 + y? 4+ 2y — 4 > 0 a kordn kiviil es6 pontok halmaza.
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Kor egyenlete

Példa. Milyen alakzat az 2% — 6z + y? — 4y — 3 = 0 egyenletet kielégits
pontok halmaza?
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Kor egyenlete

Példa. Milyen alakzat az 2% — 6z + y? — 4y — 3 = 0 egyenletet kielégits

pontok halmaza?
22— 6z +y*—4y—3=0

(=372 -9+ (y—2%*-4-3=0
(-3 +(@y—2?%=16

Ez egy (3,2) kdzépponti, 4 sugari kor.
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Kor egyenlete

Példa. Milyen alakzat az 2% — 6z + y? — 4y — 3 = 0 egyenletet kielégits

pontok halmaza?
22— 6z +y*—4y—3=0

(=372 -9+ (y—2%*-4-3=0
(x=3)*+(y—2)°=16
Ez egy (3,2) kdzépponti, 4 sugari kor.

Hol talalhatéak az 22 — 6z + y? — 4y — 3 < 0 egyenl6tlenséget kielégits
pontok?
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Kor egyenlete

Példa. Milyen alakzat az 2% — 6z + y? — 4y — 3 = 0 egyenletet kielégits

pontok halmaza?
22— 6z +y*—4y—3=0

(=372 -9+ (y—2%*-4-3=0
(x=3)*+(y—2)°=16
Ez egy (3,2) kdzépponti, 4 sugari kor.

Hol talalhatéak az 22 — 6z + y? — 4y — 3 < 0 egyenl6tlenséget kielégits
pontok?
Y

A (3,2) kdzépponta, 4 sugara kor kérvona-

lanak és kérlapjanak pontjai. 2 :
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Parabolak

A sikon az y = ax? + bx + c egyenletet kielégité pontok mértani helyét
parabolanak nevezziik.

. . -b .
A fenti egyenlettel adott parabola szimmetriatengelye az x = % fliggs-
a
leges egyenes, hiszen

2 () ¢ (- 5)
y=az’+br+c=alz+ +lc——
2a 4a

A csacspontja pedig a szimmetria-
tengely és a gérbe metszéspontja:

—b b?
xc:%, chC—Qv
(erre a pontra teljesiil a parabola
egyenlete és a tengelyegyenes egyen- ®
lete is).
(itt @ > 0)
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Parabolak

Példa. Milyen alakzat az y + 22 — 4z + 3 = 0 egyenletet kielégité pontok
halmaza?
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Parabolak

Példa. Milyen alakzat az y + 22 — 4z + 3 = 0 egyenletet kielégité pontok
halmaza?
y=—1-224+4-2-3=—(z—2)?+1
Mivel a = —1, b =4 és ¢ = -3,
x=-4/(2-(-1)) =2 szimmetriatengelyd,
y=(-1)-22+4-2-3=1, (2,1) cscspontd parabola.
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Parabolak

Példa. Milyen alakzat az y + 22 — 4z + 3 = 0 egyenletet kielégité pontok
halmaza?
y=—1-224+4-2-3=—(z—2)?+1

Mivel a = —1, b =4 és ¢ = -3,

x=-4/(2-(-1)) =2 szimmetriatengelyd,
y=(-1)-22+4-2-3=1, (2,1) cscspontd parabola.
Y ;
1 H'/'I\
9 z
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Parabolak

Példa. Milyen alakzat az y + 22 — 4z + 3 = 0 egyenletet kielégité pontok
halmaza?
y=—1-224+4-2-3=—(z—2)?+1

Mivel a = —1, b =4 és ¢ = -3,

x=-4/(2-(-1)) =2 szimmetriatengelyd,
y=(-1)-22+4-2-3=1, (2,1) cscspontd parabola.
Az x-tengelyt az y = 0 koordinataja Y :

pontokban metszi: —22+42—-3 =0
megoldasai z1 2 = 1,3, ezért az (1,0)
és (3,0) pontokon megy at a gorbe.
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Parabolak

Példa. Milyen alakzat az y + 22 — 4z + 3 = 0 egyenletet kielégité pontok
halmaza?
y=—1-224+4-2-3=—(z—2)?+1

Mivel a = —1, b =4 és ¢ = -3,

x=-4/(2-(-1)) =2 szimmetriatengelyd,
y=(-1)-22+4-2-3=1, (2,1) cscspontd parabola.
Az x-tengelyt az y = 0 koordinataja Y :

pontokban metszi: —22+42—-3 =0
megoldasai z1 2 = 1,3, ezért az (1,0)
és (3,0) pontokon megy at a gorbe.

Ekkor az y < —a? + 4z — 3 egyen-
|6tlenség megoldashalmaza a parabo-
la alatti, még y > —22 + 42 — 3 a
parabola feletti pontok halmaza.
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Fliggvények

Egy egyvaltozoés valos fiiggvény f : Dy — Ry a Dy és Ry valos
szamhalmazok kozott létesit megfeleltetést tgy, hogy minden « € Dy
elemhez egyértelmiien rendel y = f(x) € Ry elemet.

Jelolés: Dy - értelmezési tartomany, Ry - értékkészlet

fixz e fz).

A fliggvények hozzarendelési tipusai lehetnek:
injektiv sziirjektiv bijektiv(egy-egy értelm)

T £ T2 = f(71) # f(22) Y3z =y = f(r1) 71 # 32 = f(31) # f302)
/\Vylﬂxl => Y1 = f(IL‘1)

Dy Ry Dy Ry Dy Ry
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Fliggvénygrafikon

Ha f : « — f(z) valés fiiggvény, akkor a G = {(z, f(x))|z € Dy}
valés szamparok halmaza a fiiggvény grafikonjanak pontjai a koordinata-
rendszerben.

Ha az (z,y) pont illeszkedik egy f valés fliggvény grafikonjara, akkor az
adott pont koordinatai kielégitik az y = f(x) egyenletet.

Mivel a fiiggvényhozzarendelésben minden x értékhez egyértelmden rende-
link y = f(x) értéket, ezért minden fiiggéleges egyenes (z = ¢) legfeljebb
egyszer metszheti at a fiiggvény grafikonjat (vertikalis teszt).
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 1.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = (z + 1) — 3 fiiggvény grafikonjat.

Matematika Al elSadas
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 1.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = (z + 1) — 3 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (x + 1) fiiggvény grafikonjat a 22 fiiggvény grafikonjanak 1
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

Altalanosan: ha x helyére (x — a)-t (vagy (z + a)-t) irunk a fiiggvénybe
a > 0 esetén, akkor a grafikont a-val balra (jobbra) toljuk.

Matematika Al eladas

12



Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 1.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = (z + 1) — 3 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (x + 1) fiiggvény grafikonjat a 22 fiiggvény grafikonjanak 1
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

Altalanosan: ha x helyére (x — a)-t (vagy (z + a)-t) irunk a fiiggvénybe
a > 0 esetén, akkor a grafikont a-val balra (jobbra) toljuk.

Az f(r) = (x+1)% -3 fiiggvény grafikonjat a g(x) fiiggvény grafikonjanak
3-mal valé lefelé tolasaval kapjuk.

Altalanosan: ha az f(x)-hez hozzdadunk (levonunk) b > 0-t, akkor a
grafikont b-vel felfelé (lefelé) toljuk.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 2.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 3v/x — 2 fiiggvény grafikonjat.

Matematika Al elSadas
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 2.
Példa. Abrazoljuk az f(z) = 3v/x — 2 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = /x — 2 fliggvény grafikonjat a /x fliggvény grafikonjanak 2
egységgel valé jobbra tolasaval kapjuk.

61y
4 1
Nz
2 g(x)
/ x
2 4
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 2.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 3v/x — 2 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = /x — 2 fliggvény grafikonjat a /x fliggvény grafikonjanak 2
egységgel valé jobbra tolasaval kapjuk.

Az f(xz) = 3y/x — 2 fliggvény grafikonjat a g(x) fliggvény grafikonjanak y
iranyd 3-szorosara nyijtasaval kapjuk.

Altalsnosan: ha az f(x)-et szorozzuk (osztjuk) b > 1 szammal, akkor a
grafikont az y-tengely iranyaba nydjtjuk (6sszenyomjuk).

61y
f(@)
4 i
| VE
2 9(x)
l ‘ x
2 4
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (r + 3)° fiiggvény grafikonjat az 2 fiiggvény grafikonjanak 3
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (r + 3)° fiiggvény grafikonjat az 2 fiiggvény grafikonjanak 3
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

A h(z) = —(z + 3)? fiiggvény grafikonjat a () fiiggvény grafikonjanak
x-tengelyre tiikrozésével kapjuk.

Altalanosan: ha az f(x)-et —1-gyel szorozzuk, akkor a grafikont az x-
tengelyre tiikrézziik.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (r + 3)° fiiggvény grafikonjat az 2 fiiggvény grafikonjanak 3
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

A h(z) = —(z + 3)? fiiggvény grafikonjat a () fiiggvény grafikonjanak
x-tengelyre tiikrozésével kapjuk.

Altalanosan: ha az f(x)-et —1-gyel szorozzuk, akkor a grafikont az x-
tengelyre tiikrézziik.

Végiil az f(x) = 1 — (x + 3)3 fiiggvény grafikonjat a h(x) fiiggvény grafi-
konjanak 1-gyel valé felfelé tolasaval kapjuk.
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