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4. el6das:
Fliggvények kompozicidja és invertalasa,
nevezetes fliggvények és tulajdonsagaik,
trigonometrikus fuggvények és inverzeik
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Fliggvénykompozicié

Hag: A — B é f: B — C, ahol B' C B, akkor f és g ebben a
sorrendben vett kompozicidja

fog:A—=C
(fog)(z) = f(g(x))
A f a kiils6, mig g a belsd fiiggvény.

Ha f: Dy = Résg: Dy — R (Dy, Dy C R), akkor az f o g Osszetett
fliggvény értelmezési tartomanya:

Dyog={x €Dy |g(x)e Dy} ={z €R |z €D, és g(x) € Dy}.

Példa:  f(z) =z ésg(x)=2x+1

(fog)(@) = flg(x)) = f2z+1) = V2w +1 204120, (z>—1/2)
(9o f)(x) =g(f(x) =g (Va) =2Vx +1 x>0
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Fliggvénykompozicié - Példa

Az el6z6 példa szemléletesen:

Az
flgla)) =Vo2z +1= 2<x+;>

fliggvény grafikonjat a /x fliggvényt
1-del balra tolva, majd v/2-vel fiiggs-

legesen nyajtva kapjuk.

A

g(f(@) = 2/T +1
fliggvény grafikonjat a /x fliggvényt
2-vel fliggélegesen nyajtva, majd 1-
gyel felfelé tolva kapjuk.
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Fliggvények invertalasa

Az f~' : Ry — Dy fiiggvény az f : = — f(x), Dy — Ry injektiv
fliggvény inverze, ha barmely y € R; elemhez azt az x-et rendeli hozza,
melyre f(x) =y.
Az 1 inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az f fiiggvény értékkész-
lete.
A definiciobél az kovetkezik, hogy (f~1o f)(z) = f~1 (f(x)) = .
Ha f fliggvény grafikonjat tengelyesen tiikrézziik az y = x egyenesre, akkor
pontosan f~! grafikonjat kapjuk.
Egyszeriibb példak:
f(x) = |z| nem injektiv, igy nincs inverze.
f(x) = x inverze 6nmaga: f~!(z) = z.

-b
f(x) = ax +binverze f~1(x) = 72 haa #0 (kov. példa).

a

f(x) = 22 nem injektiv, de ha csak a [0, +00) intervallumon értelmezziik,
akkor injektiv, és az inverze: f~1(z) = /7.
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Fliggvények invertalasa

Példa. Az f(z) = 3z + 1 fiiggvény inverze:
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Fliggvények invertalasa

Példa. Az f(z) = 3z + 1 fiiggvény inverze:

41y
f@) =y
3$+1:y 24
Jr=y—1
y_l t I
:E:Ta —4 —2 2 4
5 -1 y—1 -2
tehat f~(y) = g azaz
1 r—1
@) = )
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Fliggvények invertalasa

Példa: A g(xz) =+/xz — 1, x > 1 fliggvény inverze
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Fliggvények invertalasa

Példa: A g(xz) =+/xz — 1, x > 1 fliggvény inverze

g(z) =y
Vr—1=y
y=z-1
Vrl=z,2>1-y>0 ‘
—4 —2
tehat g1 (y) = y>+1, y > 0, azaz 1

gl x)=2>+1,2>0
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Logaritmusfiiggvény

Az f(x) =log,(z) fiiggvényt "a"-alapi logaritmusfiiggvénynek nevezziik,
ahol @ > 0 és a # 1. A logaritmusfiiggvény az exponencialis fliiggvény
inverze. Ezért értelmezési tartomanya a (0,00), értékkészlete R. a > 1
esetén monoton névé, még a < 1 esetén nomoton csokkend a fliggvény.

— a=2
—a=1/2
--- a=3
---a=1/3
—— a=ce

Az a = e = 2,718281828459 . .. esetén természetes alapl logaritmusfiigg-
vénynek nevezziik (jeldlés: 1n(x)).
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Exponencialis és logaritmikus azonossagok

a® =1 log,(1) =0
al =a loga(a) =1
A=ty = aZq¥ (haa®=b log,(bc) =log,(b) + log,(c)
a®¥ = (am)y és a¥ = C) IOga(by) =Y IOga(b)
1 1\° 1
e 1 (1 1 Z) = —log (b
= (Y) o (3) = ~1ow 0
a® o b\ _
g log, () — log, (b) — log, (¢)
a®b® = (ab)®
log. (b)
1 _ z
) = og. (a)

(tta>0ésa#1,ész>0ész+#1.)
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Kitérs: Sinus és cosinus értelmezése altalanosan (Forgé egységvektor)

Ha a derékszogii koordinata-rendszerben az
i(1,0) vektort « szbggel az origd kéril pozi-
tiv iranyban (az éramutaté jarasaval ellenté-
tesen) elforgatom, akkor egy meghatarozott
e egységvektort kapok.

Egy ilyen egységvektorhoz azonban nem csak
egy, hanem végtelen sok iranyszdg tartozik,
hiszen o + k - 360°, k € Z szbggel valé for-
gatas ugyanazt az e vektort eredményezi.

=

Y

I
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Kitérs: Sinus és cosinus értelmezése altalanosan (Forgé egységvektor)

Ha a derékszogii koordinata-rendszerben az
i(1,0) vektort « szbggel az origd kéril pozi-
PP Z L ovs s 2 L 1 x1

tiv iranyban (az éramutaté jarasaval t?llente— al+ k- 360°
tesen) elforgatom, akkor egy meghatarozott
e egységvektort kapok.

AY

o
— T
Egy ilyen egységvektorhoz azonban nem csak 7
egy, hanem végtelen sok iranyszdg tartozik, e
hiszen o + k - 360°, k € Z szbggel valé for-

gatas ugyanazt az e vektort eredményezi.

Ekkor altalanosan az « (és « + k - 360°) szdgli elforgatashoz tartozé
e(eq,ey) vektor koordinatait nevezziik a szog koszinuszanak illetve szi-
nuszanak:

cos(@) 1= ey, sin(a) := e,.
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Kitérs: Sinus és cosinus értelmezése altalanosan (Forgé egységvektor)

Ha a derékszogii koordinata-rendszerben az
i(1,0) vektort « szbggel az origd kéril pozi-
PP Z L ovs s 2 L 1 x1

tiv iranyban (az éramutaté jarasaval t?llente— al+ k- 360°
tesen) elforgatom, akkor egy meghatarozott
e egységvektort kapok.

AY

Egy ilyen egységvektorhoz azonban nem csak
egy, hanem végtelen sok iranyszdg tartozik,
hiszen o + k - 360°, k € Z szbggel valé for-
gatas ugyanazt az e vektort eredményezi.

Ekkor altalanosan az « (és « + k - 360°) szdgli elforgatashoz tartozé
e(eq,ey) vektor koordinatait nevezziik a szog koszinuszanak illetve szi-
nuszanak:

cos(@) 1= ey, sin(a) := e,.

Az o (és a + k - 360°) szog tangense illetve kotangense pedig ebbél:

tg(a) := sin(a)) (cos(a) # 0), ctg(a) == cos(a) (sin(ar) # 0).

cos(a sin(a)
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Kitérs: Szdgek mérése radianban

A kor egy ivdarabjanak hossza aranyos a hozza tartozé kézépponti szoggel.

k

Ez azt jelenti, hogy ha « kdzépponti széghoz
k hosszlsagi iv tartozik, akkor
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Kitérs: Szdgek mérése radianban

A kor egy ivdarabjanak hossza aranyos a hozza tartozé kdzépponti szoggel.

k

k
Ez azt jelenti, hogy ha o kézépponti széghdz
k hosszusagu iv tartozik, akkor 2a-hoz 2k,
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Kitérs: Szdgek mérése radianban

A kor egy ivdarabjanak hossza aranyos a hozza tartozé kdzépponti szoggel.

k k
k
Ez azt jelenti, hogy ha o kézépponti széghdz
k hosszusagu iv tartozik, akkor 2a-hoz 2k,

3a-hoz 3k stb. ivhosszt mérhetiink.
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Kitérs: Szdgek mérése radianban

A kor egy ivdarabjanak hossza aranyos a hozza tartozé kdzépponti szoggel.

k k
k
Ez azt jelenti, hogy ha o kézépponti széghdz
k hosszusagu iv tartozik, akkor 2a-hoz 2k,

3a-hoz 3k stb. ivhosszt mérhetiink.

Az egységkdron « szoghdz tartozo koriv hossza a szg ivmértéke lesz. Mivel
az egységkor teljes keriilete 2 - 1 - 7, ezért
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Kitérs: Szdgek mérése radianban

A kor egy ivdarabjanak hossza aranyos a hozza tartozé kdzépponti szoggel.

k k
k
Ez azt jelenti, hogy ha o kézépponti széghdz
k hosszusagu iv tartozik, akkor 2a-hoz 2k,

3a-hoz 3k stb. ivhosszt mérhetiink.

Az egységkorén o szoghdz tartozé koriv hossza a szog ivmértéke lesz. Mivel
az egységkor teljes keriilete 2 - 1 - 7, ezért

- 360° fvmeértéke 2,
- 180° ivmértéke T,
- 90° ivmértéke 7 stb. lesz.
Igy 1°-hoz 155 ~ 0,0175 ivmérték tartozik.
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Kitérs: Szdgek mérése radianban

A kor egy ivdarabjanak hossza aranyos a hozza tartozé kdzépponti szoggel.

k k
k
Ez azt jelenti, hogy ha o kézépponti széghdz
k hosszusagu iv tartozik, akkor 2a-hoz 2k,

3a-hoz 3k stb. ivhosszt mérhetiink.

Az egységkorén o szoghdz tartozé koriv hossza a szog ivmértéke lesz. Mivel
az egységkor teljes keriilete 2 - 1 - 7, ezért

- 360° fvmeértéke 2,
- 180° ivmértéke T,
- 90° ivmértéke 7 stb. lesz.
Igy 1°-hoz 155 ~ 0,0175 ivmérték tartozik.

Az ivmérték egysége az 1 radian (annak a szégnek az ivmértéke, mely az
egységkor 1 hossz ivéhez tartozik).
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Trigonometrikus fiiggvények

A sin(x), cos(x) fliggvényeket agy 21y
értelmezziik, hogy x € R radian-

ban mért szogértékhez a fliggvéeny N OO
a szOg szinuszat/koszinuszat ren-

deli. —n L M
Ezek a fliggvények minden valés -~ O 271 | 70N AN

szamon értelmezve vannak, és +1

kozott vesznek fel értékeket. -2
A tg(n), fliggvények defi- 2ty [ }
nicié szerint x radianhoz tartozé VA [ :
megfelel6 hanyadosok értékei. A 1 ! !
Dtg = (7%7 %) + kﬂ? k € Z? és MV } } /\V
minden fiiggvényag monoton né. AT =5/ AV
I 1t ro) I
Dty = (0,m)+kn, k € Z, és min- | : : I\
l 2

den fliggvényag monoton csokken.
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Figgvénytulajdonsagok - Korlatossag

Az f:1=[a,b] C Dy — R (Dy CR) fiiggvény

¢ alulrdl korlatos, ha van olyan k € R, hogy f(x) > k minden z € T
esetén (k alsé korlat). ~~ legnagyobb alsé korlat

¢ feliilr6l korlatos, ha van olyan K € R, hogy f(x) < K minden
x € I esetén (K fels6 korlat). ~~ legkisebb felsd korlat

® korlatos, ha alulrél és feliilrsl korlatos, azaz van olyan K € R, hogy
|f(x)] < K minden x € I esetén.

Peldak:

f(z) = |x| alulrél korlatos Ds-en, legnagyobb alsé korlat a 0, de feliilrdl
nem korlatos, igy nem is korlatos.

g(x) = sin(x) alulrél korlatos, legnagyobb alsé korlat —1, feliilrél korlatos,
legkisebb fels6 korlat a 1, igy korlatos is.
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Figgvénytulajdonsagok - Periodikus fliggvények

Az f: Dy — R (Dy C R) fliggvény periodikus (p szerint), ha létezik
p # 0 Ggy, hogy © € Dy esetén x £ p € Dy és f(x +p) = f(x).

Ha egy fiiggvény p szerint periodikus, akkor k - p szerint is periodikus, ahol
ke Z\{0}.

A legkisebb pozitiv szamot, mely szerint f periodikus, f periédusanak
nevezziik (ha van).

Példak:

sin(z), cos(z): 2w szerint periodikus.

tg(xz):  szerint periodikus.

{z} : (t6rtrész) = x — [x] (egészrész) fiiggvény: 1 szerint periodikus

Egy példa, amikor nincs periédushossz, de a fiiggvény periodikus: a Dirichlet-
figgvény
0, ha x irracionalis
() = { 1, ha z racionalis.
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Sinus és Cosinus inverze

sin(z) nem injektiv, de
{ T

33 oL

tartomanyon maér igen, itt vehetjiik

az inverzét:

arcsin(z) : [-1,1] — [77r il

Hasolnléan a cos(z),

[0,7] — [-1,1]

tartomanyon mar bijektiv, itt ve-

hetjiik az inverzét:

arccos(z) : [—1,1] — [0, 7]

272

y o

1{
‘ ‘ T
/2 /2 4
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N
—m/2 WN
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Tangens, cotangens fiiggvények inverze

A tg(x) fuggvényt a (—g, %)—re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.

Itt az inverze: arctg(r) R — (

us

272

). Korlatos, Rayetg = [-7/2,7/2].

A ctg(x) fiiggvényt a (0, 7)-re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.
Itt az inverze: arcctg(x): R — (0, 7). Korlatos, Rarcetg = [0, 7).

v

o - T
/2 7r/2
It ! \\ i :L. |
4 -2 4 2 2 4
- »7@'72 —m/2 A
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