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6. elédas:

Numerikus sorozatok:
Miiveletek numerikus sorozatokkal
Rendér-elv,

Véges, végtelen hatarérték fogalma,
Nevezetes sorozatok
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Miiveletek konvergens sorozatokkal
Tétel. Korlatos sorozatokbél tagonkénti dsszegéssel, kivonassal vagy
sorzassal kapott sorozatok is korlatosak.

Tétel. Ha lim a, = A és lim b, = B és A, B € R, akkor

n— oo n— 00

e lim a, b, = A+ B,

n—oo
* lim a,-b, =A-B,
n—oo
® lim Aa, = AA, ahol A € R,
n—oo
e lim af = A% k>1,
n—oo
e lim ¥a, = VA, feltéve, hogy a,, > 0,
n—r oo
.a, A ) )
® lim — = —, feltéve, hogy b, # 0 és B # 0.
n—oo by, B
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Példak.
2n—1 . 2(n—|—1)—3 . 3
= lim ———~— =1 -
n—oo M 4+ 1 n—00 n+1 n—00 n+1
1
2—3- lim =2-3-0=2.
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Példak.

2n —1 2 1)-3 3

i n = lim M: lim 2 —
n—oo 7T, 4+ n—00 n+1 n—00 n+1

2—3- lim =2-3-0=2.

n—oo N

by 177 -1 0-1 1
11m - 1m = — = ——,
n—oo 2n n— oo 2 2
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Peldak.
m—1 2 1) —
i 2P g 20D =3 3
n—oo 1+ 1 n— o0 n+1 n— oo n+1
1
2 3. lim —2-3.0=2.
n—oo N 1
hy Lo w1l _0-1 1
1m = l1im = = ——=.
n—oo 2n n— 00 2 2
om—1 2 1 1 1\2
lim 2 :lim—2:2hm—<lim ) —2.0-02=0.
n—o0 n n—,oo N, n n—oo N n—oo N,
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Példak.
2n—1 2 1) —
hm 2Pl gy 20D =3 0 3
n—oo 1+ 1 n— o0 n+1 n— oo n+1
2—3- lim 1 =2—-3-0=2.
n—oon + 1
hy Lo w1l _0-1 1
11m - 1m = — = ——,
n—oo 2n n—oo 2 2

om—1 2 1 1 1\2
i —lim—2:21im—<lim ) —92.0-0%=0.
n—oo n n—oo n

n—oo M n

2nt + 3n? + 2 i 2+ 5+ 4 2+0+0 \/5
—_—mm 1m = - —-.
T+i1 8 T V1r0+0 7

lim
nsoo \| Tn +4n3 + 6 n—00

lim
n— oo n
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Rendér-elv

Tétel. (Rendér/szendvics-elv)  Ha {a,}, {b,} és {c,} sorozatok esetén,

lim a, = lim ¢, = H és egy adott IV kiiszbindextél minden n > N-re
n—oo n—oo

an < by, <y

teljesiil, akkor a {b,,} sorozat konvergens, és lim b, = H.
n—o0

Matematika Al elSadas



Rendér-elv

Tétel. (Rendér/szendvics-elv)  Ha {a,}, {b,} és {c,} sorozatok esetén,

lim a, = lim ¢, = H és egy adott IV kiiszbindextél minden n > N-re
n—oo n—oo

an < by, <y

teljesiil, akkor a {b,,} sorozat konvergens, és lim b, = H.
n—o0

sin(n) -

Példa. b, =
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Rendér-elv

Tétel. (Rendér/szendvics-elv)  Ha {a,}, {b,} és {c,} sorozatok esetén,

lim a, = lim ¢, = H és egy adott IV kiiszbindextél minden n > N-re
n—oo n—oo

an < by, <y

teljesiil, akkor a {b,,} sorozat konvergens, és lim b, = H.
n—o0

sin(n
Példa. b, = ( )
n
(b} = {sin(l)% 0,8415: 522 + 0 4546, @ ~ 0, 047; Sm4(4) ~ —0,1892; ... }
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Rendér-elv

Tétel. (Rendér/szendvics-elv)  Ha {a,}, {b,} és {c,} sorozatok esetén,

lim a, = lim ¢, = H és egy adott IV kiiszbindextél minden n > N-re
n—oo n—oo

an < by, <y

teljesiil, akkor a {b,,} sorozat konvergens, és lim b, = H.
n—o0

sin(n
Példa. b, = ( )
n
{ba} = {sin(l)% 0, 8415; % ~ 0, 4546; Smg(3) ~ 0, 047; Sm4(4) ~ —0,1892; .. }

Hasznaljuk ki a sin(x) korlatossagat: —1 < sin(x) < 1, ezért

-1 _ sin(n) 1
ap, = — < <—=¢y
n n n
. .= 1 .
lim a, = lim — =0= lim — = lim ¢,
n—o00 n—oo MmN n—oo n n—oo
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Rendér-elv

Tétel. (Rendér/szendvics-elv)  Ha {a,}, {b,} és {c,} sorozatok esetén,
lim a, = lim ¢, = H és egy adott IV kiiszbindextél minden n > N-re
n—oo n—oo
an <by <cp
teljesiil, akkor a {b,,} sorozat konvergens, és lim b, = H.
n—oo

sin(n) -

Példa. b, =
n

(b} = {sin(l)% 0, 8415; % ~ 0, 4546; Smg(?’) ~0,047; 524 o 0 1802; .

Hasznaljuk ki a sin(x) korlatossagat: —1 < sin(x) < 1, ezért

- 1
lim a, = lim — =0= lim — = lim ¢,
nree n—oo N n—oo n n— o0
Ebbdl a rendér-elv alapjan kovetkezik, hogy: lim sin(n)
n—o00 n
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Végtelenbe tartas

Definici6. Egy {a,} valés szamsorozat tart a co-be, ha barmely K > 0
esetén van olyan N kiiszébindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, > K.

a1 as as aq Q>3
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Végtelenbe tartas

Definici6. Egy {a,} valés szamsorozat tart a co-be, ha barmely K > 0
esetén van olyan N kiiszébindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, > K.

ap a2 as Qa4 <. 0n>3
K OO

Definicio. Egy {a,} valés szamsorozat tart a —oo-be, ha barmely k < 0
esetén van olyan N}, kiiszobindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, < k.
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Végtelenbe tartas

Definici6. Egy {a,} valés szamsorozat tart a co-be, ha barmely K > 0
esetén van olyan N kiiszébindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, > K.

a1 as as aq Q>3
K OO
Definicio. Egy {a,} valés szamsorozat tart a —oo-be, ha barmely k < 0
esetén van olyan N}, kiiszobindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, < k.

A too-be tarté sorozatok is divergensnek.
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Végtelenbe tartas

Definici6. Egy {a,} valés szamsorozat tart a co-be, ha barmely K > 0
esetén van olyan N kiiszébindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, > K.

a1 as as aq Q>3
K OO
Definicio. Egy {a,} valés szamsorozat tart a —oo-be, ha barmely k < 0
esetén van olyan N}, kiiszobindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, < k.

A too-be tarté sorozatok is divergensnek.

Példak.

{an} ={n}={1,2,3,...} - monoton né, de nincsen felsd
korlatja, oco-be tart.

{bp} ={-n?}={-1,-4,-9,...} - csokken, alulrél nem korlatos,
—oo-be tart.

{en} ={(-1D)" - n}={-1,2,-3,...} - oszcillal, nem korlatos, egyik
llfele" a oco-be, masik a —oo-
be tart,
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

Tétel. Ha lim a,, = A és lim b, = lim ¢, = oo, akkor

n— oo n—oo n— oo

* lim a, +b, ="A+ " =+,

n—oo

0, ha A >0,

® lim a, -b,="A-0"¢ —o0, haA<O0,
e ?, ha A =0,
an 2 A ” .
® lim — = — =0, feltéve, hogy b, #0
n—oo b
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

Tétel. Ha lim a,, = A és lim b, = lim ¢, = oo, akkor

n— oo n—oo n— oo

* lim a, +b, ="A+ " =+,

n—oo

0, ha A >0,

9 )
o0

(e.¢]

® lim a, -b,="A-0"¢ —o0, haA<O0,

e ?, ha A =0,
n 9 Aw

o lim In— £ 0, feltéve, hogy b, # 0
n—o0 b, 00

* lim b,+c,="c0+c0"=00c DE lim b,—c,="00—00" =7
n— oo n—r00

bn

® lim b, -¢c,="00-00" =00 DE lim — =
n—oo n—00 Cp,

o lim (b)) ="00" =00 (k>0)
n—oo

o lim (b,)" = 00®" =00
n—oo
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

Tétel. Ha lim a,, = A és lim b, = lim ¢, = oo, akkor
n— oo n—oo n— oo

e lim a,+b,="A+0c0" = ZFo0,

n— oo
00, ha A > 0,
® lim a, -b,="A-0"¢ —o0, haA<O0,
e 7, haA=0,
n 9 Aw
o lim = = = 0, feltéve, hogy b, # 0
n—o0 b, 00
® lim b,+c,="00+00"=00 DE lim b,—c,="0c0—00” =7
n—00 n—00
bn ” ”
* lim by-c, ="00-00" =00 DE lim = = 2 =7
n—o00 n—00 Cp o0
o lim (b)) ="00" =00 (k>0)
n—oo
o lim (b,)" = 00®" =00
n—oo
0o, ha A>1,
e limalr="A4° ={ 0, ha0<A<I,
noee 7, haA<Ovagy A=1,
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

Tétel. Ha lim a,, = A és lim b, = lim ¢, = oo, akkor
n— oo n—oo n— oo

* lim a, +b, ="A+ " =+,

n— oo
0, ha A >0,
® lim a, -b,="A-0"¢ —o0, haA<O0,
e ?, ha A =0, (0 - 0)
. an 9 Aw .
® lim — = — =0, feltéve, hogy b, #0
n—o0 b, 00
® lim b,+c,="00+00" =00 DE lim b,—c,="00—00" =7 (co—00)
n—oo n—o0
bn ” 2
e lim b, ¢, ="00-0” =00 DE lim—zg =7 (§>
n—00 n—00 Cp oo 0
o lim (b)) ="00" =00 (k>0)
n—oo
o lim (b,) = 0™ = oo
n—oo
oo, haA>1,
e lim o’ = A" = 0, haO<A<I,
e 7, haA<Ovagy A=1, (1°°)
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

L. L . ” o0 ” 77077
Kritikus hatarértékek: 70-00”, 700 —0”, — , 5 B S A
o0

)

Matematika Al elSadas



Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

e P Poo” 0” o, 9 AN
Kritikus hatarértékek: 70-00”, 700 —0”, — , =, 1°, 00 ...
00 0
Peélda.
n? 00 00
lim — = — = DE lim —=—=0
n—oo N o0 n—00 M, o0
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

” ” » 7
@ 9 7310077 770077

” R
) )

Kritikus hatarértékek: 70-o00”, 700 — 07, ,
00 0

Peélda.
n? oo n 00
lm — = — =00 DE lim—zz—:O.
n—oo N o0 n—00 M, o0
lim 2n—n =00 — 00 = 0 DE lim n—n?=00—00=—00
n— 00 n— o0

Matematika Al elSadas



Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

” ” » 7
E 9 7310077 770077

” 7
) )

Kritikus hatarértékek: 70-o00”, 700 — 07, ,
00 0

Peélda.
n? oo n 00
lm — = — =00 DE lim—zz—:O.
n—oo N o0 n—00 M, o0
lim 2n—n =00 — 00 = 0 DE lim n—n? =00 — 00 = —00.
n— 00 n— o0

im v/ =o00—o00= lim (vVn —/n .7n+1+\/ﬁi

n+l-—n 1 1

= lim —————= = lim =
n—oo\/n+144n nocoy/n+144/n 00+00

Matematika Al elSadas



Nevezetes sorozatok — Mértani sorozat

{an} =1{q"} ={1,4,¢%,¢3, ...}, ahol n € N:
szamok egész hatvanyainak sorozata.
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Nevezetes sorozatok — Mértani sorozat

{an} =1{q"} ={1,4,¢%,¢3, ...}, ahol n € N:
szamok egész hatvanyainak sorozata.
Legyen q = 2, ekkor {¢"} = {1,2,4,8,16,...}.

e Ha ¢ > 1, monoton névs, nem korlatos, co-hez tarté a sorozat.
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Nevezetes sorozatok — Mértani sorozat

{an} =1{q"} ={1,4,¢%,¢3, ...}, ahol n € N:
szamok egész hatvanyainak sorozata.
Legyen q = 2, ekkor {¢"} = {1,2,4,8,16,...}.

e Ha ¢ > 1, monoton névs, nem korlatos, co-hez tarté a sorozat.
Legyen ¢ = 1, ekkor {¢"} = {1,1,1,1,...}.

e Ha ¢ =1, konstans sorozat, 1-hez tart.
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Nevezetes sorozatok — Mértani sorozat

{an} =1{q"} ={1,4,¢%,¢3, ...}, ahol n € N:
szamok egész hatvanyainak sorozata.
Legyen q = 2, ekkor {¢"} = {1,2,4,8,16,...}.

e Ha ¢ > 1, monoton névs, nem korlatos, co-hez tarté a sorozat.
Legyen ¢ = 1, ekkor {¢"} = {1,1,1,1,...}.

e Ha ¢ =1, konstans sorozat, 1-hez tart.

1
Legyenq:ivagy ekkor{q”}_{1,2,4,8,. }vagy {1,-3, 11}

e Ha —1<g<1, abszolutértékben monoton csokken, tehat 0-hoz tart.
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Nevezetes sorozatok — Mértani sorozat

{an} =1{q"} ={1,4,¢%,¢3, ...}, ahol n € N:
szamok egész hatvanyainak sorozata.
Legyen q = 2, ekkor {¢"} = {1,2,4,8,16,...}.

e Ha ¢ > 1, monoton névs, nem korlatos, co-hez tarté a sorozat.
Legyen ¢ = 1, ekkor {¢"} = {1,1,1,1,...}.

e Ha ¢ =1, konstans sorozat, 1-hez tart.

1
Legyen q = 5 vaey — ekkor {a"}={1,3,%. %, Fvagy {1,—5, 1. —%,... }.

e Ha—-1<g¢g<1, abszolutertekben monoton csokken, tehat 0-hoz tart.
Legyen ¢ = —2, ekkor {1,—2,4,—8,16,...}.

e Ha g < —1, oszcillal, nem korlatos, divergens a sorozat.

0, hag>1,

1 hag=1

Tehat lim ¢" =<’ 2a=15
n—00 0, ha |g| < 1,

divergens, ha g < —1.
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Nevezetes sorozatok — Egész gyokdk sorozata

{an}:{w}:{Q7\/§7w""}a ha ¢ > 0:

adott pozitiv szam egész gyokeinek sorozata.
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Nevezetes sorozatok — Egész gyokdk sorozata

{an} ={/a} ={e. /@, &a,... }, haqg>0:
adott pozitiv szam egész gyokeinek sorozata.
e 1-hez tart, gondoljuk meg:

Ha ¢ > 1, akkor {/q > 1 és monoton csékkend sorozatot alkot.
Legnagyobb alsé korlatja az 1 lesz (nem biz.)

Ha ¢ < 1, akkor /g < 1 & monoton ndvekvé sorozatot alkot.
Legkisebb fels6 korlatja az 1 lesz (nem biz.)
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Nevezetes sorozatok — Egész gyokdk sorozata

{an}:{w}:{%\/@w’“'}a ha ¢ > 0:

adott pozitiv szam egész gyokeinek sorozata.

e 1-hez tart, gondoljuk meg:

Ha ¢ > 1, akkor {/q > 1 és monoton csékkend sorozatot alkot.
Legnagyobb alsé korlatja az 1 lesz (nem biz.)

Ha ¢ < 1, akkor /g < 1 & monoton ndvekvé sorozatot alkot.
Legkisebb fels6 korlatja az 1 lesz (nem biz.)

egész szamok egész gyokeinek sorozata.
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Nevezetes sorozatok — Egész gyokdk sorozata

{an}:{w}:{qv\/@w’“'}a ha ¢ > 0:

adott pozitiv szam egész gyokeinek sorozata.

e 1-hez tart, gondoljuk meg:

Ha ¢ > 1, akkor {/q > 1 és monoton csékkend sorozatot alkot.
Legnagyobb alsé korlatja az 1 lesz (nem biz.)

Ha ¢ < 1, akkor /g < 1 & monoton ndvekvé sorozatot alkot.
Legkisebb fels6 korlatja az 1 lesz (nem biz.)

{bn} = {¥/n} ={1.v2,V3,... }:
egész szamok egész gyokeinek sorozata.
e 1-hez tart, gondoljuk meg (nem biz.):

A sorozat minden eleme {/n>1, sét legnagyobb alsé korlatja is az 1
(nem biz.), és a harmadik elemtsl monoton csékken (nem biz.):

bo=v2~1,4142 < by=+/3~1.4422 DE
b= /3~1.4422 > by=v4=1/2~1,4142 > b5 =/5~1,3797....

Matematika Al eladas
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Nevezetes sorozatok — Példak

lim
n— oo

V2n—1="7

Matematika Al elSadas
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Nevezetes sorozatok — Példak

lim V2n—1=?
n— oo

Rendér-elv segitségével:

Un < Vo —1< V2 Un
n>

I I
lim {/n=1 lim ¥/2- lim n=1-1=1
n—00 n—00 n—o0

Tehat li_}In Von—1=1.
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Nevezetes sorozatok — Az "e" szam

1 n
ap, = (1 + > - sorozat e-hez (= 2,718..) tart.
n

1

1
Aza, = (1 + 1) = 2 < e és monoton novekvd a sorozat. Tovabba

ay, felllrsl korlatos. Példaul belathatd, hogy egyik felss korlatja a 3.

Nem adunk teljes indoklast!

Matematika Al elSadas
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Nevezetes sorozatok — Az "e" szam

1 n
ap, = (1 + > - sorozat e-hez (= 2,718..) tart.
n

1

1
Aza, = (1 + 1) = 2 < e és monoton novekvd a sorozat. Tovabba
ay, felllrsl korlatos. Példaul belathatd, hogy egyik felss korlatja a 3.

Nem adunk teljes indoklast!

k n
b, = (1 + ) - sorozat e¢*-hoz tart.
n

Matematika Al eladas
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Nevezetes sorozatok — Példa

Matematika Al elSadas
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Nevezetes sorozatok — Példa

vagy

13
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

n < nk
k>1
n
lim — = lim =
n—00 nk k>1 mn—oo N

Matematika Al elSadas
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

n < n<LK
k>1

n
a>1

n—oo M k>1 n—oo ’n,k*1

. nF
lim — =

n—oo a" a>1,k>1

Matematika Al elSadas
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

< nt < d" < nl
k>1 a>1

lim —

n—oo ’n,' a;l ’

Matematika Al elSadas

14



Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

< nf < " < n< "

k>1 a>1

k>1 mn—oo ’n,k*1

lim — = 0, lim — =0.
n—oo ’n,' a>1

Matematika Al elSadas
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

Vn <« n< nf < o < nl <« "
k>1 k>1 a>1

k n n!
lim — = 0, lim — = 0, lim — =0.
n—oo @™ a>1,k>1 n—oo n! a>1 n—oo N
. n . 1
lim — = lim ——— = 0,
n—oo N n—00 n=f 1

Matematika Al elSadas 14



Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

log,(n) < ¥n < n< nf < o < nl < "
a>1 k>1 k>1 a>1

k n |
. . a . n:
lim — = 0, lim — = 0, lim — =0.
n—oo a™ a>1,k>1 n—oo n! a>1 n—oo N
_m 1 log,,(n)
lim — = lim —— = 0, li - =
n—oo N n—0o0 n—00 \/ﬁ a>1,k>1
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