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8. elődás:

Folytonosság, szakadási pontok

Szakadási helyek osztályozása,

Korlátos és zárt intervallumon folytonos

függvények tulajdonságai,

Hiperbolikusz függvények és inverzeik
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Pontbeli folytonosság

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény folytonos az x0 ∈ Df pontban, ha a
függvény határértéke és a függvény értéke megegyezik x0-ban:

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Ekvivalens definíció:
Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény folytonos az x0 ∈ Df pontban, ha

minden ε > 0-hoz létezik δ > 0, hogy |x − x0| < δ esetén x ∈ Df és
|f(x)− f(x0)| < ε.

Hasonlóan egyoldali folytonosság:
Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény jobbról folytonos az x0 ∈ Df

pontban, ha lim
x→x0+

f(x) = f(x0).

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény balról folytonos az x0 ∈ Df

pontban, ha lim
x→x0−

f(x) = f(x0).

Ha egy függvény egy pontjában jobbról és balról is folytonos, akkor foly-
tonos abban a pontban.
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Példák

f(x) = [x] függvény az egész helyeken jobbról folytonos, de balról nem.
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f(x) =
√
x függvény a 0-ban csak jobbról folytonos, hiszen csak jobbról

van értelmezve.
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Függvények folytonossága – pontbeli folytonosság kiterjesztése

Definíció: Általában egy f : Df → R (Df ⊆ R) függvény folytonos, ha
minden x0 ∈ Df pontban folytonos.

Definíció: Az f függvény folytonos az [a, b] ⊆ Df intervallumon, ha min-
den x0 ∈ (a, b) pontban folytonos, és a-ban jobbról, b-ben balról folytonos.

Példák:

x, x2, |x|, ex, sinx, 1

x
folytonosak a teljes értelmezési tartományukon.

[x] egészrész függvény csak az egész pontokon kívül folytonos. Az egész
értékekben csak jobbról folytonos.

A Diriclet-függvény sehol sem folytonos.
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Példa

Határozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alábbi függvény folytonos
legyen.

f(x) =







x− 1, ha x < 2
a, ha x = 2

x2 − 3, ha x > 2
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Példa

Határozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alábbi függvény folytonos
legyen.

f(x) =







x− 1, ha x < 2
a, ha x = 2

x2 − 3, ha x > 2
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Példa

Határozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alábbi függvény folytonos
legyen.

f(x) =







x− 1, ha x < 2
a, ha x = 2

x2 − 3, ha x > 2
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A függvény az x 6= 2 pontokban folytonos.
Az x = 2 pontban:

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x− 1 = 1

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

x2 − 3 = 1,

A függvény pontosan akkor folytonos x = 2-ben, ha lim
x→2

f(x) = f(2).

Tehát az kell, hogy a = f(2) = 1 legyen.
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Függvények folytonossággal kapcsolatos tulajdonságai

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény folytonos az x0 ∈ Df pontban, ha a
függvény határértéke és a függvény értéke megegyezik x0-ban:

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Tétel: Egy adott x0 pontban folytonos függvények összege, különbsége,
szorzata és hányadosa (feltéve, hogy a nevező nem 0) is folytonos az x0

pontban.

Tétel: Ha a g függvény folytonos x0-ban és f függvény folytonos a g(x0)-
ban, akkor f ◦ g is folytonos x0-ban.

Tétel: Ha az f függvény szigorúan monoton és folytonos, akkor az f−1

inverz létezik és folytonos (és monoton).
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Szakadási pontok

Ha egy f : Df → R (Df ⊆ R) függvény értelmezett az (x0 − ε, x0) és
(x0, x0+ε) intervallumon, de x0-ban nem, vagy x0 ∈ Df estén a függvény
ott nem folytonos, akkor x0 a függvény szakadási pontja.

Osztályozásuk:

Elsőfajú szakadások: lim
x→x0−

f(x) és lim
x→x0+

f(x) létezik (valós szám)

- Megszűnetethető szakadás: lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x) = H és

H 6= f(x0) vagy x0 /∈ Df

- Ugrás: lim
x→x0−

f(x) 6= lim
x→x0+

f(x)

Másodfajú szakadások: lim
x→x0−

f(x) és/vagy lim
x→x0+

f(x) nem létezik

(esetleg ±∞)

- Pólus: lim
x→x0−

f(x) = ±∞ és lim
x→x0+

f(x) = ±∞
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Szakadási helyek osztályozása

Elsőfajú szakadások: lim
x→x0−

f(x) és lim
x→x0+

f(x) létezik

• Megszüntethető szakadás

lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x) = H és

x0 /∈ Df vagy H 6= f(x0). 1 2 3
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• Ugrás

lim
x→x0−

f(x) 6= lim
x→x0+

f(x)
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Másodfajú szakadás: lim
x→x0−

f(x) és/vagy lim
x→x0+

f(x) nem létezik

• Pólus

lim
x→x0−

f(x) = ±∞ és

lim
x→x0+

f(x) = ±∞
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•Megszüntethető szakadás

f(x) =







x− 1, ha x < 2
0, ha x = 2

x2 − 3, ha x > 2

lim
x→2−

x− 1 = 1 = lim
x→2+

x2 − 3 1 2 3
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•Ugrás

f(x) =

{

x− 1, ha x ≤ 2
x2 − 2, ha x > 2

lim
x→2−

x− 1 = 1 6= lim
x→2+

x2 − 2 = 2 1 2 3
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•Másodfajú szakadás

f(x) =

{

x− 1, ha x ≤ 2
1

x− 2
, ha x > 2

lim
x→2−

x− 1 = 1, lim
x→2+

1

x− 2
= ∞
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•Pólus

f(x) =
1

x− 2
, ha x 6= 2

lim
x→2−

1

x− 2
= −∞, lim

x→2+

1

x− 2
= ∞ −2 2 4 6
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Példák

• Vizsgáljuk meg a
sin(x)

x
az x0 = 0 környezetében. A függvény a 0-ban nincs

értelmezve.

Nevezetes határérték, ezért

lim
x→0

sin(x)

x
= 1 = lim

x→0−

sin(x)

x
= lim

x→0+

sin(x)

x
.

Megszűntethető szakadás x0 = 0-ban. −5 5
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• Vizsgáljuk meg a
sin(x)

|x|
az x0 = 0 környezetében. A függvény a 0-ban nincs

értelmezve.

lim
x→0+

sin(x)

|x|
= lim

x→0+

sin(x)

x
= 1

lim
x→0−

sin(x)

|x|
= lim

x→0−

sin(x)

−x
= −1.

Ugrás van az x0 = 0-ban.
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Példák

• Vizsgáljuk meg a
x2 − x

x2 − 1
függvényt, mely az x0 = ±1-ben nincs értelmezve.

x0 = 1 környezetében

lim
x→1−

x(x− 1)

(x+ 1)(x− 1)
= lim

x→1−

x

x+ 1
=

1

2
,

lim
x→1+

x(x− 1)

(x+ 1)(x− 1)
= lim

x→1+

x

x+ 1
=

1

2
.

Megszűntethető szakadás x0 = 1-ben.

x0 = −1 környezetében

lim
x→−1+

x

x+ 1
=

−1

0+
= −∞,

lim
x→−1−

x

x+ 1
=

−1

0−
= ∞.

Pólus van az x0 = −1-ben.
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Zárt intervallumon folytonos függvények

Tétel. Az f : [a, b] → R zárt intervallumon folytonos függvény korlá-

tos, azaz létezik k,K ∈ R, hogy

k ≤ f(x) ≤ K minden x ∈ [a, b]-re.

f(a)

f(b) =K

k
a b

x

y

Lényeges, hogy az értelmezési tartomány zárt intervallum, pl: f(x) = 1

x
a

(0, 1] intervallumon nem korlátos.
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Zárt intervallumon folytonos függvények

Weierstrass-tétel. Az f : [a, b] → R zárt intervallumon folytonos függvény
felveszi a minimum és maximum értékét, azaz van olyan α, β ∈ [a, b], hogy

f(α) ≤ f(x) ≤ f(β) minden x ∈ [a, b]-re.

f(a)

f(β)

f(α)
a

α

β

x

y

A zárt intervallum itt is lényeges, ha f(x) függvényt csak az (a, b) inter-
vallumon van értelmezve, akkor nincs megfelelő β (β = b /∈ (a, b)).
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Zárt intervallumon folytonos függvények

Bolzano-tétel. Az f : [a, b] → R zárt interallumon folytonos függvény az
f(a) és f(b) között minden értéket felvesz, azaz ha f(a) ≤ y ≤ f(b) vagy
f(b) ≤ y ≤ f(a), akkor létezik olyan x ∈ [a, b], hogy f(x) = y.

f(a)

f(b)

y

a bx

(x, y)

x

y

A folytonosság lényeges, mert pl. az egészrész függvény nem veszi fel az
1

2
értéket.
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Zárt intervallumon folytonos függvények

Bolzano és Weierstrass tételének következménye.

(1) Zárt intervallumon értelmezett folytonos függvény a minimuma és a
maximuma között minden értéket felvesz.

f(a)

f(b)

a

b

x

y

(2) Az [a, b] zárt intervallumon értelmezett folytonos függvénynek, ha
f(a) < 0 és f(b) > 0 (vagy fordítva), akkor f -nek létezik az interval-
lumban gyökhelye, azaz ∃x ∈ (a, b), hogy f(x) = 0.

f(a)

f(b)

a

bx
x

y
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Hyperbolikus függvények

Sinus hyperbolikus:

sh(x) =
ex − e−x

2
, Dsh = R.

Monoton növő, páratlan.

lim
x→±∞

sh(x) = ±∞

Cosinus hyperbolikus:

ch(x) =
ex + e−x

2
, Dch = R.

Alulról korlátos, páros.

lim
x→±∞

ch(x) = ∞
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ch2(x)− sh2(x) = 1
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Hyperbolikus függvények

Tangens hyperbolikus:

th(x) =
sh(x)

ch(x)
, Dth = R.

Monoton növő, korlátos, páratlan.

lim
x→±∞

th(x) = ±1

Cotangens hyperbolikus:

cth(x) =
ch(x)

sh(x)
, Dcth = R \ {0}.

Monoton csökkenő, páratlan.

lim
x→±∞

cth(x) = ±1

lim
x→0±

cth(x) = ±∞
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Area függvények

Area sinus hyperbolikus:

sh−1(x) = arsh(x), Darsh = R.

Monoton növő, páratlan.

lim
x→∞

arsh(x) = ∞

lim
x→−∞

arsh(x) = −∞

Area cosinus hyperbolikus:

ch−1(x) = arch(x), Darch = [1,∞).

Monoton növő.

lim
x→∞

arch(x) = ∞

lim
x→1+

arch(x) = 0
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Area függvények logaritmikus alakja

Az sh függvény injektív, fejezzük ki az sh(x) = y egyenlet segítségével az
inverz hozzárendelési szabályát:

sh(x) =
ex − e−x

2
= y

ex − e−x = 2y

(ex)2 − 2y · (ex)− 1 = 0

a2 − 2y · a− 1 = 0

a1,2 =
2y ±

√

4y2 + 4

2
= y ±

√

y2 + 1 = ex, ha y ±
√

y2 + 1 > 0,

ln(y +
√

y2 + 1) = x.

arsh(x) = ln(x+
√

x2 + 1).
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Area függvények

Area tangens hyperbolikus:

th−1(x) = arth(x),

Darth = (−1, 1).

Monoton növő, páratlan.

lim
x→1−

arth(x) = ∞,

lim
x→−1+

arth(x) = −∞

Area cotangens hyperbolikus:

cth−1(x) = arcth(x)

Darcth = R \ [−1, 1].

Monoton csökkenő, páratlan.

lim
x→±∞

arcth(x) = 0

lim
x→±1∓

arcth(x) = ±∞
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