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8. elédas:

Folytonossag, szakadasi pontok
Szakadasi helyek osztalyozasa,
Korlatos és zart intervallumon folytonos
figgvények tulajdonsagai,
Hiperbolikusz fliggvények és inverzeik
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Pontbeli folytonossag

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény folytonos az zy € Dy pontban, ha a
fliggvény hatarértéke és a fliggvény értéke megegyezik x-ban:
lim f(2) = f(xo).
Ekvivalens definicié:
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény folytonos az zy € Dy pontban, ha
minden ¢ > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy |z — x| < 0 esetén x € Dy és

[f(z) = f(zo)| <&

Hasonléan egyoldali folytonossag:
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény jobbrél folytonos az zy € Dy
pontban, ha lim f(z) = f(xo).
T—xo+
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény balrél folytonos az zy € Dy
pontban, ha Em f(@) = f(xo).
T—To—

Ha egy fliggvény egy pontjaban jobbrél és balrdl is folytonos, akkor foly-
tonos abban a pontban.
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Példak

f(x) = [z] fliggvény az egész helyeken jobbrdl folytonos, de balrdl nem.

2 ——y ———o
1+ ——— o
‘ R ‘ T
-1 1 2 3
— 14

f(z) = /z fliggvény a 0-ban csak jobbrdl folytonos, hiszen csak jobbrol
van értelmezve.
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Fiiggvények folytonossaga — pontbeli folytonossag kiterjesztése

Definicié: Altalaban egy f: Dy — R (D; C R) fiiggvény folytonos, ha
minden o € Dy pontban folytonos.

Definicié: Az f fiiggvény folytonos az [a,b] C Dy intervallumon, ha min-
den zy € (a,b) pontban folytonos, és a-ban jobbrdl, b-ben balrél folytonos.

Példak:
2 T : 1 H A Act 4
x, 2%, |x|, e*, sinx, — folytonosak a teljes értelmezési tartomanyukon.
T

[x] egészrész fliggvény csak az egész pontokon kiviil folytonos. Az egész
értékekben csak jobbrdl folytonos.

A Diriclet-fliggvény sehol sem folytonos.
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Peélda

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alabbi fiiggvény folytonos
legyen.

r—1, haxz<?2
flx)= a, haz =2
22 -3, haz>2
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Peélda

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alabbi fiiggvény folytonos

legyen.
6 1Y 2 -3
r—1, haz<?2 4 //_/1
f(z) = a, ha z =2 2 i ’
22 -3, haz>2 ) } z
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Peélda

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alabbi fiiggvény folytonos

legyen.
6 1Y z2 -3
r—1, haz<?2 4 //_/1
f(z) = a, ha z =2 2 i ’
22 -3, haz>2 ) } z

A fliggvény az = # 2 pontokban folytonos.
Az © = 2 pontban:

lim f(z)= lim z—1=1

r—2— r—2—
lim f(z)= lim 22 -3=1
r—2+ f( ) r—2+ ’

A fliggvény pontosan akkor folytonos x = 2-ben, ha lir% fl@) = f(2).
r—r
Tehat az kell, hogy a = f(2) =1 legyen.
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Figgvények folytonossaggal kapcsolatos tulajdonsagai

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény folytonos az zy € Dy pontban, ha a
fliggvény hatarértéke és a fliggvény értéke megegyezik xp-ban:

lim f(z) = f(zo).

Tr—T0o

Tétel: Egy adott xg pontban folytonos fiiggvények Osszege, kiilonbsége,
szorzata és hanyadosa (feltéve, hogy a nevezd nem 0) is folytonos az xg
pontban.

Tétel: Ha a g fiiggvény folytonos xg-ban és f fiiggvény folytonos a g(z)-
ban, akkor f o g is folytonos xzq-ban.

Tétel: Ha az f fiiggvény szigorian monoton és folytonos, akkor az f~!
inverz létezik és folytonos (és monoton).
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Szakadasi pontok

Ha egy f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény értelmezett az (z¢ — €, x¢) és
(20, zo+¢) intervallumon, de zo-ban nem, vagy z¢ € Dj estén a fiiggvény
ott nem folytonos, akkor xq a fliggvény szakadasi pontja.

Osztalyozasuk:

Els6faju szakadasok: lim f(z) és lim f(x) létezik (valés szam)
T—xo0— T—xo+

- Megsziinetethetd szakadas: lim f(z) = lim+ f(z)=H és
T—xo— T—xQ
H # f(xo) vagy wo ¢ Dy
- Ugras: lim f(z)# lim f(x)
T—xT0—

T—xo+

Masodfaja szakadasok: lim f(z) és/vagy lim f(x) nem létezik
T—x0— T—xo+

(esetleg +00)

- Pélus: lim f(z) =400 és lim f(z)=+oco
T—xo— T—xo+
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Szakadasi helyek osztalyozasa

Els6faja szakadasok: lim f(z) és lim f(z) létezik
T—To— r—xo+
e Megsziintethet$ szakadas 31y
. . B 21
Jim f@) = Gm f@=He T S
— . ‘
xo ¢ Dy vagy H # f(xo). 1 2 3
o Ugras g y /
. . 1+
Jlim f@) # lim f(z) " =
1 2 3
Masodfajia szakadas: lim f(x) és/vagy lim f(z) nem létezik
T—xo— T—xo+
e Polus 4 k4 k
lim f(z) =+oc0 és 2] |
T—x0— :
lim f(z) =400 ﬁ =z
T—xo+ 1 \2 3
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o Megsziintethetd szakadas
r—1, haz<?2

flz) = 0, haz =2
z2—3, haz>?2

lim z—1=1= hm 22 -3
r—2— 24

e Ugras

r—1, haz<2
f(x)—{ 22—2, haz>2

lim x—1=1# hrn 2 —2=2

r—2—
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e Masodfaja szakadas

rz—1, haz<2
-]

——, h 2
T2 axr>
lim x—1=1, lim =
r—2— r—2+ r —
o Pélus
1
@)=~ haw#2
lim = —o00, lim = 00
T—2— T — z—=24+ T — 2

2 3
6{Y |
i
2t
| =z
2 T2 4 6
72,, :
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Példak

e Vizsgaljuk meg a sin(z) az xo = 0 kdrnyezetében. A fiiggvény a 0-ban nincs

értelmezve.
Nevezetes hatarérték, ezért Yy
1
lin%) sin(x) 11— h%l sin(x) _ h%lJr sm(x). 0
T— z—0— T—
x x x | S
Megsziintethets szakadas xo = O-ban. ES/ ‘ \5/
e Vizsgaljuk meg a T(| z) az xo = 0 kdrnyezetében. A fiiggvény a 0-ban nincs
x
értelmezve.
. . 1 Y
sin(x) — lim sin(z) _1
x—0+ I.’E| x—0+ €T
. . t f /T\
m sin(z) — lim sin(z) __1 _5 g
r—0— |l’| r—0— —X
—1

Ugras van az zo = 0-ban.
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Példak

e Vizsgaljuk meg a x2
T

xo = 1 kdrnyezetében

. z(x —1) 1
hm -—_— = m = —
a=1- (z+1)(z—1) 2>1-z4+1 2
. z(x —1) . x 1
1 — =1 =_.
o @t D@ —1) ezl 2

Megsziintethets szakadas xzo = 1-ben.

xo = —1 kdrnyezetében
lim v _ -1 -0
a——1+x+1 0+ ’
T -1

AT T

Pélus van az g = —1-ben.

-z .. L
PO figgvényt, mely az xo = £1-ben nincs értelmezve.

[ T N
—
[
w
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Zart intervallumon folytonos fiiggvények

Tétel. Az f: [a,b] — R zart intervallumon folytonos fiiggvény korla-
tos, azaz létezik k, K € R, hogy

k < f(z) < K minden z € [a, b]-re.

Lényeges, hogy az értelmezési tartomény zért intervallum, pl: f(z) =1 a
(0, 1] intervallumon nem korlatos.
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Zart intervallumon folytonos fiiggvények

Weierstrass-tétel. Az f: [a,b] — R zart intervallumon folytonos fiiggvény
felveszi a minimum és maximum értékét, azaz van olyan «, 8 € [a, b], hogy

fla) < f(z) < f(B) minden z € [a, b]-re.

A zart intervallum itt is lényeges, ha f(x) fliggvényt csak az (a,b) inter-
vallumon van értelmezve, akkor nincs megfelels 5 (8 =b ¢ (a,b)).
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Zart intervallumon folytonos fiiggvények

Bolzano-tétel. Az f: [a,b] — R zart interallumon folytonos fiiggvény az
f(a) és f(b) kozétt minden értéket felvesz, azaz ha f(a) <y < f(b) vagy
f(b) <y < f(a), akkor létezik olyan x € [a,b], hogy f(x) =y.

) f--mmmmeee

=N i

A folytonossag lényeges, mert pl. az egészrész fiiggvény nem veszi fel az
% értéket.
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Zart intervallumon folytonos fiiggvények
Bolzano és Weierstrass tételének kdvetkezménye.

(1) Zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény a minimuma és a
maximuma kozott minden értéket felvesz.

(2) Az [a,b] zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvénynek, ha
f(a) < 0 és f(b) > 0 (vagy forditva), akkor f-nek létezik az interval-
lumban gydkhelye, azaz 3z € (a,b), hogy f(x) = 0.
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Hyperbolikus fliggvények

Sinus hyperbolikus: Cosinus hyperbolikus:

e +e "
shiz) === Dy =R i) = L, Do =R

Monoton ndvé, paratlan. ., ., .
P Alulrdl korlatos, paros.

Jm sh(z) = oo lim ch(z) =00

z—+oo

ch?(x) —sh?(z) =1
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Hyperbolikus fliggvények

Tangens hyperbolikus:

_ sh(x)

th(x) = ch(z)’

Dth = R

Monoton névé, korlatos, paratlan.

lim th(z) =41
r—Fo0

Cotangens hyperbolikus:

cth(z) = :hh—g;’

Monoton csokkend, paratlan.

lim cth(z) = £1

| T—Fo0
lim cth(z) = +o00
\ z—0+

Matematika Al elSadas

Den =R\ {0}.

19



Area fliggvények

Area sinus hyperbolikus:
shfl(x) = arsh(z), Dash = R.
Monoton névé, paratlan.

lim arsh(z) = oo

Area cosinus hyperbolikus:
ch™(z) = arch(x), Daren = [1,00).
Monoton névé.

lim arch(z) = oo

L300 Tr—r00
lim arsh(z) = —o0 lim arch(z) =0
T——00 r—1+
\ 1
coatly
\ f
. /
) /
\\\2 1 /////
~ s
-
‘ L
4 -2 2 4
/
//_2 T
/
/
1
1 _A |
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Area fliggvények logaritmikus alakja

Az sh fliggvény injektiv, fejezziik ki az sh(z) = y egyenlet segitségével az
inverz hozzarendelési szabalyat:
=Y
et —e " =2y
("2 2y (") —1=0
a>—2-a—-1=0

2y 4+ /4y? + 4
a1,2=%=yﬂ: y2+1 =€ hay+/y2+1>0,
In(y +Vy?+1) ==

arsh(z) = In(z + Va2 + 1).
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Area fliggvények
Area tangens hyperbolikus:
th™'(z) = arth(z),
Dargn = (_L 1)

Monoton névé, paratlan.

lim arth(z) = oo,
r—1—

lim arth(z) = —oc0
r——14+

Area cotangens hyperbolikus:
cth™(z) = arcth(x)
Darcth = R\ [_17 1]-

Monoton csokkend, paratlan.

lim arcth(z) =0
+

T—IT o0

lim arcth(z) = +c0
z—+1F
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