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12. el6das:
Konvex, konkav ivek, Inflexiés pontok,
Aszimptotikus vizsgalat,
Polinomialis kozelités (Taylor-polinomok)
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Konvexitas - ponthalmazra és fiiggvényre

Egy K C R? ponthalmaz konvex, ha barmely P,Q € K pontra a PQ
szakasz teljes egészében benne van a K-ban.

Definicio 1.: Az f: Dy — R filiggvény az
[a,b] C Dy intervallumon konvex, ha a
grafikonja feletti tartomany

Y
{@y) eR* |z €fab] esy > f(x)} \/

mint ponthalmaz konvex.

Hasonléan az f : Dy — R fliggvény az Y
[a,b] € Dy intervallumon konkav, ha a
grafikonja alatti tartomany:

{(z,y) eR* |z € [a,b] ésy < f(a)}

mint ponthalmaz konvex.
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Ekvivalens definiciok fliggvény konvexitasara

Definici6 2.: Az f : Dy — R fiiggvény (D; C R) az [a,b] C Dy interval-

lumon pontosan akkor konvex, ha minden x1,z2 € [a,b]-re az (z1, f(z1))

és az (9, f(x2)) pontokat Gsszekdtd szakasz a grafikon felett van, azaz
Af(z1) + (1 =N f(z2) > f(Az1 + (1 — A)z2) minden X € [0, 1]-re.

Definici6 3.: Az f : Dy — R fiiggvény (D; C R) az [a,b] C Dy interval-
lumon pontosan akkor konvex, ha a fiiggvénygrafikon az érinté felett halad
minden zo € [a, b]-re, azaz

f(x) > f(zo) + f'(x0)(x — z0) minden z,x¢ € [a,b] esetén.

. . Y
Tétel (konvexitas vizsgalata): Ha \
az érint6 meredeksége, az f'(x)

monoton névekvé az [a,b] inter-
vallumon, azaz

F@) >0 Va € fab, AN

akkor a fiiggvény az intervallumon ‘ ‘
konvex. a b
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Ekvivalens definicidk fliggvény konkavitasara

Definici6 2.: Az f : Dy — R fiiggvény (D; C R) az [a,b] C Dy interval-

lumon pontosan akkor konkav, ha minden x1,x2 € [a, b]-re az (z1, f(z1))

és az (9, f(x2)) pontokat Osszekdtd szakasz a grafikon alatt van, azaz
Af(z1) + (1 =N f(z2) < f(Az1 + (1 — A)z2) minden X € [0, 1]-re.

Definici6 3.: Az f : Dy — R fiiggvény (D; C R) az [a,b] C Dy interval-
lumon pontosan akkor konkav, ha a fliggvénygrafikon az érint8 alatt halad
minden zo € [a, b]-re, azaz

f(x) < f(zo) + f'(x0)(x — z0) minden z,x¢ € [a,b] esetén.

Tétel (konvexitas vizsgalata): Ha Y

az érint6 meredeksége, az f'(x)

\r/r;)mc:iz:vc:;:zkeno az [a,b] inter- <
f'(x) <0 Vz € la,b], / \

akkor a fliggvény az intervallumon / z

konkav. a b
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Inflexiés pont

Definicié: Az f: Dy — R filiggvény g € Dy pontja inflexiés pont, ha a
fliggvény zo-ban konvexitast valt, azaz el6tte, az (z¢ — 0, z)-on konkav,
utana, az (zo, zo + 0)-on konvex vagy forditva.

Példa: A sin(z)-nek a m egész szama tobbszordseiben van inflexids pontja.

Megjegyzés: Ha a fiiggvény differencialhatd, akkor az inflexiés pontban
az érint6 meredeksége novekvsbdl csokkendbe (vagy forditva) megy at. Ez
csak agy lehetséges, ha az inflexiés pontban az érint8 egyenese atmetszi a
figgvénygrafikont.
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Inflexi6 létezésének feltételei

Tétel (inflexio sziikséges feltétele): Ha az 2y € Dy inflexiés pontja f-nek,
és xo-ban létezik a fliggvény masodik derivaltja, akkor

f//(l’()) = 0

Megjegyzés:  Ez visszafelé nem feltétleniil igaz, ha f(z) = 2*, akkor
f"(x) = 122% igy f"(0) = 0, de a 0 nem inflexiés pont (a fiiggvény
mindeniitt konvex).

Ha f”(xzo) = 0 és a fiiggvény
(xg — d,x0)-ban f"(x) > 0 (f' szig. mon. né azaz f konvex) és
(xo, o + 0)-ban f"(x) < 0 (f szig. mon. csokken azaz f konkav),
vagy
(ko — 0, z0)-ban f"(x) < 0 (f szig. mon. csdkken azaz f konkav) és
(g, o + 0)-ban f(x) > 0 (f szig. mon. n6 azaz f konvex),
akkor xg-ban inflexiés pont van.

Elégséges feltétel a inflexi6 létezésére:
" o e T )
f"(zg) =0 és a masodik fiiggvényderivalt elgjelet valt.
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Peélda

4

Vizsgaljuk meg az f(r) = 2* — 2% — 322 + 22 + 3 fiiggvény konvexitasat!

Matematika Al elSadas



Peélda

Vizsgaljuk meg az f(r) = 2 — 2% — 322 + 2z + 3 fiiggv

Kiszamoljuk a fliggvény masodik derivaltjat:

ény konvexitasat!

flx) =a* —2® —32% + 22 +3 4~y
f'(z) = 42® — 32% — 62 + 2
f(z) =122° — 62— 6
A masodik derivalt nullhelyei:
f'@)=0 ; ; z
1222 — 62 — 6 =0 -1 1
202 —x—1=0
w1 = —(-D=* (;12)2*442-(*1) _ 1i\f —1il — %
A masodik derivalt elsjelébsl Ieolvashatjuk a konveX|tast:
r<—1 -1 —it<z<1 1 1<z
1’ + 0 — 0 +
f konvex | inf. pont konkav inf. pont | konvex
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Elégséges feltétel inflexio létezésére

Ha az f fiiggvény haromszor differencialhaté, és f”(z¢) =0, és

" (xo) # 0, akkor zg-ban inflexié van.
F"(xo) > 0, akkor zg-ban a fiiggvény konkavbél valt konvexbe.
f""(z0) < 0, akkor xo-ban a fiiggvény konvexbdl valt konkavba.

Megjegyzés: visszafelé ez nem igaz, mert f(r) = x° fiiggvénynek xo = 0-
ban inflexiéja van, de

f(x) =5xt, f(x) = 2023, f"(x) = 6022, igy f”(0) = 0.
Az €l6z6 példaban viszont mikodik: f"'(x) = 242 — 6, f"'(-1/2) = —18

(konvexbdl konkavba valt) és f/(1) = 18 (konkavbdl konvexbe valt),
mindkét helyen inflexiés pontja van a fiiggvénynek.
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Aszimptotak

Definicié: Az aszimptota olyan egyenes, melyhez a fiiggvény grafikonja
az egyenes mentén a végtelenbe tavolodva tetszélegesen kozel keriil.

Az egyenes helyzetébsl adédéan haromféle

aszimptotat kiildnboztetiink meg:

® filigg6leges aszimptota

® vizszintes aszimptota

¢ ferde aszimptota ,

Matematika Al eladas

10



Fligg6leges aszimptota

Az f(x) fiiggvénynek fiiggbleges aszimptotaja van az x( pontban, ha

lim f(z)=+oc0 vagy Em f(z) = xo0.
xr xro—

T—x0+

Esetleg mindketté teljesiil. Ekkor az & = x( egyenletii fligg&leges egyenes
az aszimptota.

Példak:
1

Az f(z) = — fuggvénynek az g =0 Y
X

pontban fligg6leges aszimptotaja van.

Egyenlete: z = 0.
2

Az f(x) = (xe) fliggvénynek az : x

xo = 2 pontban fiiggbleges aszimptotaja 7
|
|
|
|
|

van.

Egyenlete: x = 2.

Megjegyzés: A polusokban (szakadasi helyek)
is ilyen aszimptétak vannak.

Matematika Al eladas



Vizszintes aszimptota

Az f(x) fiiggvénynek vizszintes aszimptotaja van, ha a fiiggvény hatar-

értéke a oco-ben vagy —oo-ben egy valdés szam. Ha

lim f( )=a€eR,

akkor az y = a egyenletii vizszintes egyenes a vizszintes aszimptotaja a

grafikonnak.
Példa:

1
Az f(z) = — fuggvenynek a végteleneben

vizszintes a52|mptotaja van.

Egyenlete: y = 0.
2

Az f(x) = . fliggvényre

2 2
lim 2:8 = lim — =2,

igy az y = 2 a vizszintes aszimptotaja a +oo-ben.

A —oo-ben hasonléan ugyanez az egyenes.
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Ferde aszimptota

Az f(x) figgvénynek ferde aszimptotaja van, ha a fliggvénygrafikon az

y = ax + b egyeneshez ,simul” a végtelenben.

Az a és a b egyiitthaték kiszamitasa:

a = lim M
T—00 T
b= zll}rr;o (f(x) —ax)

A —oo-ben hasonléan szamithaté.

Ha valamelyik hatarérték nem létezik
vagy végtelen, akkor nincs ferde aszimptota.
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Példak

2
-2 . .
Hatarozzuk meg az f(z) = z 1 fliggvény ferde aszimptotajanak
-

egyenletét!
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Példak

2
-2
Hatarozzuk meg az f(z) = z 1 fliggvény ferde aszimptotajanak
egyenletét!
2_9 1-2/22
a:hm@:hmx zlimi/m:
=00 T z—oo T2 —x  T—00 1—1/.13

b= lim (f(z) —az)= lim <x2 _12

r—r00 Tr—r 00

= lim —— = lim
T—00 x—1 T—00 I —

Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y =z + 1.

Hasonléan a —oo-ben is.
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Magasabbrendii derivaltak (ismétlés)

Definicié: Az f : Dy — R (Dy C R) val6s fiiggvény masodrendii/masodik
derivaltja az f'(x) flggvény derivaltja.

d* f(x)
dz? '

d2
egy o pontban f”(xg) vagy dfx(zx)

Jel: f"(x) vagy

=0
Definicié: Hasonléan f n-edrendii/n-edik derivaltja az (n — 1)-edrendii
derivaltnak a derivaltja.

d" f(x)

Jel: £ (2) vagy Jn " €8Y 20 pontban (™ (xy) vagy f( )

=0

Példa:  f(x) = sin(x)
f'(z) = cosz, f'(z) = —sinz, [ (z) = —cosz, fP(z) =sinz, fO(z)=...
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Kozelité polinomok

Olyan polinomot definialunk, mely egy adott f, elég sokszor diffhaté fligg-
vényt valamely zg € Dy hely kdzelében megfelelSen jol kozelit.

Linearis polinomra p(z) = az + b, két egyiitthat6t kell meghatérozni.

Legyen a kozelité polinomnak és a fliggvénynek kdzos pontja (o, f (o)),
azaz

p(wo) = f (o).

Legyen a polinom és a fliggvény meredeksége azonos az x( helyen, azaz
P (z0) = f'(xo0).

Ezt a két feltételt teljesiti a p(z) = f'(x0)(x — xo) + f(xo) érintSegyenes.

Pl: f(x) =sin(x), x0 =0, akkor p(x) = cos(0)(x —0) +0 = x.
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Kozelité polinomok

Altalaban keressiik p(z) = an(x —x9)" +. ..+ a1 (x —x9) +ao polinomot,

illetve annak a,,, ..., a1, ag egyiitthatéit, agy hogy

p(xo) = (o), p'(w0) = £ (20), P (w0) = f"(20),...,p"™ (x0) = F"(x0).

Ha p(xo) = f(x0), akkor
p(x0) = an0™ + ...+ a10 + ag = ao = f(z0).
Ha p/(z0) = f'(x0), akkor
p(zo)=an -n-0"" 4. . +a3-2-0+a; =a1 = f(z0).
Ha p"'(z0) = f"(z0), akkor

P’ (o) =an-n-(n—1)-0""2 4. . 4+a3-3-2-04+az-2=2as = f"(x0).

Ha p™(z0) = f™(x0), akkor
p"(zo):an-n~...2-1:n!~an:f(")(x0).

Tehat

aozf(xo), alzf’(xo),..., A = ——— ..., Qn
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Taylor-polinom

Definicié: Az f fiiggvény n-ed rendii Taylor-polinomja az xg € Dy helyen,
ha ott a fliggvény legalabb n-szer derivalhaté:

k=0 k!
) o n " Zo 2 /
:f n(' )(ac—xo) +...+f(2 )(x—:co) + f'(zo)(z — zo) + f(z0).

f0)=a® =32 —Tx —1fpmo=-1 = T}y=-1
1(0) = 32% — 62 — T|geo = —7 = Ti,=—-Tz—1
f,0
:2!
1"(0) = 62 — 6|p—0 = —6 = Tjo=-32" Tz —1
:3!
7" (0) =6|,—0 =6 :3> T?,o =23 322 —Tr -1
k!
FD0) = fF(0) =0, k>4 = Tfo=Tho="Tjo

T;”O = f(z), n-ed foka polinom > n-ed rendii Taylor-polinomja 6nmaga.
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Peélda

f(z) =sin(z), x¢ =0, akkor

Tslmo(l) =cos(0)(x —0)+0=x, (érintd)

Q] O
Tszin,o(x) = Sl;( )(a: —0)2 +cos(0)(x—0)+0=0-224+2+0=ux,

— 0 3 0
T3, 0(x) = cgls( )( —0)3 - sin )(:r —0)2 4 cos(0)(x —0) +0 =

' 1
= —§$3+0-x2+x—|—0,
Ts%n,O(x) = Tssin,()(x)’ Yy
T35, o(x) = le - lx3 +x stb Y s
sin,0\*%/ — 5' 3| . 3
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