3. Gyakorlat - Megoldasok
Fuggvények globalis tulajdonsagai

F1. (Fiiggvények értelmezési tartomanya). Adjuk meg a valés szamoknak azt a lehetd leg-
b&vebb részhalmazat, amelyen a kovetkezd kifejezés értelmezhetd:

V2z —1

logy 2z — 1].
3ora eyl

Megoldas [F1]. Négyzetgyokot csak nemnegativ szambol tudunk vonni, igy sziikséges, hogy
1 4 P 3 .

2v —1 >0, azaz v > 5. Nullaval nem tudunk osztani, igy 3z +2 # 0, azaz v # —3. A logaritmus

fiiggvény csak pozitiv szamokon értelmezett, igy sziikséges, hogy [2z — 1| > 0, ami azt jelenti,

hogy 2z — 1 # 0, azaz = # % Mind a harom kikotés sziikséges, ami azt jelenti, hogy = > % azaz

z € (3,00).

F2. (Fiiggvénykompozicié I). Irjuk fel az f o g és a g o f kompoziciot a kovetkezs fiiggvények

esetében:
(a) flx)=1-2* (z€R), gu)=+u (u>0),
(b) f(x)=2" (z€R), g(u)=2" (ueR).

Megoldas [F2]. (a)

(fog)(u) = flg(w) =f(Vu) =1- (Vu)' =1—u, u>0

Ez a kompozicié csak nemnegativ u-kra értelmes, habar a kapott kifejezés értelmezhets tetszéleges
u-ra is.

(go f)(x)=g(f(x) =g(1 —2°) = V1 —2a?

feltéve, hogy a g fiiggvény értelmezési tartomanya miatt 1 — 22 > 0, azaz |z| < 1.

(b) Ebben az esetben nincs gond az értelmezési tartoméannyal:

(fog)(u) = flg(w)) = f(2) = (2")* = 2™,



hasznélva a hatvanyozas azonossagait.

(go f)(x) = g(f(x)) = g(z*) = 9(=%)

F3. (Filiggvénykompozicio II). Mely két fiiggvény kompozicija az alabbi fliggvények?

(a) €, (b) sin®(z), (¢) In(ln(z)).

Megoldas [F3]. (a) Ha kiszamoljuk a fiiggvény értékét, akkor elGszor a négyzetre emelést kell
kiszdmolnunk, igy ez a belss fiiggvény g(u) = u®. Masodszorra az e-re emeljiik ezt, tehat az
exponencialis fliggvény a kiils6 fiiggvény, f(z) = e*. Do, = R.

(b) Elgszor a sinus fiiggvényt kell kiszamolnunk g(u) = sin(u), és ennek eredményét emeljiik
négyzetre f(z) = 2% Azaz (f o g)(u) = sin®(u). Djo, = R.

(c) Elsszor az In fliggvényt kell kiszamolnunk f(u) = In(u), és ennek eredményét ismét az
f(z) = In(x) fiiggvénybe irjuk. Azaz (f o f)(u) = In(In(u)). Dsor = (1, 00), hiszen In(u) > 0 kell

legyen, azaz u > 1.

F4. (Invertalhatosag vizsgalata). Bizonyitsuk be, hogy az alabbi fiiggvény nem invertalhato.

f(z) =|2* — 7Tz + 12|.

Megoldas [F4]. A fiiggvény nem injetiv, azaz van olyan érték, amit tobbszor vesz fel, példaul

22 — Tz 4+ 12| = 0
22— Tr+12=0

T12 = 3, 4

A g(z) = 2* — Tz + 12 fiiggvény egy felfelé nyitott parabola, melynek tengelye az z = 7/2,
csucspontja a (3.5, —0.25). Ha mindent pontban f(x) = |g(z)|, akkor a parabola z-tengely alatti

pontjait feltiikrozvén kapjuk az f grafikonjat.
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F5. (Inverz szamitasa) Invertalhatoak-e az alabbi fliggvények? Ha igen, allitsuk el az inverz
fliggvényt!
(@ fa) = 222 seR\{-3).
(b) (HEE) fla) = T2
T

(c) f@) =tg(v—3) -7 ze(0,m),

(d) (Hf) f(z) = V27 — 2.

r e R\ {2},

Megoldas [F5]. (a) Az invertalhatosaghoz az kell, hogy az f(x1) = f(x2) egyenlGséghdl

kovetkezzen, hogy x1 = 5. Ebben az esetben:

I1—2 . 372—2
20 +3  2w9—3

(1 —2)(222 + 3) = (22 — 2)(221 + 3)

23311'2 — 4.1'2 + 3331 —6= 2[[’1.1'2 — 4$1 + 31'2 —6
71‘1 = 71’2

1 = Ta.

Tehat a fliggvény invertalhato. Ha f(z) = y akkor keressiik meg, hogy adott y esetén hogyan

fejezhets ki x.



Tz —2 B
2c+3

Y
r—2=y(2x + 3)
T —2="2xy+ 3y
T —2zxy =3y + 2
z(l—2y) =3y +2

3 2 1
x = vt , ha y # —.
1— 2y 2

Azonban y # % teljestil, hiszen ha

r— 2

1
2r+3 2

20 —4=2x+3
—4 +# 3.

< 3 2
Igy az inverzfiiggvény f~1(z) = %, zeR\{i}.
—2x

(b) Az invertalhatosaghoz az kell, hogy az f(x1) = f(z2) egyenlGséghdl kovetkezzen, hogy

T1 = T5. Ebben az esetben:

ZL‘1—|—1_$2—|—1
271—2_1'2—2

(21 +1)(22 = 2) = (22 + 1) (21 — 2)

T1Tg+ X9 — 221 — 2 = 2129 + X1 — 229 — 2
31’2:31‘1

Xr1 = To.

Tehat a fliggvény invertalhato. Ha f(x) = y akkor keressiik meg, hogy adott y esetén hogyan
fejezhetd ki x.



x+1_
x—Q—y

r+1=y(x—2)
r+1=2y—2y
r—axy=—1-2y

r(l-y)=—-1-2y
2y+1
Tr =

, ha y # 1.
y—1

Azonban y # 1 teljesiil, hiszen ha

z+1 _q

x—2

r+1l=2-2

1# -2,

. 2 1
Igy az inverzfiiggvény f~!(z) = ¢ +1 , zeR\{1}.

(¢) Hasonloan az el6z6hoz x1, x5 € (0, 7)-ra (ekkor (z12 — 7/2) € (—7/2,7/2)-on van):

w(o-3) - Tou(e )

v v
tg(ﬁ”lﬁ) :tg(“‘z—a)

A (0, ) intervallumban a tg(z—m/2) fiiggvény szigortan monoton né, ebben a periédusban minden

értéket egyszer vesz fel, tehét itt kovetkezik, hogy

m s
1 — - =T — <

2 2

1 = T2



Tehat invertalhato a fliggvény. Az inverz kiszamitasahoz:

Tudjuk, hogy a keresett z-re (m — g) € (—%, %), igy az arctg fiiggvény pontosan a megfelels

értéket adja meg:

r— g = arctg(y +7)

x = arctg(y +7) + g

Tehat az inverz figgvény: f~!(x) = arctg(z +7)+ %, zeR.

(d) Invertalhato, és az inverz az eredeti fiiggvény!

Opcionalis(ha marad idd)
F6. Allapitsuk meg, hogy az adott fiiggvények koziil melyek parosak, paratlanok vagy egyik

tulajdonsagot sem teljesitik!

(a) flz) = 2~

2 -1

(b) f(x)=a° sin(x)+ 3.

Megoldas [F6]. (a) Dy =R\ {£l}, paratlan, mert

flea) = ot = =

(—z)2—1  22-1

—f(x).

(b) Dy =R\ {0}, paros(= paratlan - paratlan+paros), mert




