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1. el6das:
Improprius integral
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Hatarozott integral (ismétlés)

Definicié: Adott az [a,b] C Dy intervallumon korlatos f fliggvény. Ha az [a,b]
intervallumon adott barmely felosztast fimomitva — gy hogy a részintervallumok
hossza a 0-hoz tart — a kdzelit66sszegek hatarértéke létezik, és minden felosztasra
és finomitasra azonos, akkor azt mondjuk, hogy f Riemann-szerint integralhaté
[a,b]-n. A kdzds hatarértéket ilyenkor a fiiggvény [a, b] intervallumon vett hata-
rozott integraljanak nevezziik. Jele:

/ab f(z)dz.

Felosztas: a = xo < 21 < -+ < Tp—1 < Ty, = b. Y

Kozbiilss pontok: &; € [zi—1, z4].

A részintervallumok hossza A; = x; — x;_1.
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Integralhatésag

Tétel: Az f fliggvény pontosan akkor integralhaté a korlatos és zart [a, b]
intervallumon, ha a fiiggvény korlatos és "majdnem mindeniitt" folytonos
(csak megszamlalhat6an sok pontban van szakadasa).

e Miért?
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Integralhatésag

Tétel: Az f fliggvény pontosan akkor integralhaté a korlatos és zart [a, b]
intervallumon, ha a fiiggvény korlatos és "majdnem mindeniitt" folytonos
(csak megszamlalhat6an sok pontban van szakadasa).

e Miért?

Tétel:  Ha f az [a,b] C Dy intervallumon folytonos, akkor Riemann-
szerint integralhato fiiggvény. (Az integral értéke a fiiggvény "alatti" sik-
idom teriiletével egyezik meg.)

Szakadasi pontoknal szétbonthaté az integral (jobb- és baloldali hatarérték
letezik és véges, mivel a fiiggvény korlatos).
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Integralhatésag

Tétel: Az f fliggvény pontosan akkor integralhaté a korlatos és zart [a, b]
intervallumon, ha a fiiggvény korlatos és "majdnem mindeniitt" folytonos
(csak megszamlalhat6an sok pontban van szakadasa).

e Miért?

Tétel:  Ha f az [a,b] C Dy intervallumon folytonos, akkor Riemann-
szerint integralhato fiiggvény. (Az integral értéke a fiiggvény "alatti" sik-
idom teriiletével egyezik meg.)

Szakadasi pontoknal szétbonthaté az integral (jobb- és baloldali hatarérték
letezik és véges, mivel a fiiggvény korlatos).

e Mi van akkor, ha a fiiggvény nem teljesiti a fenti feltételek va-
lamelyikét?
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e Mi van akkor, ha a fiiggvény nem teljesiti a fenti feltételek
valamelyikét?

Matemaika A2 eladas



e Mi van akkor, ha a fiiggvény nem teljesiti a fenti feltételek
valamelyikét?

1. tipus: Nem korlatos intervallumon integralunk.
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e Mi van akkor, ha a fiiggvény nem teljesiti a fenti feltételek
valamelyikét?

1. tipus: Nem korlatos intervallumon integralunk.

2. tipus: Nem korlatos fliggvényt integralunk.
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e Mi van akkor, ha a fiiggvény nem teljesiti a fenti feltételek
valamelyikét?

1. tipus: Nem korlatos intervallumon integralunk.

2. tipus: Nem korlatos fliggvényt integralunk.

A fenti tipusokat 6sszefoglalé nevén improrius integraloknak nevezziik.
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1. tipus@ improprius integral — nem korlatos intervallum
Nem korlatos intervallumon integralunk egy fiiggvényt, azaz [a, b] helyett
[a,00), esetleg (—o0,b]

intervallumok valamelyikén szeretnénk integralni. (1-es tipus)
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1. tipust improprius integral — nem korlatos intervallum
Nem korlatos intervallumon integralunk egy fiiggvényt, azaz [a, b] helyett
[a,00), esetleg (—o0,b]
intervallumok valamelyikén szeretnénk integralni. (1-es tipus)

Megoldas: az integralt véges intervallumokon vett integralok hatarérté-

keként defialjuk:

(a) Ha a felsd hatar végtelen. Legyen f integralhaté minden ¢ > a esetén
az [a,c]-n. Ha a ¢ — oo esetén a hatarérték létezik és véges, akkor
az f fliggvény impropius integralja létezik (konvergens), és

/ f(z)dx = lim f(x)da.
a c— 00 a

Ha a hatarérték nem létezik,
akkor azt mondjuk, hogy

az improprius integral divergens.
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1. tipust improprius integral — nem korlatos intervallum
Nem korlatos intervallumon integralunk egy fiiggvényt, azaz [a, b] helyett
[a,00), esetleg (—o0,b]
intervallumok valamelyikén szeretnénk integralni. (1-es tipus)

Megoldas: az integralt véges intervallumokon vett integralok hatarérté-

keként defialjuk:

(a) Ha a felsd hatar végtelen. Legyen f integralhaté minden ¢ > a esetén
az [a,c]-n. Ha a ¢ — oo esetén a hatarérték létezik és véges, akkor
az f fliggvény impropius integralja létezik (konvergens), és

Y

oo (&
/ f(z)dx = lim f(x)da.
a c— 00 a
Ha a hatarérték nem létezik,
akkor azt mondjuk, hogy x
az improprius integral divergens. a ¢ o
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1. tipust improprius integral — nem korlatos intervallum
Nem korlatos intervallumon integralunk egy fiiggvényt, azaz [a, b] helyett
[a,00), esetleg (—o0,b]
intervallumok valamelyikén szeretnénk integralni. (1-es tipus)

Megoldas: az integralt véges intervallumokon vett integralok hatarérté-

keként defialjuk:

(a) Ha a felsd hatar végtelen. Legyen f integralhaté minden ¢ > a esetén
az [a,c]-n. Ha a ¢ — oo esetén a hatarérték létezik és véges, akkor
az f fliggvény impropius integralja létezik (konvergens), és

Y

oo (&
/ f(z)dx = lim f(x)da.
a c— 00 a
Ha a hatarérték nem létezik,
akkor azt mondjuk, hogy A
az improprius integral divergens. a ¢ o
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dzx
1 X
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Peélda

1

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / —dz
1 X

A definicié szerint:

/ ldx:lim lda::
1

x c—oo J1 T
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dzx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz = lim [Inz]] =
1

x c—oo J1 T c—00
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dzx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz= lim [Inz]] = lim Inc—0= o0
1

€T c—=oo J1 T c—00 c—00
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dzx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz= lim [Inz]] = lim Inc—0= o0
1

€T c—=oo J1 T c—00 c—00

Tehat a fenti improprius integral nem létezik.
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz= lim [Inz]] = lim Inc—0= o0
1

€T c—=oo J1 T c—00 c—00

Tehat a fenti improprius integral nem létezik.

o0
1
2. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / — dz
1z
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz= lim [Inz]] = lim Inc—0= o0
1

€T c—=oo J1 T c—00 c—00

Tehat a fenti improprius integral nem létezik.

o0
1
2. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / — dz
1z

A definicié szerint:

/ —dz = lim z 2dx =
1

2
T c—oo Jq

Matemaika A2 el6adas 7



Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz= lim [Inz]] = lim Inc—0= o0
1

€T c—=oo J1 T c—00 c—00

Tehat a fenti improprius integral nem létezik.

o0
1
2. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / — dz
1 X
A definicié szerint:
%S c J}_l c
/ —dz = lim 7 2dz = lim {} =
1 1

x2 c—oo Jq c—00
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz= lim [Inz]] = lim Inc—0= o0
1

€T c—=oo J1 T c—00 c—00

Tehat a fenti improprius integral nem létezik.

o0
1
2. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / — dz
1z

A definicié szerint:

0 ¢ el 1
/ —dz = lim 7 2dz = lim {} = lml—-—-=1
1 L]y

x2 c—oo Jq c—00 c—00 C
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Peélda

1. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1 dx
1 X

A definicié szerint:

1 ‘1
/ —dz = lim —dz = lim [Inz]] = lim Inc—0 =00
1

€T c—=oo J1 T c—00 c—00

Tehat a fenti improprius integral nem létezik.

o0
1
2. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / — dz
1z

A definicié szerint:

0 ¢ el 1
/ —dz = lim 7 2dz = lim {} = lml—-—-=1
1 L]y

x2 c—oo Jq c—00 c—00 C

o0
1
Tehat a fenti improprius integral létezik és véges: / —dr=1
1 :I/.
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Peélda

<1
3. Szamitsuk ki altalaban az integral értékét, ha p # 0: / p dx
1
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Peélda

<1
3. Szamitsuk ki altalaban az integral értékét, ha p # 0: / p dx

1
A definicié szerint, ha p # 1 (abban az esetben mar lattuk, hogy divergens
az integral):

(9] 1 c
/ —dz = lim x Pdr =
1

P c—oo Jq
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Peélda

<1
3. Szamitsuk ki altalaban az integral értékét, ha p # 0: / p dx

1
A definicié szerint, ha p # 1 (abban az esetben mar lattuk, hogy divergens
az integral):

(9] 1 c 1-p c
/ —dx = lim 7 Pdr = lim [m } =
1 1

P c—o0 Jq c—00 l—p

1
I=p 1 1 >1 —
limlc _17:11m1 (cl_p—l)Z{p p—1
el TP R A p <1 divergens
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Peélda

3. Szamitsuk ki altalaban az integral értékét, ha p # 0: / p dx
1
A definicié szerint, ha p # 1 (abban az esetben mar lattuk, hogy divergens

az integral):
(9] 1 c 1-p c
/ — dz = lim z Pdzr = lim x =
1 P c—oo Jq c—oo |1 — Pl
1-p 1 1 > 1 L
limlc _17:11m1 (cl_p—l)Z{p p—1
el R A p <1 divergens

—1/z, p=1div.
—1/2%, p = 2 konv.(1)
——1/z* p =4 konv.(1/3)
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Peélda

3. Szamitsuk ki altalaban az integral értékét, ha p # 0: / p dx
1
A definicié szerint, ha p # 1 (abban az esetben mar lattuk, hogy divergens

az integral):
(9] 1 c 1-p c
/ — dz = lim z Pdzr = lim x =
1 P c—oo Jq c—oo |1 — Pl
1-p 1 1 > 1 L
limlc _17:11m1 (cl_p—l)Z{p p—1
el R A p <1 divergens

—1/z, p=1div.
—1/2%, p = 2 konv.(1)
——1/z* p =4 konv.(1/3)
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Peélda

3. Szamitsuk ki altalaban az integral értékét, ha p # 0: / p dx
1
A definicié szerint, ha p # 1 (abban az esetben mar lattuk, hogy divergens

az integral):
(9] 1 c 1-p c
/ — dz = lim z Pdzr = lim x =
1 P c—oo Jq c—oo |1 — Pl
1-p 1 1 > 1 L
limlc _17:11m1 (cl_p—l)Z{p p—1
el R A p <1 divergens

—1/z, p=1div.
—1/2%, p = 2 konv.(1)
——1/z* p =4 konv.(1/3)
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Improprius integral monotonitasa
Ha 0 < f(z) < g(z) korlatos fiiggvények az [a, 00) intervallumon és
tudjuk, hogy
oo o0
- / g(z) dz konvergens, akkor/ f(x)dx is az,

[ee]

- / f(z) dz divergens, akkor/ g(x)dx is az.

oo 2
Példaul: / St 2(36) dx esetén tudjuk, hogy 0 < sin2(:r) < 1 tehat
1 X

oo 1.2 00

sin“(x 1 ) )

/ 2( ) de < / — dz, az integral konvergens.
1 T 1z

—1/x?

sin?(z) /2>
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1. tipust improprius integral — nem korlatos intervallum

Hasonléan:

(b) Ha az als6 hatar végtelen. Legyen f integralhaté minden ¢ < b esetén
az [¢,b]-n. Ha a ¢ — —oo esetén a hatarérték létezik és véges, akkor
az f fliggvény impropius integralja létezik (konvergens), és

b b
L f(z)dx = lim f(z)dx.

c——00 c

Sét! Az l-es tipusl integralokra visszavezethetjilk, ha f korlatos a
(—00, 00)-0n, akkor legyen p € R tetszéleges, ekkor

/o; f(z)dz = /poo f(a)da + /:o ) de,

Ebben az esetben az improprius integral csak akkor konvergens, ha mind-
két 1-es tipsu integral kiilon-kiilon konvergens. llyenkor az integral a két
hatarérték Osszege lesz.
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Peélda

0
4. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / > dx
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Peélda

0
4. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / > dx

0 0 2270 2c
/ e*dz = lim e*dz = lim [62] = lim 1o % _1
c

oo c——o0 |, c——0c0 c——oc0 2 2’
0 1
tehat a fenti improprius integral létezik és véges: / 2T dr = 3
— 00
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Peélda

0
4. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / > dx

0 0 2270 2c
/ e*dz = lim e*dz = lim [62] = lim 1o % _1
c

oo c——o0 |, c——0c0 c——oc0 2 2’
0 1
tehat a fenti improprius integral létezik és véges: / 2T dr = 3
— 00

5. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha Iétezik:/ ze ¥ dx
0
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Peélda

0
4. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / > dx

0 0 2270 2c
/ e*dz = lim e*dz = lim [62] = lim 1o % _1
c

oo c——o0 |, c——0c0 c——oc0 2 2’
0 1
tehat a fenti improprius integral létezik és véges: / 2T dr = 3
— 00

5. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha Iétezik:/ ze ¥ dx
0

/ ze ¥dxr = lim rze ¥dr = lim [—xe‘z]c +/ e Pdx =
0 0

=00 J c—00 0
. _zie € . c+1 . c+1lpm .
= lim [fe ‘”] ——=liml—-——=1- lim = 1-— lim —,
c— 00 [ c—00 ec c—oo e c—oo e¢

o0
tehat a fenti improprius integral létezik és véges: / re Tdx = 1.
0
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Peélda
> 1

6. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / dx

oo 1+ 22
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Peélda
> 1

6. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / dx

oo 1+ 22
Szétvagjuk az intervallumot tetszélegesen:

SR | 0 1 Sl |
—— _dz= — d —— dz=A+B
/,oo1—|—z2 o /70014—1’2 :E+/O 1422 +

Matemaika A2 eladas



Peélda

6. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: /

Szétvagjuk az intervallumot tetszélegesen:

h 1
——Fd
oo 1+ 22 *

SR | 0 1 Sl |
—— _dz= — d —— dz=A+B
/,oo1—|—x2 o /70014—1’2 :E+/O 1422 +

0 1 |

—_— 3 0 —_—
dr = CLHPOO larctg(x)]. =

= lim arctg(0) — arctg(c) =

c——00
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Peélda

6. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: /

Szétvagjuk az intervallumot tetszélegesen:

< 1

oo 1+ 22

oo 1 0 1 [e's} 1
__dx = —d ——de=A+B
/*0014—1,2 . /70014—1’2 :E+/O 1+ 22 * +

0 0
1 1
A= / 2 dx = cEIEloo  Tia dx = cgznoo [arctg(m)](c) =

— 00

= lim arctg(0) — arctg(c) = u

c——00 2

< 1 . | .
B = ———dz = lim ——dz = lim
0 1+x2 + 2 c—

c—><>ool T

= lim arctg(c) — arctg(0) =
c—00

oo

jaretg(2)];

dz
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Peélda

6. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1

0071+w2 dx

Szétvagjuk az intervallumot tetszélegesen:

SR | 0 1 Sl |
—— _dz= — d —— dz=A+B
/001—|—x2 o /70014—1’2 :E+/O 1422 +

0 0
1
- [ rre= i [ e =t sl =

= lim arctg(0) — arctg(c) = u

c——00

5
oo - ¢ q _ .
B= /0 o2 dz = Cl;ngo 172 dz = Cllglo larctg(z)], =
. ™
= cli)rgo arctg(c) — arctg(0) = 5"
A fliggvény parossaga miatt, és mert a 0-ban bontottuk fel az integralt,
ezért A = B.
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Peélda

6. Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha létezik: / 1

0071+w2 dx

Szétvagjuk az intervallumot tetszélegesen:

~ 1 S| * 1 T
—de=[ ——d —— dz=A+B="4+"=
/,m1+z2 * /,oo1+g:2 w*/o T2 @=ATE=5"15

s

_ 2

0 0
1
= [ rrmde= i [ et s

' _T
= ngloo arctg(0) — arctg(c) = 5"

%) ¢ 1
B:/o Tz 0= tim | g de = lim [arcte(@)]g

0 T c—00

= lim arctg(c) — arctg(0) = T

c—00 2’

A fliggvény parossaga miatt, és mert a 0-ban bontottuk fel az integralt,
ezért A = B.
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Példa — Gauss harang

7. Tudjuk, hogy létezik az integral értéke, azonban mi nem tujuk
kiszamolni:
o0 2
/ e ¥ dx

(oo}
Mas médon igazolhatd, hogy/ e dr =
0

VT
z.
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