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9. elédas:
Négyzetes matrix determinansa, inverze.
Matrixegyenletek.
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Négyzetes matrix determinansa

Ha az A matrixnak pontosan annyi sora van, mint oszlopa, azaz m = n,
akkor kiszamithatjuk a determinansat az alabbi rekurzié szerint
* n=1-re, A= (a), det(A) = a,

°*n=2re, A= (fﬁ Z) . det(A) = ad — bc,

all e QA1n
a1

® n>2re A=
an1 e Ann

det(A) = ai ~det(A11)—a12 det(A12)+. . .+(—1)l+ja1j det(Alj)—i—. RN

ahol Aq; egy (n — 1) x (n — 1)-es részmatrix, melyet agy kapunk
meg A-bdl, hogy elhagyjuk az els6 sorat és a j-edik oszlopat. Ekkor
det(A,;) aldeterminansa A-nak.

all e A1n
.. a21
Jelolés: det(A) =|A| =
an1 e Ann
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Peélda

Szamitsuk ki az alabbi 3 x 3-as matrix determinansat!

1 2 -1
A=10 5 -1
2 7 -3
1 2 -1
det(A): 0 5 -1 :1~det(A11)—2~det(A12)—|—(—1)-det(Alg):
2 7 -3
5 —1 0 —1 0 5
-fp Sl Sleen -

=15+ (=3) = (=1) 1) =2+ (0+(=3) = (1) -2) + (=1) - (0:T=25) =

=—-8-4410=-2.

(vegyesszorzat kiszamitasa)
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Determinans teljes kifejtése

Szamitsuk ki szimbolikusan egy 3 x 3-as matrix determinansat

a11 a2 ais

det(A) = |G21 Q22 A23| = a11~det(A11)—a12~det(A12)—|—a13-det(A13) =
a3y asz 33

= a11-(azpa33 —ag3asz) —aiz-(a21033 —as1a23)+a13-(az1a32 —aziaze) =

= (11022033 —011032023—021012033+031012023 1021032013 —0310A22013 =

= Z (_1)s(ijk)alia2ja3k>

V(ijk)

ahol az (ijk) az 1,2 és 3 szamok egy permutacidja (pl.: (132) vagy (213)),
és e(ijk) az a szam, ahany szomszédos szam felcserélésével az (123) sor-
rendet Ujbél elérhetjiik a permutaciéban (pl.: £(132) = £(213) = 1).
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Determinans teljes kifejtése

A korabbi definiciéval megegyez6 lenne a determinanst gy definialni, hogy
ha (i1...4,) egy permutacidja az 1,2,...n indexeknek, és (i1 ...i,) a
sziikséges cserék szama, hogy az (123...n) sorrendet elérjiik (inverzidk
szama a permutaciéban), akkor

ail ai12 N A1n
a1 a22 N agn e(ivin...in)

det i . . . = E (—1) T A4, Q244 - - - Qg -
an1 QAap2 ... Ann

Bastyaelhelyezés:

minden sorbdl és oszlopbdl
pontosan egy elemet valasztunk.

Minden ai;,agi, - . - Gy, Szorzat matrixelemei
pontosan igy helyezkednek el a tablazatban.
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Aldeterminans és kifejtési tétel

Definicié: Ha A egy n X m-es matrix, akkor Aj; jeldli az i-edik sor és a j-edik
oszlop elhagyasaval kapott (n — 1) x (n — 1)-es matrixot. Ez az A matrix a;;
eleméhez tartozé minora. Az ij-edik minor determinansat aldeterminansanak
nevezziik: det(Aj;).

Tétel[Determinans kifejtése tetszéleges sor szerint]: Az A = [aij]nxn Matrix
determinansanak a k-adik sor szerinti kifejtése:

det(A) = zn:(—l)i“aij det(A.;).

j=1

Példa. Szamitsuk ki a korabbi determinans értékét a matrix masodik sora szerinti

kifejtéssel!
1 2 -1
det(A)=1[0 5 —1|=—(0)-det(Az1)+ (5) det(Azz2)—(—1) det(Aqs3) =
2 7 -3
1 -1 1 2
B T T

Kovetkezmény: ha a matrixban talalhaté egy csupa nulla sor, akkor a
determinansa nulla lesz.
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A determinans tulajdonsagai

® A transzponalas nem valtoztatja meg: det(AT) = det(A),
® Determinansok szorzastétele: det(AB) = det(A) det(B),

nem bizonyitjuk, de ennek kdvetkezménye, hogy
e det(AF) = det(A)*.
Specialis matrixok determinansa

Egy négyzetes matrixot fels6 haromszdogmatrixnak neveziink, ha a f64atléja
alatt minden elem 0. A fels6 haromszégmatrixok determinansa a f6atlobel
elemek szorzata.

4
1 =1-2-5=10
)

Ez igaz a diagonalis matrixokra is, specialisan

det(E,) = 1.
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A determinans kiszamitasa sormiveletekkel

A determinans és a sormiiveletek:

® A determinans nem valtozik, ha a matix egy sordhoz egy masik
soranak valahanyszorosat hozzaadjuk.

® A determinans az ellentettjére valtozik, ha a matrix két sorat
megcseréljiik.

® A determinans A\-val szorzédik, ha a matrix egy sorat A-val
megszorozzuk.

Koévetkezmény 1: ha a matrixban talalhaté két egyforma sor, akkor a
determinansa nulla lesz.

Kévetkezmény 2: mivel det(AT) = det(A), ezért ezek a miiveletek
ugyanigy hatnak a determinansra, ha oszlopokon végezziik el &ket.
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Példa (ajra)

Szamitsuk ki az alabbi 3 x 3-as matrix determinansat sormiiveletekkel!

1 2 -1
A=1|0 5 -1
2 7 =3
1 2 -1 s3—2s7 1 2 -1 %sz 1 2 -1 sg—3s2
det(A)=10 5 -1 = 05 -1 = 50 1 -1 —
2 7 =3 0 3 -1 0 3 -1
s3—3s2 1 2 -1 9
= 5.0 1 —% :5-1-1-<_5):_2
0 0 —£
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Peélda

4 2 3 0

1 2 0 1

3 3 1 2

-1

0

547351

3 3 1 2

S3<>Sag

0 0 3 14

847353

0

0

1
0 0 3 14

6
-10

2

1

0
0 0 O

2-1-1-1-(=10) = —20

11
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Inverzmatrix

Definicié: Az A € R"*"™ négyzetes matrix invertalhatd, ha létezik olyan,
szintén n X n-es tipusa, A1 matrix, melyre

1 0 0

0 1
A-AT=E,=

0 ... 1

Az A matrixot - amennyiben létezik - az A matrix inverzének nevezziik.
Csak négyzetes matrix esetén vizsgalhatjuk az invertalhatésagot.

Tétel [az inverz matrix egyértelmiisége]: Ha létezik az inverzmatrix,
akkor az egyértelmdi.

Az A matrix invertalhatd, azaz regularis <= det(A) # 0.
(Az inverz kiszamitasi szabalya alapjan latni fogjuk).

Ellenkez6 esetben, ha a matrix nem invertalhaté, akkor szingularisnak
nevezzik.
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Tulajdonsagok

Ha az A, B € R™*™ matrixok invertalhatéak, akkor

e det(A~1) = ﬁ(A)'

® az inverzmatrix is invertalhats, (A~1)~1 = A,

* AT isinvertalhats, (AT)"1 = (A—1)T,

AB is invertalhats, (AB)"! = B 1A~L
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Inverz matrix kiszamitasa adjungalttal

det(All) — det(Alz) e (71)1+n det(Aln)

_ 1 — det(Azl)
Al =
det A

(—1)+1 ;iet(Anl ) det(Ann)

T

adjungalt

L 7 adj(A
de‘i G d(eiiEA;

adjungalt

Az inverzmatrix ij-edik elem a matrix ji-edik aldeterminansa a sakktabla-

szabaly szerint vett el8jellel és elosztva a determinanssal. Ha det(A) # 0,
akkor kiszamithato.
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Peélda

Szamitsuk ki az A =

—_

w

[t
o SN

Ut W W

matrix inverzét.
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Peélda

1 2 3
Szamitsuk kiaz A = |2 6 3| matrix inverzét.
3 10 5
1 2 3
det(A)=12 6 3| =1(30—-30)—2(10—9)+3(20—18) = 0—2+6 = 4.
3 10 5
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Peélda

Szamitsuk ki az A =

det(A)=12 6

w
[t
s}
Tt W W

A=

W N =
[t

o SN
Tt W W

matrix inverzét.

1(30—30)—2(10—9)+3(20—18) = 0—2+6 = 4.

23 2 e\

35 3 10 .
'1 3' ‘1 2‘ 1 200 ;11_ _24 B
35 3 10 4\ 5 5

1 3 1 2

2 3 2 6
20 —12 0 5 -3
-4 3 | =|-1/4 -1 3/4
—4 2 1/2 -1 1/2
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Inverz kiszamitasa sormiiveletekkel (Gauss-Jordan eljaras)

Egy invertalhaté matrixot a korabban a determinansokon alkalmazott
sormiiveletekkel mindig atalakithatunk egy egységmatrixra.

A E,

l l

sormiiveletek
i i
E, Al

Ha egy matrixot sormiiveletekkel az egy-
ségmatrixra hozunk, és parhuzamosan
ugyanezeket a sormiiveleteket elvégezziik
az egységmatrixon, akkor az atalakitasok
végén az inverzhez jutunk.

® sorcserék
® sor szammal valé szorzasa

® egyik sor tdbbszordsének
hozzaadasa a masikhoz
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Peélda

(AlEs) =

\V]

(]

[
o O N

ot W W

S O =

o = O
o = O
o
— o O

NI= o O

1 0 0
0 1 0
0 0 1

~
S1 — 353;
s2 + %Ss

0
—1/4
1/2

5
-1
—1

-3
3/4
1/2

|
[\J\Hdk\wl\)‘w
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Matrixegyenletek megoldasa

Z1
Keressiik azt az ismeretlen vektort x = [ o |, mely megoldasa az
zs3
egyenletnek Ax = b, ahol
1 2 3\ /= 2
Ax=12 6 3 o]l =|-1]=b
3 10 5 x3 3
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Matrixegyenletek megoldasa

Z1
Keressiik azt az ismeretlen vektort x = [ o |, mely megoldasa az
x3
egyenletnek Ax = b, ahol
1 2 3\ /= 2
Ax=12 6 3 x| =|-1]=Db
3 10 5 x3 3
Ax =Db,
A 1Ax = A1,
x=A""b.
0 5 =3 2 —14
x=|-1/4 -1 3/4|[-1]=[11/4
12 -1 1/2) \ 3 7/2
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