BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM

Matemaika A2 el6adas

GTK NG&PSZ - 2025.tavasz

Balla-S.né Béla Szilvia
belus@math.bme.hu

geometria.math.bme.hu/bela-szilvia




10. el6das:
Linearis egyenletrendszerek.
Gauss-médszer, megoldhatésag.
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Bevezetés — Példa

Keressiik meg a val6s szamok kozott az egyenleteket egyszerre kielégits
(z,y, z) szamharmasokat!

xr+y+5z=3 ()
—z+2y+4z=256 (2)
2r+3y+122=8 (3)
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Bevezetés — Példa

Keressiik meg a valds szamok kdzott az egyenleteket egyszerre kielégité
(z,y, z) szamharmasokat!

xr+y+52=3 ()
—r+2y+42=6 (2)
204+ 3y + 122 =8 (3)

Korabban algebrai atalakitasokkal rendeztiik az egyenleteket:
() +(2): 3y+92=9 o y+32=3 }

(3) —2- (1) +92,=9 kiilonbségiik: z =1
2 (1) y+2:=

Mivel 2 = 1 = y+3=3 N z+0+5=3

Amit ilyenkor "szabad", azaz nem valtoztat az egyenletrendszer megoldasan:
® egy egyenletet egy nem nulla valés szammal szorozni,
® az egyenletek sorrendjét valtoztatni,
® egy egyenlet tobbszordsét hozzaadni egy masik egyenlethez.
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Linearis egyenletrendszerek matrix alakja
Ha adott m darab, linearis (azaz csak els6fokt tagot tartalmazé) n is-
meretlenes egyenlet, akkor ezt az egyenletrendszert felirhatjuk egy matrix-
egyenlet formajaban.

Altalanos alakja:
a11T1 + @122 + -+ + Q1nTn = by

a21T1 + G222 + -+ + G2nTn = b2

Am1T1 + Gm2T2 + -+ + GmnTn = b

Matrixegyenlet-alak:

ail ai2 ... Qln 1 by
az1 a2 ... Q2p T2 by
T3 = : azaz
: b,
am1 am?2 e Amn In m
Ax =Db,

ahol A € R™*" ez egyenletrendszer egyiitthatématrixa, x € R™ a valto-
z6k vektora, és b € R az egyenletek jobb oldalan szereplé értékek vektora.

Ha b = (0,0,...,0)T nullvektor, akkor az egyenletrendszert homogénnek
nevezziik.
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Az egyenletrendszer megoldasa — inverzmatrix

Ha az egyiitthatématrix négyzetes és invertalhatd, azaz m = n (annyi
egyenlet van ahany ismeretlen), és det(A) #0 :

Ax=Db
x=A"1b.
A korabbi példaban
T+y+52=3 115y [ 3
e = -1 2 4||y]=16
Tty tae= 2 3 12/ \2 8
20+ 3y + 122 =8
T —4 -1 2 3 -2
y|=(-20/3 —2/3 3 ]|6|=]|0
z 7/3  1/3 —1) \8 1
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Az egyenletrendszer megoldasa — Cramer-szabaly

Ha az egyiitthatomatrix négyzetes és invertalhatd, azaz m = n (annyi
egyenlet van ahany ismeretlen), és det(A) # 0, akkor a valtozok értéke
kiildn-kiilon is meghatarozhaté:

all .- - a1<i,1> b1 Qalin
D, a1 ... a2<i,1) bo e aon .
xi:m,aholDi:det : : ,VZZL...’I”L,
Anl ... Qp(i—1) bn, ... ann

itt a D; determinans annak a matrixnak a detrmindnsa, melyet az A mat-
rixbdl kapunk, ha az i-edik oszlop helyére beirjuk a b oszlopvektorat.

A Cramer-szabaly (is) csak négyzetes, regularis (azaz nem szingularis) mat-
rixd linearis egyenletrendszerek megoldasakor hasznalhatd, ilyenkor ponto-
san egy megoldasa van az egyenletrendszernek.
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Példa - Cramer-szabaly
Oldjuk meg a korabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly segitségével is!

T+y+5z=3 A 11 ;i x 2 -
—x+2y+42=26 — AxX= T = N

2 3 12 z 8
2z 4+ 3y + 122 =8

det(A) =1-(24—12)—1-(—12—-8)+5-(—3—4) =12+20—35 = —3
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Gauss-eliminacié — a kib8vitett matrix

Ha az egyenletrendszernek nem egyértelmii a megoldasa, esetleg nem
megoldhato, az is kikdvetkeztethets az egyenletrendszer matrixalakjabdl.
Ha

1121 + @122 + - + A1 Tn = b1

a2121 + 2222+« + A2nTn = b2

ap1T1 + ap2Z2 + - - + QknTn = bg

akkor az egyenletrendszerhez tartozé kibdvitett matrix:

ail a2 e Aln b1
a1 Qg2 azn | b2

: ~ (Alb)
k1 Gk2 Gkn | b

Vizsgaljuk a kibGvitett matrixon az elemi sormiiveletek hatasat!
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Gauss-eliminacié — sormiveletek

Az algebrai atalakitasok, me- Sormiiveletek a kib8vitett
lyek nem valtoztatjadk meg az matrixon:

egyenletrendszer megoldasat:

egy egyenlettet egy nem nulla < egy sort egy nem nulla valés
valés szammal szorozni, szammal beszorozunk,

két egyenletet felcseréliink, & két sort felcseréliink,

egy egyenlet tobbszorését hoz- <  egy sor tobbszorését hozzaad-
zaadni egy masik egyenlethez, juk egy masik sorhoz.

A sormiiveletek tehat az egyenletrendszer megoldashalmazat nem valtoz-
tatjak meg. A Gauss-eliminacié menete, hogy l1épcs@s alakra hozzuk a
kib&vitett matrixot, igy a hozza tartozé egyenletek megoldasai megegyez-
nek az eredeti egyenletrendszer megoldasaival. Majd a lépcs6s alakbdl
kiolvassuk a megoldashalmazt.
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Példa - Gauss-eliminacié

Oldjuk meg a korabbi egyenletrendszert Gauss-eliminacié segitségével is!

11 5|3 11 5|3
Ab)=( -1 2 4]6 | =™ [0 3 9|9 | =
2 3 128 ~ 2 3 12|38 ~
11 5]3 11 5|3 11 5| 3
=2l g 03 9l9 =501 33|01 3| 3
~ 0122/ 7 \o 122 7 \oo0o-1]-1

i
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Példa - Gauss-eliminacié

Oldjuk meg a korabbi egyenletrendszert Gauss-eliminacié segitségével is!

11 5 11 5
Ab)=|( -1 2 4]6 | =™ [0 3 9|9 | =™
2 3 128 ~ 2 3 128 ~
11 5]3 1 53 11 5] 3
=20 3 9/9 |01 33|01 3| 3
~ 01 2/2/) " \o12/2) 7 \oo-1]-1

Ekkor az egyenleteket alulrdl felfelé kiolvasva

—z=-1, = z=1,
y+3z=y+3-1=3, = y=0,
r4+y+dbz=2x+04+5-1=3, — z=-2

)

visszahelyettesitéssel kapjuk a megoldast.

i
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Példa - Gauss-eliminacié

Oldjuk meg a korabbi egyenletrendszert Gauss-eliminacié segitségével is!

11 5|3 11 5[3 )
Ab)=| -1 2 4|6 | =™ [0 3 9|9 | =™
2 3 128 2 3 128
L1153 (1153 11 5| 3 1
=2lo 3 99 |®P o1 33| ™ o1 3] 3|0
01 2|2 01 212 0 0—1]-1
Vagy folytatjuk az eliminaciét:
1 11 5]|3 , 11 5|3 .
U= o1 3|3 ) =™ (o1 o0f0 | ™
00 1|1 00 11
. 1 1 0l-2\s-s/1 0 0]—2 r=-2
51;53 01 0| 0 ~ 01 0| 0 — y=0
00 1| 1 00 1| 1 o
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Példa - nem négyzetes egyiitthatomatrixra
Oldjuk meg az egyenletrendszert:
2@y — 2x0 + x3 + 44 = 5,
1+ 3x9 +bx3+ Ty =7,
x1 + 11as + 1dz3 4+ 1724 = 12.
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Példa - nem négyzetes egyiitthatomatrixra
Oldjuk meg az egyenletrendszert:
2@y — 2x0 + x3 + 44 = 5,
1+ 3x9 +bx3+ Ty =7,
x1 + 11as + 1dz3 4+ 1724 = 12.

5
7
12

Itt az egyenletrendszer kib&vitett matrixa:

2 -2 1 4
1 3 5 7

1 11 14 17
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Példa - nem négyzetes egyiitthatomatrixra
Oldjuk meg az egyenletrendszert:

2@y — 2x0 + x3 + 44 = 5,
1+ 3x9 +bx3+ Ty =7,
x1 + 11as + 1dz3 4+ 1724 = 12.
Itt az egyenletrendszer kib&vitett matrixa:

2 -2 1 4] 5
1 3 5 T 7
1 11 14 17|12

Lépcss alakra hozas:

2 —2 1 4 5 S14>So 1 3 5 7 7 so—2s1

1 3 5 T 7 ~ 2 -2 1 4] 5 ~
1 11 14 17| 12 1 11 14 17|12 s3—s1
s2—2s1 1 3 5 7 7 1 3 5 7 7
~ 0O -8 -9 -10| -9 ~ 0 -8 -9 -10]| -9

s3—sS1 0 8 9 10 5 s3+s2 0 0 0 0 —4

Az utolsé sor jelentése: 0xq + 0xo + O0xg + 0xy = —4.
Ez soha nem teljesiilhet, igy nincs megoldas.
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Gauss-eliminacié — matrixok rangja

Definicié: Egy A € R™*™ matrix sorrangjan a matrix sorvektorai al-
tal kifeszitett altér dimenzi¢jat értjiik. Azaz ha A sorrangja k, akkor A
sorvektorai koziil kivalaszthat6 k darab linearisan fiiggetlen, de k& + 1 mar
nem.

Megjegyzés: Tehat a rang az A € R™*™ linearisan fiiggetlen sorvekto-
rainak maximalis szdma, ezért ez kisebb, mint a sorok szama.

Ugyanigy definialhatjuk egy matrix oszloprangjat.

Definicié: Egy A € R"*™ matrix sorrangja és oszloprangja mindig azo-
nos, ezt nevezziik a matrix rangjanak. Ekkor

0 < rang(A) < min(m,n).

Tétel: Az elemi sormiiveletek a matrix rangjat nem valtoztatjak meg.
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Gauss-eliminacié — megoldhatésag és rang
Tétel: A lépcsés alaki matrixok rangja megegyezik a lépcsék szamaval.
El6z6 példaban:

1 3 5 7| 7
(Ab)=|( 0]-8 —9 —10| —9
0 0 0 0]|-4

Itt a kibSvitett matrix rangja rang(A|b) = 3, de az egyiitthatématrixban
csak két Iépcsé van, rang(A) =2 < van egy ellentmondasos egyenlet.

Az egyenletrendszernek
* nem létezik megoldasa, ha rang(A) < rang(A|b),
* mindig van megoldasa, ha rang(A) = rang(A|b), ezen belill
* egyértelmii a megoldas, ha rang(A) = rang(A|b) = n valtozék
szamava (annyi egyenlet ahany ismeretlen),
« végtelen sok megoldas van, ha rang(A) = rang(A|b) < n valtozék

szama, (kevesebb egyenlet, mint ahany ismeretlen: n — rang(A|b)
darab ismeretlen szabadon valszthatd).
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Peélda

Keressiik a megoldasait!

:c1+3:c2—:c3 :5,
3x1 + 229 + 4z = 29,
xr1 — 11xs 4+ 1323 = 33.
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Peélda

Keressiik a megoldasait! ;. 1 34, — z3 =5,
3x1 + 229 + 4z = 29,
xr1 — 11xs 4+ 1323 = 33.

1 3 —-1| 5 S2—3s1 1 3 —-1| 5 s2/(=T7)
3 2 4129 ~ 0o -7 7114 ~
1 —-11 13|33 s3—s1 0 —14 1428

s/n) [ 1 3 -1] 5 y 13 -1 5
~ 0 1 -1 =2 | =™ | 01 —1]=2
0 —14 14| 28 00 0] 0

Ekkor végtelen sok megoldas van. Az x3 valtozét szabad paraméternek
tekintjiik, a tobbi valtozét ennek fiiggvényében tudjuk megadni (lentrél
felfelé, visszahelyettesitéssel):
r3 € R,
To—T3=—-2 = x9=-2+41z3,
1 +3rs—x3=5 = 21 :5—3(—2+x3)+x3: 11 — 2x3.
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Példa - Homogén egyenletrendszer

llyenkor x = 0 (azaz minden ismeretlen nulla) mindig megoldas. Mindig
teljesiil, hogy rang(A|b) = rang(A), mivel az utolsé oszlopban csak 0-
ak vannak, nem lehet a kib&vitett matrixban az eliminacié utan plusz egy
lépcss!

Oldjuk meg az egyenletrendszert:
1+ 229 — X3 =0,
To + 2x3 — x4 =0,
—T1 +I3+3I4 :0,
T, + 2x9 — B3z + dxy = 0.

Megoldas biztosan van!
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Példa - Homogén egyenletrendszer

Oldjuk meg az egyenletrendszert:
1+ 2x9 — T3 =0,
g + 223 — x4 =0,
—x1 +x3+ 3x4 =0,
T, + 229 — D3z + dxg = 0.

1 2 -1 o0]0 1 2 -1 o0]o0
001 2 —1]0 |®™ o 1 2 1|0 |si-2m
-1 0 1 310 0 2 0 310 ~
1 2 =5 5|0 /% \0 0 -4 5|0
1 2 -1 o0]o0 1 2 -1 o0]o0
s3—2sg 0 1 2 —1 0 S4—S3 0 1 2 -1 0
~ 0O 0 -4 510 ~ 0O 0 —4 510
00 —4 5|0 00 0 o0f0
Igy x4-et valasztjuk szabad paraméternek, ekkor a megoldas:
5
xr3 = 11‘4
5 3
Ty =4 —2x3 =Ty — 584 = —5T4 , ahol z4 € R.
r1p =3 — 21‘2 = 2274 + 31‘4 = %ZL‘4
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Szoveges feladat

Tudjuk, hogy a konyhankban két darab csésze tomege megegyezik egy
tanyér, két bogre és két villa tdmegével. Egy darab bogre két villaval
annyi, mint egy tanyér. Egy bogre és egy villa pont négy villa tdmegével
egyezik meg. Egy tanyér 5 dkg hijan pont két bogrét tesz ki.

Mennyi a felsorolt dolgok tomege kiilon-kiilon?
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Szoveges feladat

Tudjuk, hogy a konyhankban két darab csésze tomege megegyezik egy
tanyér, két bogre és két villa tdmegével. Egy darab bogre két villaval
annyi, mint egy tanyér. Egy bogre és egy villa pont négy villa tdmegével
egyezik meg. Egy tanyér 5 dkg hijan pont két bogrét tesz ki.

Mennyi a felsorolt dolgok tomege kiilon-kiilon?

Mindent a megfelelé kezdébetiivel jeldliink és dkg-ban szamolunk:

2¢c =1t + 2b+ 2v

16+ 2v =1t
16+ 1v =4v
1t+5=2b

Atrendezve:
2c—1t—2b—2v=0
b+20—1t=0
1b—-3v=0
1t—2b=-5
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Szoveges feladat megoldasa

2 -1 -2 -2] 0 1 =L -1 -1] o0
0o -1 1 2[00 -1 1 2| o] ="
0 0 1 =3| 0 ~ 0 0 1 -3| 0 ~
0 1 -2 0]|-5 0 1 -2 0|-5
1 - -1 -1] o0 1 -1 -1 -1] o0
0 1 -1 -2 o> [0 1 -1 —2| o] =
0 0 1 =3| 0 ~ 0 0 1 =3| 0 -
0 1 -2 0|-5 0 0 -1 2|-5
c t b v
1 -3 -1 -1| 0
=g 1 -1 —2| 0
- 0 0 1 =3| 0
0 0 0 —1|-5

Igy a megoldas: v =5, b=3v =15 t=b+2v =15+ 10 = 25 és
c=1/2t+b+v=232,5.

Egy csésze 325 dkg, egy tanyér 25 dkg, egy bogre 15 dkg, mig egy villa 5 dkg.
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