BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM

Matemaika A2 el6adas

GTK NG&PSZ - 2025.tavasz

Balla-S.né Béla Szilvia
belus@math.bme.hu

geometria.math.bme.hu/bela-szilvia




11. el6das:
Matrixok sajatértékei, sajatvektorai.
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Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Definicié. Egy A € R/C komplex szdm az A € R"*" négyzetes matrix
sajatértéke, ha létezik legalabb egy n-dimenziés vektor, jeldlje s mely nem
a nullvektor és teljesiil ra, hogy

As = )s.

Minden ilyen vektort, melyre s # 0, és kielégiti a fenti matrixegyenletet,
azt az A matrix A sajatértékéhez tartozé sajatvektoranak nevezziik.
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Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Definicié. Egy A € R/C komplex szdm az A € R"*" négyzetes matrix
sajatértéke, ha létezik legalabb egy n-dimenziés vektor, jeldlje s mely nem
a nullvektor és teljesiil ra, hogy

As = )s.

Minden ilyen vektort, melyre s # 0, és kielégiti a fenti matrixegyenletet,
azt az A matrix A sajatértékéhez tartozé sajatvektoranak nevezziik.

Kovetkezmény. A definiciébél rogton kovetkezik, hogy ha sy és sg is
sajatvektor egy A sajatértékhez akkor

® 51 + so is sajatvektor A-hoz,

® barmilyen t € R\ {0} érték esetén t - s is sajatvektor A-hoz.

Azaz az egy sajatértékhez tartozé sajatvektorok halmazahoz a nullvektort
hozzavéve egy sajatalteret kapunk

Sy ={s|As=As}.
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Sajatértékek kiszamitasa

Keressiik a A paraméter fiiggvényében a matrixegyenlet s megoldasvektorait:

As = )s
As=)\E,s, ahol E, € R"*" egységmatrix,
(A-)\E,)s=0, ahol 0 € R™ nullvektor.

A sajatvektorok tehat egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasai.

Ennek a homogén egyenletrendszernek pontosan akkor van a trivialistél
eltér6 megoldasa (s # 0), ha

air — A a2 ce Ain
a1 a2 — A - azan,
det(A — AE,) = _ =0.
QAin an2 cer Qpn — A
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Sajatértékek kiszamitasa

Keressiik a A paraméter fiiggvényében a matrixegyenlet s megoldasvektorait:

As = )s
As=)\E,s, ahol E, € R"*" egységmatrix,
(A-)\E,)s=0, ahol 0 € R™ nullvektor.

A sajatvektorok tehat egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasai.

Ennek a homogén egyenletrendszernek pontosan akkor van a trivialistél
eltér6 megoldasa (s # 0), ha

air — A a2 ce Ain
a1 a2 — A - azan,
det(A — AE,) = _ =0.
QAin an2 cer Qpn — A

A matrix sajatértékeit agy hatarozzuk meg, hogy kiszamitjuk ennek az
egyenletnek, a karakterisztikus egyenletnek a gyokeit. Az egyenlet bal
oldala A-nak, mint valtozénak n-ed fokd polinomja (karakterisztikus poli-
nom). A polinom gydkei a matrix sajatértékei. Ekkor az algebra alaptétele
alapjan multiplicitassal szamolva n valés/komplex sajatérték van.
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Peélda

Keressiik meg az alabbi matrix sajatértékeit

A<_21 ‘1*)
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Peélda

Keressiik meg az alabbi matrix sajatértékeit
-1 4
A= < - ) |

det(A — AE3) =0,

—-1-A 4
2 1—-A

(=1-=X)(1-X)—-8=X-9=0.

-
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Peélda

Keressiik meg az alabbi matrix sajatértékeit
-1 4
A= < - ) |

det(A — AE3) =0,

—-1-A 4
2 1—-A

(=1-=X)(1-X)—-8=X-9=0.

-

Mivel A2 — 9 = (A — 3)(\ + 3), ezért a matrix sajatértékei
M=3 A =-3

Keressiik a sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat!
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Peélda

Ha A1 = 3, oldjuk meg

(A—3E2)X = 07
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Peélda

Ha A1 = 3, oldjuk meg

(A —3E2)x =0, = (

—4z 4 4y
2z — 2y

mindkét egyenlet atrendezve z = y.
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Peélda

Ha A1 = 3, oldjuk meg
-4 4 T 0
(A 3Ba)x=0, — (2 _2)(y)_<0),

—4z 4 4y

0
2z -2y = 0

mindkét egyenlet atrendezve x = y. gy a sajatvektorok

SZ(i):x< X ) ahol = € R\ {0}.
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Peélda

Ha A1 = 3, oldjuk meg
-4 4 T 0
(A 3Ba)x=0, — (2 _2)(y)_<0),

—4z 4 4y

0
2z -2y = 0

mindkét egyenlet atrendezve x = y. gy a sajatvektorok

SZ(i)Z%( X ) ahol = € R\ {0}.

A sajatértékhez tartozé sajataltér

Sy = {x < 1 ) ‘x € R} , 1-dimenziés altér, R? egy egyenese.
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Példa
Ha A2 = —3, oldjuk meg

(A—(-3)E2)x =0,
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Peélda

Ha A2 = —3, oldjuk meg
2 4 z 0

2¢+4y = O,

mindkét egyenlet atrendezve x = —2y,
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Peélda

Ha A2 = —3, oldjuk meg
2 4 z 0

2¢+4y = O,

mindkét egyenlet atrendezve x = —2y, ezért a sajatvektorok

s:(_jy>:y( _12), ahol y € R\ {0}.
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Peélda

Ha A2 = —3, oldjuk meg
2 4 z 0
aomee = (21)(3)-(8)

2¢+4y = O,

mindkét egyenlet atrendezve x = —2y, ezért a sajatvektorok

s:(_jy>:y( _12), ahol y € R\ {0}.

A sajatértékhez tartozé sajataltér

S 5= {y < _12 ) ’y € R} , 1-dimenziés altér, egyenes R?-ben.
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Sajatértékek tulajdonsagai

® Sajatértékek lehetnek komplex szamok is. Példaul

0 -2 1o\ _|-A —2| ., L
(02 A ) =7 o namsm
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Sajatértékek tulajdonsagai

® Sajatértékek lehetnek komplex szamok is. Példaul

0 -2 1o\ _|-A —2| ., L
(02 A ) =7 o namsm

® Diagonalis és haromszdgmatrixok sajatérétkei az atléelemek.
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Sajatértékek tulajdonsagai
® Sajatértékek lehetnek komplex szamok is. Példaul
0 —2 1o\ _|-x —2| ., L
(S ) Al )=l errizo ramsn

® Diagonalis és haromszdgmatrixok sajatérétkei az atléelemek.

® Ha a A = 0 sajatértéke A matrixnak, akkor det(A) =0, azaz a
matrix szingularis, mivel det(A —0-E,) = 0.
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Sajatértékek tulajdonsagai

® Sajatértékek lehetnek komplex szamok is. Példaul

0 -2 1o\ _|-A —2| ., L
(0D )= 2erraco aas

® Diagonalis és haromszdgmatrixok sajatérétkei az atléelemek.

® Ha a A = 0 sajatértéke A matrixnak, akkor det(A) =0, azaz a
matrix szingularis, mivel det(A —0-E,) = 0.

® Ha az A matrix sajatértéke \ # 0, akkor az A~1 matrix sajatértéke

L ivel
—, mive
A

1 1 1
A ls=ZA 1 s=-A"1As = XEns =

\ 3\ S.

1
X

Matemaika A2 el6adas 8



Sajatértékek tulajdonsagai

® Sajatértékek lehetnek komplex szamok is. Példaul

0 -2 1o\ _|-A —2| ., L
(0D )= 2erraco aas

® Diagonalis és haromszdgmatrixok sajatérétkei az atléelemek.

® Ha a A = 0 sajatértéke A matrixnak, akkor det(A) =0, azaz a
matrix szingularis, mivel det(A —0-E,) = 0.

® Ha az A matrix sajatértéke \ # 0, akkor az A~1 matrix sajatértéke

1 .
—, mivel

A

1 1 1
A ls=ZA 1 s=-A"1As = XEns =

\ 3\ S.

1
X

® A kiilonb6z6 sajatértékekhez linearisan fliggetlen sajatvektorok
tartoznak.
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Szimmetrikus matrix sajatértékei, sajatvektorai

Tétel. Szimmetrikus matrixok sajatértékeire, sajatvektoraira a
kovetkezok igazak,

® ha A szimmetrikus matrix, akkor minden sajatértéke valds,

® ha A egy n x n-es szimmetrikus matrix, akkor A-nak van n darab,
paronként merdleges sajatvektora. (F&tengelytétel)
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Szimmetrikus matrix sajatértékei, sajatvektorai

Tétel. Szimmetrikus matrixok sajatértékeire, sajatvektoraira a
kovetkezok igazak,

® ha A szimmetrikus matrix, akkor minden sajatértéke valds,

® ha A egy n x n-es szimmetrikus matrix, akkor A-nak van n darab,
paronként merdleges sajatvektora. (F&tengelytétel)

Példa. Keressiik a szimmetrikus matrix sajatértékeit

6 0 2
A=[o0 —2 0
2 0 6
6— A 0 2
det(A—AE)=| 0 -2-X 0 |=(=2=-)N(6-X>—-4)=
2 0 6— A

=-(A+2)(AN =120 +32) = — (A +2)(A —4)(A - 8) = 0.
A sajatértékek Ay = —2, Ay = 4, A3 = 8.
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Példa - Szimmetrikus matrixok sajatvektorai

Sajatvektorok A = —2 esetén (A + 2E3)x =

8§ 0 2 T
—[o0 o0 o0 y | =0 = ix++4z:8}z—z—0ésyeR.
2 0 8 1 B
0
Igy a sajatvektorok: s=y-[1], yeR\{0}.

i
Matemaika A2 eladas 10



Példa - Szimmetrikus matrixok sajatvektorai

Sajatvektorok A = —2 esetén (A + 2E3)x =

8 0 2 €T
—[o0 o0 o0 y | =0 = #t2=01 _ _fesyer
r+4z=0
2 0 8 z

0
Igy a sajatvektorok: s=y- |1 y € R\ {0}.
0

3

Ha A =4, akkor (A —4E3)x =

2 0 2 T 2042z =
=10 -6 0 y | =0 = —6y =0 r=—z6éy=0.
2 0 2 z 20 +22=0
-1
Igy a sajatvektorok: s=z-| 0 |, ze€R\{0}.
1

i
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Példa - Szimmetrikus matrixok sajatvektorai

Ha A = 8, akkor (A — 8E3)x =

—2 0 —2x+22=0
= 0 -10 0 = —10y =0 r=2z6ésy=0.
2 0 20 — 22 =0

1
Igy a sajatvektorok: s=xz-|0], zecR\ {0}
1
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Példa - Szimmetrikus matrixok sajatvektorai

Ha A = 8, akkor (A — 8E3)x =

—2 0 —2x+22=0
= 0 -10 —10y =0 r=2z6ésy=0.
2 0 20 — 22 =0

Igy a sajatvektorok: s=x- 0 , xeR\{0}.
1

Ekkor a harom sajatértékhez tartozé harom sajatvektort valasztva

0 —1 1
1,10}, (o
0 1 1

harom egymasra paronként meréleges vektor, hiszen skalarszorzatuk nulla.

Ha a szimmetrikus matrixban nem minden sajatérték kiilonb6z6,
akkor 6vatosan kell vektorokat valasztani, de akkor is tudunk paron-
ként merdleges vektorokat valasztani!
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