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12. el6das:
Matrixok diagonalizalasa.
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Matrixok diagonalizalasa

Definicié. Egy A négyzetes matrix diagonalizalhaté, ha talalhaté hozza
olyan B invertalhaté négyzetes matrix, hogy B~'AB diagonalis.

Tétel. Az A € R™*™ matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha van n
darab linearisan fiiggetlen sajatvektora.

Korabbi példaban: mivel kiilonbdz8 sajatértékekhez linearisan fliggetlen
sajatvektorokat tudunk valasztani, ezért valasszunk egy (j bazist, ami a
matrix sajatvektoraibdl all.
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Matrix felirasa a sajatvektorok bazisaban

Egy v vektor Gj bazisban vett koordinatait kifejezhetjiik

() () (-6

ahol B a baziscsere matrixa, tehat az 0] vektor

1/1 2 1 /1 2\ /[a
_np-1 -1 _ 4+ < _ 1
ve=B v, itt BT = 3 (_1 1> , tehat v = 3 <_1 1) (b) .

Egy A matrix atirva az (j bazisba

IR D0 DE 0 -6 Y
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Ortogonalis matrixok

Definicié. Egy n x n-es A matrixot ortogonalisnak nevezziink, ha
A-AT =E,,
ahol E,, az n x n-es egységmatrix, azaz A~1 = AT,

Kovetkezmény 1. Ortogonalis matrix sor (vagy oszlop) vektorai orton-
ormalt vektorok, azaz egymasra paronként meréleges egységvektorok.

Koévetkezmény 2. Ortogonalis matrix inverze a transzponaltja.

Kovetkezmény 3. Ha egy A matrix sajatvektoraibdl orthonormalt bazist
tudunk kivalasztani, akkor a sajatvektorok bazisaban felirt matrix diago-
nalis lesz

A

BTAB = =D,.
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Példa - Szimmetrikus matrix sajatbazisa

A korabbi példaban szerepl6 matrix egy sajatbazisa

6 0 2 0 —1 1
A=|0 -2 0 = B=<|1],[0],1o0
2 0 6 0 1 1

Ezek a vektorok ortogonalisak, de nem ortonormaltak (nem egységnyi
hossztak), am egy valés szammal szorozva &ket sajatvektorok maradnak
és lenormalhatjuk ket (leosztunk a hosszal).

—1 1 1 1
0 V2 V2 Vi -
By = 1,10}, [o0 =B=|1 0 0 |,eB =BT
0 1 1 o L 1
vz V2 vz V2
1 1
. 011(1) 6 0 2 O_EW
B'AB=| -5 0 0 -2 0 1 0 0 =
L 0 L 2 0 6 o X Z
V2 V2 vz V2
1 1
94 —022 0 ~-% -2 0 0
5 0 0 % 0 0 8
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Példa - Tobbszoros sajatértékek szimmetrikus matrixban

0o -2 0
Keressiik a szimmetrikus matrix A= | —2 0 0 | sajatbazisat!
0 0 2
- =2 0
det(A-AE)=| -2 X 0 |=(2-2)(\—4)=(-1)A\+2)(A-2)*=0.
0 0 2-2A

A sajétértékek A= —2, )\2’3 = 2.
Ha A = —2, akkor (A +2E3)x =

2 -2 0 T 20 — 2y =0
= -2 2 0 Y =0 = —-2x+4+2y=0 r=1yés z=0.
0 0 4 z 4z =0

Igy a sajatvektorok:

s=z-|1], xzeR\{0}
0
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Ha A =2, akkor (A —2E3)x =

-2 -2 0 T —2x—2y=0
= -2 -2 0 y =0 = -2z—-2y=0 r=-yészecR
0 0 0 z 0=0

Igy a sajatvektorok:

x 1 0
s=|—-=z]|=x-|-1]4+2z-{0], =zzeR\{0}.
z 0 1

ITT tudunk harom fiiggetlen sajatvektort valasztani, akik paronként
ortogonalisak:

1 1 0
B = 11,1-1],160
0 0 1

De ez csak specialisan a matrix szimmetrikussaga miatt van, ez
nem mindig lehetséges!
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A diagonalizalas sziikséges és elégséges feltétele

Jegyezziik meg!

® Nem diagonalizalhaték azok a matrixok, melyeknek van tdbbszoros
sajatértékiik, és kevesebb szamu linearisan fiiggetlen sajatvektor van,
mint a sajatértékek multiplicitdsa. Példa nem diagonalizalhaté mat-
rixra:

A:(8 é) = A2 =0, s:<g),x€R\{O}.

® Diagonalizalhatéak példaul azok az n-edrendii matrixok, melyeknek n
darab kiilonb6z6 sajatértékiik van (mivel a kiilonb6z6 sajatértékekhez
tartozé sajatvektorok linearisan fiiggetlenek).

® Diagonalizalhat6ak a szimmetrikus matrixok (akkor is, ha nem minden
sajatértékiik kiildnboz8), méghozza ortogonalis matrix segitségével.
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