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13. el6das:
Tobbvaltozés fiiggvények definicidja,
folytonossaga és hatarértéke.
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Bevezetés — Tobbvaltozos fliggvények

* (Egyvaltozés) valés fiiggvénynek nevezziik azt az egyértelmii
hozzarendelést, melyre

f:ngR—)ngR, .’I?I—>f($)

e Kétvaltozos valés fliggvény az a hozzarendelés, mely az
(7,y) € R? vektorokhoz egy val6s szamot rendel, azaz

fogRQ%ngRa (x,y)»—)f(x,y)vagyz:f(m,y)

* Altalanossagban egy tébbvaltozés fiiggvényt a Dy C R™ halmazra
definialt egyértelmii hozzarendelésnek tekintiink, mely

f:Dy CR" - Ry CR, (x1,22,...25) = f(ZT1,Z2,...,Tn).

Példa: Rendeljiik hozza egy 3-dimenziés vektorhoz a hosszat

1:R®— RTU{0}, ahol (z,9,2) — Va2 +y2 + 22 = (x,y, 2).
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Kétvaltozos fliggvények

A kétvaltozés fiiggvényeket a koordinatasik ponjaihoz hozzarendelnek egy
harmadik, val6s szamot

FRP=R, (2,y) = fz,y) =2

A leképezés megfelel6je a térben az (z,y, f(x,y)) pontok altal meghata-
rozott alakzat. Ezt a fliggvény grafikonjanak nevezziik. A grafikont a
z = f(x,y) feliiletnek is hivjuk.

A feliiletrsl akkor kapunk pontosabb képet, ha megvizsgaljuk a koordinata
sikokkal valé metszetgorbéket, valamint a szintvonalakat.

Definicié. (Szintvonal) Az xy-sik azon pontjainak Gsszességét, melyek-
ben az f fliggvény ugyanazt a ¢ konstans értéket veszi fel, azaz f(z,y) = ¢,
a fliggvény szintvonalanak vagy nivovonalanak nevezziik.

Definicié. (Kontarvonal) A z = f(z,y) feliilet egy ¢ konstans értékhez
tartozé szintvonala feletti pontjait, az f fiiggvény c értékhez tartozé kon-
tarvonalanak nevezziik. A kontarvonal megkiilonbdztetendd a szintvonal-
t6l, mert mig az elébbi a feliileten helyezkedik el, az utébbi az xy-sikban
van.
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Peélda

Vizsgaljuk az f(x,y) = 4— 22 —y? fiiggvény szintvonalait és a koordinata-
sikokkal valé metszeteit. Rajzoljuk meg ezek segitségével a fiiggvény gra-
fikonjat (a feliiletet).

4—932—y2
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Peélda

Vizsgaljuk az f(z,y) = 4— 22 —y? fiiggvény szintvonalait és a koordinata-
sikokkal valé metszeteit. Rajzoljuk meg ezek segitségével a fiiggvény gra-
fikonjat (a feliiletet).

Az f(xz,y) = 0 kontarvonal az xy-sik azon
pontjaibél all, melyekre 2% + y? = 4, azaz
egy origd kozéppontd, 2 sugarl kor az xy-
sikban.

4—932—y2
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Peélda

Vizsgaljuk az f(z,y) = 4— 22 —y? fiiggvény szintvonalait és a koordinata-
sikokkal valé metszeteit. Rajzoljuk meg ezek segitségével a fiiggvény gra-
fikonjat (a feliiletet).

Az f(xz,y) = 0 kontarvonal az xy-sik azon
pontjaibél all, melyekre 2% + y? = 4, azaz

e e . P 4— 22 — 92
egy origd kozéppontd, 2 sugarl kor az xy-
sikban.
Hasonléan az f(z,y) = 3 és f(z,y) = —5,
melyekre 22 + 4% = 1ill. 9, azaza z = 3 y 4
sikban a (0,0, 3) kdzépponta, 1 sugara kor,
a z = —5 sikban a (0,0, —5) kdzépponta, 3 x
sugar( kor. 2 4
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Peélda

Vizsgaljuk az f(z,y) = 4— 22 —y? fiiggvény szintvonalait és a koordinata-
sikokkal valé metszeteit. Rajzoljuk meg ezek segitségével a fiiggvény gra-
fikonjat (a feliiletet).

Az f(xz,y) = 0 kontarvonal az xy-sik azon

pontjaibsl all, melyekre 2% + 3°> = 4, azaz 4— 32—y
egy origd kozéppontd, 2 sugarl kor az xy-
sikban.

Hasonléan az f(z,y) = 3 és f(z,y) = —5, y
melyekre 22 + 4% = 1ill. 9, azaza z = 3 4

sikban a (0,0, 3) kdzépponta, 1 sugara kor,
a z = —5 sikban a (0,0, —5) kdzépponta, 3
sugar( kor.

Az y = 0 (zz-sik) és ¢ = 0 (yz-sik) sikokkal
vett metszésgorbék rendre 4 — 22 = = és

4 — y? = z parabolak, melyek kdzds cstics-
pontja a (0,0,4) pont.
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Peélda

Vizsgaljuk az f(x,y) = 4— 22 —y? fiiggvény szintvonalait és a koordinata-
sikokkal valé metszeteit. Rajzoljuk meg ezek segitségével a fiiggvény gra-
fikonjat (a feliiletet).

Az f(xz,y) = 0 kontarvonal az xy-sik azon
pontjaibél all, melyekre 2% + y? = 4, azaz
egy origd kozéppontd, 2 sugarl kor az xy-

479027y2

sikban.
Hasonléan az f(z,y) = 3 és f(z,y) = —5,
melyekre 22 + 4% = 1ill. 9, azaza z = 3

sikban a (0,0, 3) kdzépponta, 1 sugara kor,
a z = —5 sikban a (0,0, —5) kdzépponta, 3
sugar( kor.

Az y = 0 (zz-sik) és ¢ = 0 (yz-sik) sikokkal
vett metszésgorbék rendre 4 — 22 = = és

4 — y? = z parabolak, melyek kdzds cstics-
pontja a (0,0,4) pont.

Egy parabola a z-tengely koriil forgatva: forgasparaboloid.
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Nevezetes feliletek — Gomb

Origé kozéppontl, R sugara félgomb.

2= /RZ— 22 — 42
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Nevezetes feliiletek — Hengerfeliilet

R sugar henger, melynek forgastengelye az y-tengely.

z=VR?— 22
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Nevezetes feliiletek — Forgaskuap

Forgaskip: ferde egyenes z-tengely koriili forgatasa.

— /$2_|_y2
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Nevezetes feliiletek — Nyeregfeliilet

Nyeregfeliilet: hiperbolikus paraboloid.

s=y? —a?

' '
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Figgvényhatarérték — Kétvaltozds fliggvények

Definici6. Az f : R? — R fiiggvény hatarértéke az (x¢,yo) pont-
ban A € R, ha Ve >0, 36. > 0, hogy |(z,y) — (20,%0)| < 0. esetén
|f(z,y) — Al <e. Jelolés: lim f(z,y) = A.

($7y)_)(w0’y0)
Megjegyzés. Itt fontos, hogy (z,y) — (z0,yo) azt jelenti, hogy mindkét
koordinataban tartunk az (zg,yo) ponthoz, azaz

|(2,y) = (20, 50)] = V(& —20)* + (y — 90)*> — 0.

Definicié. Az f fiiggvény folytonos az (zo,yo) € Dy C R? pontban, ha

lim f(z,y) = f(xo,y0)-
(z,9)—=(x0,y0)

A hatarértéket és a folytonossagot is hasonléan definialhatjuk n-valtozés
valés fliggvények esetében.

Matemaika A2 el6adas



Példa
Vizsgaljuk meg a

lim
(z,)—(0,0)

2?2 4 y* hatarértéket.
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Peélda

Vizsgaljuk mega  lim 2% + y? hatarértéket.
(2,)—(0,0)

Sejthetd, hogy a hatarérték megegyezik a felvett fliggvényértékkel, azaz
£(0,0) = 02402 = 0 lesz. Ennek igazolasara, ha ¢ > 0 tetszéleges, akkor

‘x2+y2—0‘ <,

[o* + 7 = 0] < |2*| + |y*] <&
igy ha teljesiil példaul, hogy

‘ € Y ‘
£ : Vil
el <5 e i<y /5
tehat egy (0,0) kdzéppontd 2~\/§ oldal- L’ 65\: z
[

pont, akkor teljesiil a fenti egyenl6tlen-
ség. Ezért legyen

9
55_\/;

hosszasagi négyzeten beliil van az (z,y) g A e
2, Ve

- =

|

|
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Peélda

T
lim v hatarértéket.

Vizsgaljuk meg a i
sgalte meg (x,y)le(o,o>x2+y2
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Peélda

T
lim v hatarértéket.

Vizsgaljuk meg a i
BN MEE A )00 22 + o2

Vizsgaljuk meg a fiiggvényt a tengelyeken:

1) Ha y =0, akkor lim f(x,0) =0
z—0
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Peélda

lim _r hatarértéket.
(2,y)—(0,0) 22 + 32

Vizsgaljuk meg a
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt a tengelyeken:
1) Ha y =0, akkor lim f(x,0) =0
z—0

2) Ha z = 0, akkor ;gl%)f(O,y) =0
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Peélda

lim Y hatarértéket.
(2,y)—(0,0) 22 + y?

Vizsgaljuk meg a
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt a tengelyeken:
1) Ha y =0, akkor lim f(x,0) =0
z—0

2) Ha z = 0, akkor ;%f(oay) =0

) ) x2 1
3) Ha y = z, akkor ig%f(x,x) = ilﬂ)m =3 £0
SOT! Ha y = ma, akkor
. . ma? m
ili%f(x,mx) o allg%)aﬂ +m222 1+ m?2 70

tehat ez a hatarérték NEM létezhet, mert barmilyen (0,0)-hoz kdzeledés
mellett ugyanahhoz az értékhez kellene konvergalnunk.
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