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14. el6das:
Parcialis derivaltak.
Gradiens, érint6sik.

Iranymenti derivaltak.
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Tobbvaltozés fliggvények parcialis derivaltjai

Egy tobbvaltozés, valos értéki fliggvényt konnyli az egyes valtozéi szerint
derivalni. llyenkor a tébbi valtozét konstansnak tekintjiik, csak a széban
forgé valtozé fiiggvényeként derivaljuk a fiiggvényt.
Definicié. Az f : R™ — R fiiggvény a = (a1, ...,an) € Dy helyen z; sze-
rint parcialisan derivalhaté, haaz f; : x; — f(a1,...ai—1,Ti, Gig1, .-, ap)
egyvaltozés fliggvény derivalhaté az x; = a; helyen. Jeldlés:

of )

a) = f,.(a) =0;f(a).
(@) = £, () = if (@)

Tehat egy kivételével minden valtozét konstansnak tekintiink a derivalas
szabalyaira nézve. Ezt minden valtozé szerint megtehetjiik.

Példa. Szamitsuk ki az f(x,y,2) = 22 — 3z + 2y?z — 2% haromvaltozés
fliggvény parcialis derivaltjait a (2,1,1) pontban:
fi(x,y,2) =2x — 32 = (2,1,1)=4-3=1
fo@,y,2) = 4yz = fy(2,1,1) =4
fi(z,y,2) = =3z + 2y* — 22 = fl(2,1,1) = —6+2—-2=—6
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Kétvaltozos fliggvények parcialis derivaltjai

A hagyomanyos derivalt definici6 alapjan a kétvaltozés fliggvények parcialis
derivaltjai egy (20, yo) pontban a kdvetkezd hatarértékekkel egyeznek meg

fa(xo,90) = %(l'o,yo) = lim f(@,90) — f($0,yo)’

Tr—rTo €Xr — l‘o
of . f(wo,y) — f(x0,%0)
!
= =1 .
fy(@o,y0) By (0, %0) yljylo Y — 1

A derivaltak értékei tetszéleges (x,y) € Dy pontban megadjak a parcialis
derivaltakat, azaz

fo:RP =R, (2,9) = fole,y),

és
fo R2 =R, (z,y) = f(z,y),

flggvények altalanosan is felirhatéak az z = f(x,y) feliilethez.
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Kétvaltozés fiiggvények parcialis derivaltjainak geometriai jelentése

Az f(x,y) fuggvény (zg,yo) pontbeli a-szerinti parcialis derivaltjanak a
geometriai jelentése nem mas, mint a z = f(x,y) feliilet és az y = yo sik
metszésgorbéjének érintémeredeksége a pontban. Hasonléan értelmezhet-
juk az f(x,y) fliggvény (x0,yo) pontbeli y-szerinti parcialis derivaltjat.
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Erintsik egyenlete

Egy valtozé esetén az f : R — R fiiggvénygdrbe zo € Dy pontjahoz
tartozé érints egyenes egyenlete:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0).

Kétvaltozés fiiggvényre az f : R? ~— R fiiggvénygrafikon (egy feliilet)

= f,’;(xo,yo)(x —x0) + f{,(ﬂfo, Y0)(y — yo) + f(x0, o)
Lathaté, hogy a fenti egyenletben az érint6sik normalvektora az
Jr(x0,90)
n= fé(ﬂUo’yo)
-1

vektor lesz, hiszen ezek a valtozék egyiitthatoi az érintésik egyenletében.
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Pelda.

[rjuk fel az Flay) = 22 — 3y +4

fliggveny (x0,y0) = (2,1) pontjahoz tartozé érintésik egyenletét.

A fliggvény helyettesitési értéke:  f(2,1)=4—-3+4=5
A parcialis derivaltak értékei:

fo(z,y) = 2zy° = f(2.1)

Igy az érint6sik egyenlete:

4
12-3=9

z=4(x—2)+9(y—1)+5,

azaz
dx + 9y — z = 12.
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Gradiens

Definicié. Haegy f : R? — R fiiggvény valamely (2, y0) € R? pontjaban
mindkét parcialis derivalt létezik, akkor f pontbeli parcialis derivaltjainak
vektora a gradiens, azaz a

grad f(xo,50) = Vf(z0,50) = (f2.(x0,v0), f;(x0, %0))
2—dimenzids vektor.
Geometriai jelentése: a gradiens vektor a fiiggvény minden egyes pont-

jaban megadja a legnagyobb meredekség iranyat. Pontosan a szintvona-
lakra meréleges iranyba mutat.

!
Matemaika A2 eléadas



Peélda

Irjuk fel az f(x,y) = 22 + y? fiiggvény gradiensét, érintSsikjat és az érin-
tésik normalisat az (3, 1) pontban.
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Példa
Irjuk fel az f(x,y) = 22 + y? fiiggvény gradiensét, érintSsikjat és az érin-
t6sik normalisat az (i, 1) pontban.

Fiiggvenyérték: f(3.5) =% +1= 1
Parcialis derivaltak:  fi(z,y) =2z = fi(3,3) =3

Llwy) =2y = fy(5:3) =1
Gradiens: grad f(x,y) = Vf(z,y) = (2z,2y) = grad f (i %) = (%, 1)
Erint6sik egyenlete: z =3 (z— ) +1(y—3)+ 3 =>z2=33+y— 3

Erintésik normalvektora: n = (%, 1, —1) .

Ekkor az (1, 1) ponton &thaladé szintvonal egy kdr

z? +y 16

A korvonal adott pontjat és a kdzéppontot 6sszekots vektor a pont hely-

vektora (%,1), mely parhuzamos a gradiensvektorral! Azaz a gradiens a

kor sugariranyaba, a korérintére merslegesen all.
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I[ranymenti derivalt

A parcialis derivaltak megadjak, hogy az z- és y-tengelyek iranyaba vett
fellileti gérbék mentén mennyi az érint6k meredeksége.

Hogyan tudnank az érint6 meredekségét egy tetszéleges, nem a tengelyek-
kel parhuzamos iranyban meghatarozni?
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I[ranymenti derivalt

A parcialis derivaltak megadjak, hogy az z- és y-tengelyek iranyaba vett
fellileti gérbék mentén mennyi az érint6k meredeksége.

Hogyan tudnank az érint6 meredekségét egy tetszéleges, nem a tengelyek-
kel parhuzamos iranyban meghatarozni?

Definicié. Az f : R? — R fiiggvény valamely (z9,%0) € R? pontjaban a
v = (v, vy) vektor iranyaba es6 iranymenti derivaltja az

f\ll(x07y0) = <gradf(xo,yo), |:> = (Vf(zo,y0),v")

skalarszorzat, ahol v* = % = (v3,vy).

A fenti érték megegyezik az alabbi hatarértékkel
f((zo,90) +tv*) — f(x0,Y0)

lim =
t—0+ t
~ lim f((xo+1t-v3,y0 +1t-vy)) — f(%o,Y0)
- t—0+ t ’
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Peélda

Irjuk fel az f(z,y) = 2%y — 3xy> + 62 — 3 fiiggvény v = (3,4) iranyd
derivaltjat a P(1,2) helyen.
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Példa
Irjuk fel az f(z,y) = 2%y — 3xy> + 62 — 3 fiiggvény v = (3,4) iranyd
derivaltjat a P(1,2) helyen.
Els6 lépésben kiszamitjuk a fliggvény parcialis derivaltjait:
fi(zy) =220y —3y>+6 = f1(1,2)=4—-24+6=—14
fo(@y) =a® = 9xy® = f(1,2) =1-36=-35

Majd meghatarozzuk a v irdnyl egységvektort:

v 1 (34)_ 3 4
v v V3242 5’5
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Példa
Irjuk fel az f(z,y) = 2%y — 3xy> + 62 — 3 fiiggvény v = (3,4) iranyd
derivaltjat a P(1,2) helyen.
Els6 lépésben kiszamitjuk a fliggvény parcialis derivaltjait:
fi(zy) =220y —3y>+6 = f1(1,2)=4—-24+6=—14
fo(@y) =a® = 9xy® = f(1,2) =1-36=-35

Majd meghatarozzuk a v irdnyl egységvektort:

*

v 1 (34)_ 3 4
v v V3242 5’5

Az iranymenti derivalt meghatarozhaté a gradiens és az adott iranyd
egységvektor skalaris szorzataként:

f",(mo,yo) = <gradf(x07y0)7V*> =

3 4>>_ —42 - 140 182

a(1,2) = ( (—14, — S o) V= 2 2% _36.4
f(3,4)(a) <( 9 35)7(575 5 5 36a
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Peélda

Ha gy vessziik, a parcialis derivaltak a v = (1,0) és v = (0, 1) iranyokban
(z és y tengelyiranyokban) az iranymenti derivaltak, igy a példaban harom
iranymenti derivaltat szamoltunk ki

floy(1,2) =f3(1,2) = —14
floy(1,2) =1;(1,2) = =35
f(/3’4)(1, 2) = — 3674

Azaz mindharom iranyban kiilonbozé értékeket kaptunk a feliilet adott
irany( meredekségére. Hatarozzuk meg minden pontbeli iranyra a mere-
dekség értékét altalaban!

Mivel |v*| = 1, a skalarszorzat definicidja szerint

fo (o, y0) = (grad f(zo,0),v*) = |grad f(xo,y0)| - 1 - cos(a).

Ahol 0 < a < 180° a v vektor és a grad f(zo,yo) vektor altal bezart
pozitiv forgasiranyi sz0g. ltt tehat a szorzat értéke az adott gradienshossz
megszorozva —1 < cos(a) < 1 szammal.
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I[ranymenti derivalt szélsGértéke

A gradiensvektor nagysaga adott egy pontban, a példaban ez
lgrad f(1,2)| = v/(—14)% + (—35)2 = V2121 = 46,054,

vagyis az iranymenti derivalt értékét egyediil a gradienssel bezart szog
koszinusza hatarozza meg, ezért

® az iranymenti derivalt értéke akkor maximalis, ha a gradiensvektor
iranyaba szamitjuk ki, azaz a =0, = cos(a) =1, igy
fo(xo,90) = |grad f(zo, yo)| - 1, a példaban
faraar,2)(1,2) = f(_1a,_35)(1,2) = V2121,

® az iranymenti derivalt értéke akkor minimalis, ha a gradiensvektorral
ellenkezé iranyaba szamitjuk ki (negativ gradiens irany), azaz
a=180°, = cos(a)= -1, igy
fo(xo,y0) = |grad f(zo,yo)| - —1, a példaban
figradf(l,Q)(L 2)= f(/14,35)(17 2) = —v2121,
® minden mas iranymenti derivalt ezen két érték kozott valtozik

—V2121 < f/(1,2) < V2121.
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I[ranymenti derivalt adott iranyszogre
Szamitsuk ki az f(z,y) = In(x? + y?) feliilet P(1,2) pontjaban a gradi-
ensre merdleges, majd az z-tengely pozitiv felével ¢ = 45° szdget bezaré
iranyban az iranymenti derivaltat.

2x 2 2y 4

A parcialis derivaltak f1(1,2) = e és f,(1,2) = i

2 4
A gradiensvektor gradf(1,2) = | =, = | , erre meré&leges iranyok a
& 55

12) & 2 2) ) ahol jvaf = v = /204 2 _ 2
Vi1 = S — Vo = Pa—— = — —_ _— =
! 55 27 \5 5) ' 2 25 25 5

{3 5 ()5 (D)

Az z-tengely pozitiv felével p = 45° szdget bezaré irany egységnyi hosszi

iranyvektora: v, = (cos(y),sin(y)) = (cos(45°),sin(45°)) = <\2, 2) .

(6D G
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