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Ismétlés: differencialhanyados (derivalt)

Definicié: Legyen az f : Dy — R az zy kornyezetében értelmezett. Ha

létezik
i L@ = f(xo) _ . fzo+h) = f(zo)

T—xg T — g h—0 h

az f fliggvény xo pontbeli differenciahanyados fliggvényének hatarértéke,
akkor ezt a hatarértéket f xo-beli differencidlhanyadosanak (vagy deri-
valtjanak) nevezziik.

Derivalas linearis atfogalmazasa: Az f: Dy — R filiggvény az xg pont-
ban differencialhatd, és derivaltja xg-ban a, ha létezik egy c(h) fiiggvény,
melyre ha }llin%)e(h) =0, és

—

flxo+h)=a-h+ f(zg) +&(h) - h.
Tehat a fliggvény minden x = x¢ + h-ra

f(x) = f'(x0) - (x — w0) + f(xo) +(h) - (z — x0).

érint8: legjobban simulé egyenes hibatag

Es az érinté meredeksége pontosan a = f’(xg).
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A totalis derivalt

Definicié. Az f : R" — R skalarfiiggvény totalisan differencialhaté az
Xo € Dy bels6 pontban, ha létezik a € R™ vektor, melyre

f(xo+h)=a" - (x —x0) + f(x0) +e(h)” - h,
ahol £ : R® — R"™ és lim g(h) = 0.
h—0

Az "a" vektort az f(x) tobbvaltozés fliggvény x pontbeli totalis deri-
valtjanak nevezziik.
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A totalis derivalt

Definicié. Az f : R" — R skalarfiiggvény totalisan differencialhaté az
Xo € Dy bels6 pontban, ha létezik a € R™ vektor, melyre

f(xo+h)=a" - (x —x0) + f(x0) +£(h)” - h,
ahol £ : R® — R"™ és lim g(h) = 0.
h—0

Az "a" vektort az f(x) tobbvaltozés fliggvény x pontbeli totalis deri-
valtjanak nevezziik.

Specialisan. Az f : R? — R kétvaltozés fiiggvényre, ha h = (hy, hy),
akkor (z,y) = (zo + he, Yo + hy), és

Y=Y Y—%

ahol }llgl})§(hm?hy)7lllli}}) <€y( :m y) 0/

o) = (ana) - (7 )+f(9007y0)+5(hz,h) (3m).

Matemaika A2 el6adas 4



Folytonossag és derivalhatésag kapcsolata

Teétel. Ha az f: R? — R kétvaltozés fiiggvény totalisan differencialhaté
az (z0,Y0) € Dy pontban, akkor léteznek a pontbeli parcialis derivaltak,
és a pontban f totalis derivaltja megegyezik a gradienssel, azaz

a = (ag,ay) = gradf(zo,y0) = (f2.(z0,%0), f, (%0, %0)) -

Tétel. Ha az f : R? — R kétvaltozés fiiggvény totalisan derivalhaté az
(20,%0) € Dy pontban, akkor ott folytonos is.

Tétel. Ha az f : R* — R kétvaltozos fiiggvénynek az (zo,y0) € Dy
pont kérnyezetében léteznek a parcialis derivaltjai ES folytonosak, akkor a
fliggvény a pontban totalisan differencialhaté lesz.
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Masodrendii parcialis derivaltak

Definicié. Legyen f : R™ — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Dy

pontban, ekkor az f; (x) fliggvény z; valtozé szerinti parcialis derivaltja,

akkor azt az f(x) ij-edik masodrendii parcialis derivaltjanak nevezziik.
2

o /
Jeloleés: 9207

(x0) = 02 2, f(x0) = fi., (%)
Specialisan. Ha f kétvaltozés fliggvény, akkor a masodrendi derivaltjai

fa/:;(x(%yo)a fa/:/y(‘r07y0)7 fg,//a:(manO)y f@l;/y(x()ayo)
Az igy kapott (zg,y0) pontot jellemzé masodrendl derivaltakat gyakran
matrixalakban tiintetjiik fel. Ezt a fliggvény Hesse-matrixanak nevezziik.

faa (o, Y0) fg'c'y(xo,yo)>.

1"

H (%0, y0) = ( 7 (x0,y0) i (20, Y0)

Altalanossagban ez a matrix egy n-valtozés fiiggvényre n x n-es lesz, ami

Hy(xo) = [ £, (x0)]

ij=1,.n
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Peélda

Szamitsuk ki az f(z,y) = 2 — 3zy? + zy + y> fiigvény masodrendii
parcialis derivaltjait. Irjuk fel a Hesse-matrixot 4altalanosan és az (1, —2)

pontban is.
gz(:r?y) = 2’ gx(l? 72) = 27
folz,y) =22 = 3y° +y . (@) = =6y +1, fI(1,-2) =13,
fi(w,y) = —6xy + x + 3y o (T,y) = =6y +1, f.(1,-2) =13,

(2 —6y+1Y\ (2 13
Hf(w,y)—((syl 6x+6y>’ Hlletve Hf(l’_2)_(13 18)'
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Masodik totalis derivalhatésag és Young-tétel

Definicié. Ha f : R"™ — R totalisan derivalhaté az x( egy kdrnyezetében
és az els6rendii derivaltjai totalisan derivalhatéak xg-ban, akkor f kétszer
totalisan derivalhaté xg-ban.

Tétel. (Young) Ha f : R™ — R kétszer totalisan derivalhaté x(-ban,
akkor Vi, j € {1,...,n}: fii(x0) = f}i(X0).

Tétel. (Kétvaltozés Young) Ha f : R? — R fiiggvénynek léteznek a
masodrend(i parcialis derivaltjai, és ezek folytonosak is az xg = (o, %0)
pontban, akkor

Fay(20,90) = fyz (20, 90)-

Az el6z6 példaban pont ez tortént f; (z,y) = f,.(z,y) = —6y + 1 foly-
tonos filiggvény, minden pontban egyenlé lesz a két vegyes masodrendii

derivalt.

Kovetkezmény. A Young-tétel feltételeit teljesits fliggvények Hesse-matrixa
szimmetrikus.
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Vektor-vektor fliggvények

Definicié. Tegyiik fel, hogy f értelmezve van egy D¢ C R™ n-dimenziés
vektorok egy halmazan, és értékei valés m dimenziés vektorok lesznek,
vagyis f : R® — R™. Ekkor minden x = (z1,...x,,) € Dy esetén az
f(x) =f(x1,...,xn) € R™, tehat
fl(xla 7zn)
fix=(21,.,2n) — f(x) =f(21,....2) = :
fm(xla ,J?n)
Az ilyen f fiiggvényt vektor-vektor fiiggvénynek nevezziik. A fliggvény

i-edik koordinata-fiiggvénye pedig f; : (z1,...,x5) — fi(x1,...,2,) ska-
larfliggvény lesz.

Példa. Az f : R?Z — R? kétvaltozés fiiggvény, melynek fliggvényértékei
kétdimenziés vektorok.
2

0
Fe () o (”” o ) | tehat fi(e,y) = % — 2 & ol y) = o

2 2
ekkor a fiiggvényérték az (1,2) pontban f(1,2) = (11 _23 ) = <_83> € R?.
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Vektorfliggvények derivalasa, totalis derivalt

Definici6. (totalis derivalt) Legyen f : Dy C R™ — R™ vektor-vektor
fliggvény és xo = (21,2, ..., ) @ Ds halmaz belsejében egy pont. Az
f(x) fliggvény totalisan derivalhaté az xg pontban, ha létezik A € R™*"
matrix melyre

f(xo+h) = A -h+f(xq)+¢(h)h,

ahol ¢ : R® — R", olyan hogy &ir%g(h) = 0. Itt A valés matrixot az f
—

fliggvény xqg pontbeli totalis derivaltjanak nevezziik.

Specialisan. m = 1 esetén ez az n valtozds skalarfiiggvények totalis
differencialhatésaganak definicija. A totalis derivalt ekkor mindig egy
1 X n-es matrix, azaz egy n dimenziés vektor, ami megegyezik a gradienssel.
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Vektorfliggvények derivalasa, Jacobi matrix

Definicié. (parcialis derivaltak) Legyen f : Dy C R™ — R™ vektor-
vektor fliggvény és x = (x1,...,x,) a D halmaz eleme, tehat

fi(x) i@y, an)
f(x) =1f(z1,....,z,) = : = : ,

fm (%) fm(@1, .y Tn)
ahol f; : R™ — R az i-edik koordinatafiiggvény. Ha f totalisan derivalhaté
az xg € D¢ pontban, akkor léteznek az f; koordinatafiiggvényeknek x;
valtozék szerinti parcialis derivaltjai xg-ban. Ezeket matrixba rendezve
kapjuk a fliggvény xg-ban vett derivalt matrixat, vagy Jacobi-matrixat,

azaz
Dix) Pixo) o Slxo)
Xr1 €ro Ln
O ) 2ig) o P2y
61‘1 0 (31‘2 0 8;{;n =Ac Ran.
Ofm Ofm Ofm
8x1 (Xo) 8x2 (Xo) e axn (Xo)
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Peélda

Szamitsuk ki az f(z,y, z) = (vy— 22, 2% —y? +32) vektorfiiggvény Jacobi-
matrixat.
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Peélda

Szamitsuk ki az f(z,y, z) = (vy— 22, 2% —y? +32) vektorfiiggvény Jacobi-
matrixat.
Az f fliggvénynek n = 3 valtozéja van és m = 2 komponensfiiggvénye,
ezért a Jacobi matrix 2 x 3-as. Nézziik a komponensfiiggvényeket és azok
Osszes parcialis derivaltjat:
fiz,y,2) =2y — 22
* azfl z, Y,z )_ Y
x

(
* 8yf1($ Y,z ) -
* 82f1(1»' Y,z ) —2z

folz,y,2) = 2 —y* + 32
* aIfQ(xay7 Z) =2z
* 8yf2($,y, Z) - _2y
(
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Peélda

Szamitsuk ki az f(z,y, z) = (vy— 22, 2% —y? +32) vektorfiiggvény Jacobi-
matrixat.
Az f fliggvénynek n = 3 valtozéja van és m = 2 komponensfiiggvénye,
ezért a Jacobi matrix 2 x 3-as. Nézziik a komponensfiiggvényeket és azok
Osszes parcialis derivaltjat:

fiz,y,2) =2y — 22
M azfl(x Y,z )_y
* 8yf1($ Y,z )_x
(

« 0.5 (z,y,2) = —22 Tehat a Jacobi-matrix:
—f _ | Y T —2z
o Oz fo(z,y,2) =2z
® 6f2($ y, ):—Qy
* 0:folz,y,2) =
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Gorbék a feliileten

Specialisan. Valasszunk az zy-sikban egy kétdimenziés gorbét, melyet a
g:R=R?% e (x(t),y(1) = g(t)
vektorfliggvény ir le. (Vektorfiiggvény n = 1 valtozé és m = 2 kétdimen-
zios fliggvényértékekkel.)
Ekkor egy adott kétvaltozés skalar-
fliggvény grafikonjan(feliiletén)

e (l’,y)'—)Z:f(.T,y)

megjelenithetjiik a gdrbe pontjait

y(to) g(t)
/ﬂ\_/ vt (2(t), y(t), fla(t), y(t).
L “ (x(to), y(to))

Igy az r(t) fiiggvény egy a feliileten
futé térgorbét ir le.

z(to)

A két fliiggvény tehat egymasba agyazva a feliileti gérbe pontjainak utolsé
koordinatajat adja meg:

fog:tw f(z(t),y(t)) = f(gt)) € R.

Matemaika A2 el6adas 13



Lancszabaly - Derivalas feliileti gorbék mentén

Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya (lancszabaly) valés fiiggvények

esetén
(fog) (x0) = [f(g(x0))]" = f'(g(x0)) - ¢ (o).

Lancszabaly feliileti gérbékre. Ha a létrehozott feliileti gérbe meredek-
ségét szeretnénk vizsgalni, akkor

(fog)(to) = [f(g(to))] "= f(g(t0)) - /(o) =

dx d
%(to) SF=a(t)
= grad f(z(to), y(to)) - = Jelolés: J =
@ =)
= fa(z(to), y(to)) - &(to) + fy(z(to), y(to)) - ¥(to).
Hiszen f(z,y) kétvaltozds skalarfiiggvény Jacobi matrixa a gradiens, és a

g(t) vektorfliiggvény derivaltja a koordinatafiiggvények derivaltja, azaz egy
2 X 1-es matrix.
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Vegyiik észrel

Abban a specialis esetben, mikor g(t) = (xo+t cos(y), yo +tsin(p)), ahol
(z0,y0) = g(to) = (x(to0),y(to)) ponton atmend ¢ iranyszogl egyenes,
akkor

(F(&(t0)))’ = (f4(x0. yo). £} (@0, 0) (Z?ﬁ((ﬁﬁ;) B

= f2(20,90) - cos(p) + f, (0, o) - sin(p).
Ami nem mas, mint az f(z,y) fliggvény x-tengely pozitiv felével ¢ szoget

bezaré iranyban vett iranymenti derivaltja (f,(z0,90)). Specialisan, ha

* ©v=0, g(t) = (xo +t,y0), az z-tengelyiranyl parcialis derivalt, azaz

(F(elta))) = (e s0) v o)) () = il

* ©»=090° g(t) = (x0,yo + t) az y-tengelyiranyl parcialis derivalt,
azaz

(F(eta))) = (o). fy o) (1) = £, o)
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Lancszabaly - Altalanosan

Lancszabaly. Legyen f : R" — R™ és g : R® — R"™ vektorfliggvények,
valamint xq € Dy olyan, hogy g(x¢) € D¢. Legyen tovabba g differenci-
alhaté az xo-ban és f differencialhaté g(xp)-ban. Ekkor (fog) : R® s R™
fliggvény differencialhaté xg-ban, és

(fog)'(x0) = f'(g(x0)) - 8'(x0)

Jacobi-matrixok szorzata lesz, azaz egy m x s-es matrix.

® A hagyomanyos egyvaltozds valos fiiggvények lancszabalya az
s=n=m =1 eset.

® A korabban megvizsgalt feliileti gorbék derivalasi szabalya az
s=1=m, n =2 eset.
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Peélda

1
Legyen f(x,y) = ngy?’ és g(t) = (t3,1?). Hatarozzuk meg az (f o g)(t)
fliggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.
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Peélda

1
Legyen f(x,y) = E:Ezy?’ és g(t) = (t3,1?). Hatarozzuk meg az (f o g)(t)
fliggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.

Sziikségiink van a g(t) Jacobi-matrixara: o — O
EW=\gw) T\ 2t )

és az f(x,y) Jacobi matrixara:
f(a,y) = (falz,y), fi(z,9) = (5257, 52%%) .
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Peélda

1
Legyen f(x,y) = E:Ezy?’ és g(t) = (t3,1?). Hatarozzuk meg az (f o g)(t)
fliggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.

Sziikségiink van a g(t) Jacobi-matrixara: i (x(t)) B < 342 )
y(t) 2t )’
és az f(x,y) Jacobi matrixara:
f/(x’y) = (fglc(x’y)7fgl/(x’y)) = (%ny:g, %.7321/2) .
Az f(x,y) Jacobi-matrixa a g(t) helyen:
Fl(g®) = f'(x(t),y(1)) = (3°(#%)*, 5(t3)*(1)?) = (5t°, 5t"°) -

Matemaika A2 el6adas



Peélda

1
Legyen f(x,y) = gxzy?’ és g(t) = (t3,1?). Hatarozzuk meg az (f o g)(t)
fliggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.

Sziikségiink van a g(t) Jacobi-matrixara: i (x(t)) B < 342 )
y(t) 2t )’
és az f(x,y) Jacobi matrixara:
f/(x’y> = (f;(x’y%fgl/(x’y)) = (%ny:g, %3323/2) .
Az f(x,y) Jacobi-matrixa a g(t) helyen:
Fl(g®) = f'(x(t),y(1)) = (3°(#%)*, 5(t3)*(1)?) = (5t°, 5t"°) -

Tehat a lancszabaly alapjan:

N B S T 32\ 1, a1 o1
(fog)(t)—<3t72t Ty )=ttt =2t
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Peélda
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y(t) 2t )’
és az f(x,y) Jacobi matrixara:
f/(x’y> = (f;(x’y%fgl/(x’y)) = (%ny:g, %3323/2) .
Az f(x,y) Jacobi-matrixa a g(t) helyen:
Fl(g®) = f'(x(t),y(1)) = (3°(#%)*, 5(t3)*(1)?) = (5t°, 5t"°) -

Tehat a lancszabaly alapjan:

N B S T 32\ 1, a1 o1
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