BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM

Matemaika A2 el6adas

GTK NG&PSZ - 2025.tavasz

Balla-S.né Béla Szilvia
belus@math.bme.hu

geometria.math.bme.hu/bela-szilvia




16. elédas:
Kétvaltozés fiiggvények lokalis szélsGértékei.
Hesse-féle determinans.
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Lokalis szélsgértékek

Definicié. Egy xo € R™ pont nyilt, ¢ sugar( kérnyezete az x( kdzép-
pontd, € sugari gomb belseje, azaz

K.(x0) = {x € R" | |x — x¢| < £}

Definicié. Az f: R™ — R fiiggvénynek lokalis minimuma(maximuma)
van egy xo € R™ pontban, ha xg-nak van egy olyan K.(xo) kérnyezete,
hogy minden x € K.(x¢) esetén

fx) = fxo)  (f(®) < [(x0))-

Tétel. (lokalis szélsGérték létezésének sziikséges feltétele) Ha az
f:R™ — R fiiggvénynek az xo € R™ pontban lokalis szélsértéke van,
akkor xg-ban az Osszes létez6 parciélis derivaltja 0.

Indoklas. A kétvaltozés fliggvények szélsértékhelyein a feliilet érintésikja
vizszintes, tehat az érintésik normalvektoranak z- és y-koordinataja is 0
kell legyen.

Definicié. Az olyan xg € Dy C R™ pontot, melyre az f: R” — R fiigg-
vény &sszes parcialis derivaltja 0, az f stacionarius pontjanak nevezziik.
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Lokalis szélsGérték létezésének elégséges feltétele

Tétel. (lokalis szélsGérték létezésének elégséges feltétele) Ha az
(x0,y0) pontban az f(x,y) fuggvény olyan, hogy
fe(xo,y0) = fy(x0,90) =0 (stacionarius pont),

tovabba a masodik parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak, és

det (Hessef (20, 40)) = f1(x0.90) f11, (0, 90) — (f2, (20, %0))” > 0,

azaz a Hesse-féle matrix determinansa pozitiv, akkor lokalis széls6értéke
van a fliggvénynek a pontban.
Ekkor

* ha f7.(z0,y0) > 0 ( ugyanakkor f} (zo,y0) > 0), akkor lokalis
minimuma van,

* a f.l.(w0,90) < 0 (ugyanakkor f; (x0,y0) < 0), akkor lokalis
maximuma van.
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Stacionarius pontok osztalyozasa

Ha a (x9,yo) stacionarius pontja f-nek, azaz

f;(xo,yo) = f;(il?o,yo) =0.

/’/7;;‘1""
HTT1]
isitrey

Lokalis maximum Lokalis minimum Nyeregpont
vz (0, 90) <0 2z (%05 Y0) > 0
(fufily — (F2)7) (o) 0 (Fiufiy — (F2)7) o) 0
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Példa
Keressiik meg a lokalis szélséérték helyeit és szamitsuk ki azok értékeit,
ha a fiiggvény
flz,y) =1+ + 4y — 32 — 3y°.
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Peélda

Keressiik meg a lokalis szélséérték helyeit és szamitsuk ki azok értékeit,
ha a fiiggvény

flz,y) =14z + 4y — 32° — 39°.
A parcialis derivaltak:

filzy)=1-92> =1-92"=0 =2"=% =a==1
filzy) =4-9% =4-92=0 =y*=1 =y==2
A stacionarius pontok: (3,2),(3,-2),(-%.2).(-3.-2).

A masodrendii parcialis derivaltak:

fo(zy)=—18z  fr(zy)=0  fI(z,y)=—18y

Hesse-féle determinans:

Fr ) o () — (F2,(2y))° = (—182)(~18y) — 07 = 324ay

(%, %) 72>0;—6 <0 lokalis maximum, f (%, %) =3
- (3,-32) —72<0 nyeregpont
gy: 2

(-1,3) -72<0 nyeregpont

1
3
(-3,-2) 72>0;6>0 lokalis minimum, f (—3,—%) = -1
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Peélda

Keressiik meg a lokalis szélséérték helyeit és szamitsuk ki azok értékeit,
ha a fiiggvény

flz,y) = (2 — 62)(y* — 4y).
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Peélda

Keressiik meg a lokalis szélséérték helyeit és szamitsuk ki azok értékeit,
ha a fiiggvény

fla,y) = (2® = 62)(y* — dy).
A parcialis derivaltak:

fel@,y) = (22— 6)(y° — 4y)

fo(@,y) = (2 — 62)(2y — 4)

Egy stacionarius pontban mindkettének el kell tiinnie. Ha az z szerinti 0:

(22— 6)(y* —4y) =0

2r—6=0 vagy y? —4y =0
r=3 (y—4)y=0
y=4 y=0

Az y szerinti parciélis derivaltbdl: (22 — 6x)(2y — 4) = 0.

Ha z =3, akkor —9(2y —4) =0, = y=2.

Ha y = 4, akkor z = 0 vagy = 6; ha y = 0 akkor 2 = 0, 6 szintén.
Tehat a stacionarius pontok: (3,2), (0,0), (0,4), (6,0), (6,4).
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Példa folytatasa
Szamoljuk ki a masodrendii parcialis derivaltakat:

folx,y) = (22 = 6)(y° — 4y) f2(z,y) = 2(y* — 4y)
foley) = (22 = 60)(2y —4) = fil (z,y) = 2z — 6)(2y — 4)
A Hesse-féle determinans:

P (@) fo () — (£ (2,9)) = 2(y°—4y)-2(2° —62) — (20—6)%(2y—4)?

(3,2) 144 > 0  lokalis szélssértek
(0,0) —576 <0 nyeregpont
A stacionérius pontok: (0,4) —576 <0 nyeregpont
(6,0) —576 <0 nyeregpont
6,4) —576 <0 nyeregpont

Tehat csak a (3,2) pont lokalis szélséérték (tobbi nyeregpont).

Mivel f7 (3,2) =—-8<0, igy a (3 2) pont lokalis maximumhely.
A lokalis maximum értéke: f(3,2) =
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Szoveges szélsGértékszamitasi feladat

Géza a pajtaja falahoz egy 1 m3 térfogata feliilrdl nyitott téglatest alaki
szénatarol6t szeretne épiteni. A tarolé egyik oldalat a pajta alkotja, csak
a maradék harom oldalat és az aljat kell elkészitenie.

Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehets legkevesebb anyagot kelljen
felhasznalnia?

Oldjuk meg a feladatot Ggy is, hogy a tarolé aljat a fold alkotja!
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Szoveges szélsGértékszamitasi feladat

Géza a pajtaja falahoz egy 1 m3 térfogata feliilrdl nyitott téglatest alaki
szénatarol6t szeretne épiteni. A tarolé egyik oldalat a pajta alkotja, csak
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Szoveges szélsGértékszamitasi feladat

Géza a pajtaja falahoz egy 1 m3 térfogata feliilrdl nyitott téglatest alaki
szénatarol6t szeretne épiteni. A tarolé egyik oldalat a pajta alkotja, csak
a maradék harom oldalat és az aljat kell elkészitenie.

Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehets legkevesebb anyagot kelljen
felhasznalnia?

Oldjuk meg a feladatot Ggy is, hogy a tarolé aljat a fold alkotja!

Legyenek az oldalhosszak a,b,c > 0. Tudjuk, hogy a térfogat 1

1
l=abe = c=—.
aoc C ab

A felhasznalt anyag: ab + 2bc + ac. Ezekbél a minimalizalandé fiiggvény
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Szoveges feladat folytatas

2 1
f(a,b):ab+*+g
A parcialis derivaltak: a
2
ft/l(avb):b_% :>b_§:0 $a2b22
f;;(a,b):afbi2 :>afbi2:O =ab® =1

Amibél a3b® = 2, azaz ab = V/2. Igy

a?b 2 3 ab? 1
= =" = /4 b= —=—%=
T b 2 V4 ab 2

1

Tehat az egyetlen stacionarius pont a (\‘7’/41, ) A masodrendii parcialis derivaltak:

K7
" 4 " 7 2
faa(a7b):$ fab(avb)zl fbb(avb):big
Hesse-féle determinans:
2 4 2 8
Faa(@:b) - fib(a,b) = (fab(a,0))" = 35 =12 = =g —

Ennek az értéke a stacionarius pontban 3 > 0, igy ez lokalis szélsGérték.

Mivel f2, (\?/1, 3%/5) > 0, ezért ez lokalis minimumhely. Ekkor ¢ = 4 = 3%/5
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Szoveges feladat masodik kérdése

Oldjuk meg a feladatot agy is, hogy a tarolé aljat a fold alkotja!

Ekkor a felhasznalt anyag: ac + 2bc = (a + 2b)c.

1 2
b)=-+—
f(aﬂ ) b + a
A parcialis derivaltak:
2
fé(a, b) = _E =0
, 1
fb(a, b) = —b7 =0

Nincs megoldas.
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Magasabb dimenziés eset

f:R™ = R fiiggvénynek a Py(x1, 2, ...,x,) pontban a fiiggvény
masodik parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak, tovabba

fo,(Po) = fo,(Po) =--- = fo (Po) =0 (P, stacionarius pont)
és
) ) 2 (B o f (P)
f// (PO) r1x1 (PU) mlxg(PO) . .
A PO ) ) |

:,c/n:vl (PO) s alzlnxn (PO)

* mindegyike pozitiv, akkor Py lokalis minimum.

* valtakoz6 elGjelii és fi)

(Py) < 0, akkor Py lokalis maximum.
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