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17. elédas:
Feltételes széls6érték szamitas,
Lagrange-szorzék.
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Bevezet6 feladat - Feltételes szélsGértékszamitas
Hatarozzuk meg az f(z,y) = x? + 3> + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az 22 + y? = 1 feltétel mellett.

Tehat az adott felillet f(x,y) szélséértékeit "csak" egy feliileti gérbe, az
2% 4 y? = 1 kor felett elhelyeszkeds feliileti pontok kozott keressiik.

Y

L
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Bevezet§ feladat - Feltételes szélsGértékszamitas
Hatarozzuk meg az f(z,y) = x? + 3> + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az 22 + y? = 1 feltétel mellett.

Tehat az adott felillet f(x,y) szélséértékeit "csak" egy feliileti gérbe, az
2% 4 y? = 1 kor felett elhelyeszkeds feliileti pontok kozott keressiik.

Y

Ha 22 + y? = 1, akkor a fiiggvény:
flzy) =1+2y—1=2y

Az 22 4+ y? = 1 feltételbdl az is kdvetkezik, hogy —1 < y < 1, igy a
figgvényérték minimuma —2, ha y = —1, és a fliggvény maximuma 2, ha
y=1.

Matemaika A2 el6adas



Lagrange-fiiggvény

Feltételes szélsGérték kétvaltozés fiiggvényekre. Az f(x,y) fliggvény
lokalis szélsGertékeit keressiik a g(x,y) = 0 feltétel mellett. Ekkor tekint-
siik az

F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)

haromvaltozés Lagrange-fiiggvényt, ahol )\ a Lagrange-multiplikator.

Tétel (lokalis szélsGérték létezésének sziikséges feltétele). Ha az
f: R? = R fiiggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai és folytonosak,
és az (x9,y0) € R? pontban lokalis széls6értéke van a g(z,y) = 0
feltétel mellett, tovabba g(x,y) flggvény parcialis derivaltjai léteznek
és nem mind nullak, akkor a megfelels pontban az F(x,y, \) fliggvény
mindharom parcialis derivaltja 0.

Megjegyzés. A Fi(z,y,\) = g(x,y) = 0 feltétel pontosan a szélséérték-
hely keresésének kitiizott feltétele.
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Bevezet6 feladat - Lagrange fliggvény
Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + y? + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az 22 + y? = 1 feltétel mellett.
Adott a feliilet f(x,y) és g(z,y) = 22 + 3% — 1 = 0 feltétel, igy
Flz,y,\) = 2% +¢y° + 2y — 1+ A\(2? + 4> — 1).

Ekkor f;(7,y) = 2z és f, (z,y) = 2y + 2 léteznek és folytonosak, tovabba
9. (z,y) = 2z és g, (v,y) = 2y szintén léteznek, és ha (z,y) # (0,0),
akkor nem lesznek egyszerre nullak.

Vizsgaljuk meg F'(x,y, \) pracialis derivaltjait

Fl(z,y,\) =2z +2\x = 2\ + 2)z
Fp(z,y,A) =2y +2+2\y = 2\ +2)y + 2

Fi(z,y,\) =2 +¢* -1
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Bevezet6 feladat - Lagrange fliggvény
Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + y? + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az 22 + y? = 1 feltétel mellett.
Adott a feliilet f(x,y) és g(z,y) = 22 + 3% — 1 = 0 feltétel, igy
Flz,y,\) = 2% +¢y° + 2y — 1+ A\(2? + 4> — 1).

Ekkor f;(7,y) = 2z és f, (z,y) = 2y + 2 léteznek és folytonosak, tovabba
9. (z,y) = 2z és g, (v,y) = 2y szintén léteznek, és ha (z,y) # (0,0),
akkor nem lesznek egyszerre nullak.

Vizsgaljuk meg F'(x,y, \) pracialis derivaltjait

Fl(z,y,\) =2z +2\x = 2\ + 2)z
Fp(z,y,A) =2y +2+2\y = 2\ +2)y + 2

Fi(z,y,\) =2 +¢* -1 = g(x,y) = 0 miatt = 0
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Bevezet6 feladat - Lagrange fliggvény
Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + 3% + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az x2 + y? = 1 feltétel mellett.

Adott a feliilet f(x,y) és g(z,y) = 22 + 3% — 1 = 0 feltétel, igy
Fla,y,\) =2” +y° + 2y = 1+ M@ +y° - 1).

Ekkor f;(7,y) = 2z és f,(z,y) = 2y + 2 léteznek és folytonosak, tovabba
9. (z,y) = 2z és g, (v,y) = 2y szintén léteznek, és ha (z,y) # (0,0),
akkor nem lesznek egyszerre nullak.

Vizsgaljuk meg F(z,y,\) pracialis derivaltjait a (0, 1) pontban

Fi(z,y,\) =2z + 2 z = 2\ + 2)z =>z= 2\ +2)0=0

Fo(z,y, ) =2y +2+2y =2 +2)y+2 =y (22 +2)1 2=
=22+4=0, haA=-2

Fy(z,y,A) = 2* +9y° — 1 = g(z,y) = 0 miatt = 0
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Bevezet6 feladat - Lagrange fliggvény

Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + y? + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az 22 + y? = 1 feltétel mellett.

Adott a feliilet f(x,y) és g(z,y) = 22 + 3% — 1 = 0 feltétel, igy
Flz,y,\) = 2% +¢y° + 2y — 1+ A\(2? + 4> — 1).

Ekkor f;(7,y) = 2z és f, (z,y) = 2y + 2 léteznek és folytonosak, tovabba
9. (z,y) = 2z és g, (v,y) = 2y szintén léteznek, és ha (z,y) # (0,0),
akkor nem lesznek egyszerre nullak.

Vizsgaljuk meg F(z,y, ) pracialis derivaltjait a (0,—1) pontban

Fl(z,y,\) =2z +2\x = 2\ + 2)z =a=(22+2)0=0

F(z,y,\) =2y +2+2 y= 2 +2)y+2 =y=2A\+2)(-1)+2=
=-2XA=0, haA=0

F{(z,y,\) =2 +4* -1 = g(x,y) = 0 miatt = 0
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Elégséges feltétel a szélsGérték létezésére

Tétel (lokalis szélsGérték létezésének elégséges feltétele). Ha az
(20, yo) pont kdrnyezetében az f(x,y) fliggvény masodik parcialis derivalt-
jai léteznek és folytonosak, és g(z, y) fliggvény parcialis derivaltjai léteznek
és nem mind nullak, tovabba egy (Ao, zo, yo) stacionarius pontban, ahol

Fy (20,90, M) = Fy (20,90, Ao) = 0,
teljesiil, hogy F'(z,y, \) Hesse-féle determinansa
(0,90, 20)  Fiy (20,90, o) 92(0, Y0)
det(F (0,90, M) = | Fyu(Toy0,Ao)  Fyy (0,90, X0)  9y(T0,%0) | =
9:(0,%0) 9y(%0,Y0) 0
= 2F)! (20,90, 0) 9% (0, Y0) 9y (0, yo) — Fyyy (20, Y05 Xo) gl (0, y0)* —
—F} (%0, Y0, M) g, (0, Y0)”

® pozitiv, akkor lokalis maximuma van
® negativ, akkor lokalis minimuma van

az (g, yo) pontban az f(z,y) figgvénynek a g(z,y) = 0 feltétel mellett.

(DE HA g, (z0,y0) = 0 és g; (xo,yo) = 0, akkor a determinans 0, nem tudjuk van-e szélséérték!)
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Bevezet6 példaban

A stacionarius pontok (0,1, —2) és (0,—1,0), tovabba a masodrendii
parcialis derivaltak:

F! (z,y, )—2/\—|—2
Fl(z,y,\) = 2\ + 2)x Ey (z,y,\) =
Fy(z,y,A) = (A + 2)y + 2 = F”(x v, )—2)\+2
F(z,y,\) =2* +9y* -1 F{.(x,y,\) = 2x
Fy(z,y,A) =2y

Igy a Hesse-determinans:

20+ 2 0 2z

0 2242 2y | = 4220 +2)—4y> (20 +2) = —8(z2+y*) (A +1),
2z 2y 0
—amia (0.1, —2) pontban (=8 -1-(—1) = 8) pozitiv, igy itt lokalis

maximum van,
- mig a (0,—1,0) pontban (—8-1-1 = —8) negativ, igy itt lokalis
minimum van.
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Peélda

Keressitk meg az f(z,y) = 6x + 8y — 10 fiiggvény szélsGértékeit az
22 + 3% = 25 feltétel mellett!
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Peélda

Keressitk meg az f(z,y) = 6x + 8y — 10 fiiggvény szélsGértékeit az
22 + 3% = 25 feltétel mellett!
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Peélda

Keressiik meg az f(x,y) = 6z + 8y — 10 fliggvény szélsGértékeit az
22 + 3% = 25 feltétel mellett!

A g(z,y) = 2% +y? — 25, és igy
F(2,y,\) = 6z + 8y — 10 + \(2® + y* — 25)

A parcialis derivaltjai:

6 3
Fl(z,y,\) =6+ \-20 =6+ 2\ Sr=—gr=—%
8 4
Fé(m,y,)\)=8—|—)\-2y:8—|—2/\y iy:—ﬁ:—x

F{(z,y,\) = 22 4+y% —25

Az utolsé egyenletbe helyettesitve:

2 2
3 4 25
( A) +< )\) 5 = 2 5 = A

Tehat a stacionarius pontok: (—3,—4,1) és (3,4, —1).

Matemaika A2 el6adas



Példa folytatasa

A masodrend( parcialis derivaltak:

Fl (z,y,\) =2\
Fl(z,y,\) =6+ 2\z E (g, 0) =
Fy(z,y,\) =842y = Ey (z,y, )72)\
Fi(z,y,\) = 2> +9y* - 25 F{.(x,y,\) = 2x
FRy(@,y,A) =2y
Igy a Hesse-determinans:
20 0 2z
0 2\ 2y |=—8z%\— 8%\,
2¢ 2y O

—ami a (—3,—4,1) pontban negativ, igy itt lokalis minimum van,
—-mig a (3,4, —1) pontban pozitiv, igy itt lokalis maximum van.

Az adott feltétel mellett a fiiggvény
(lokalis) minimuma: f(—3,—4) = —60,
(lokalis) maximuma: f(3,4) = 40.
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Pelda 2.

Mennyi a maximuma f(z,y) = xy-nak, ha = +y = 107
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Példa 2.

Mennyi a maximuma f(z,y) = xy-nak, ha = +y = 107
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Pelda 2.

Mennyi a maximuma f(z,y) = xy-nak, ha = +y = 107
flz,y) =zy
9(z,y) =z +y—10

A pacialis derivaltak:

Fr(z,y,A) =y + A =y=-A
Fj(z,y,\) =2+ X =r=-\
Fl(z,y,\) = 2+ — 10 S A+ (A —10=0

A= -5, ésigy x =y = 5. Azaz egyetlen stacionarius pont van: (5,5, —5).
Hesse-féle determinans itt:

[
=

1
11=2>0
0

Tehat az (5,5) pont lokalis maximumhelye a fiiggvénynek az adott feltétel
mellett. A maximum értéke: f(5,5) = 25.
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Szélséérték keresése korlatos és zart tartomanyon

Az f(x,y) fiiggvény (abszolit) minimumat és maximumat keressiik egy
megadott B = {(z,y) | g(z,y) > 0} tartomanyon.

El6szor megkeressiik az f fiiggvény lokalis szélséértékeit, melyek koziil
csak a tartomanyba es6ket vessziik figyelembe. (B belsé pontjai kozott
keresiink.)

Majd az f fliggvény szélsGértékeit megkeressiik a g(x,y) = 0 feltétel mel-
lett a Lagrange-fiiggvénnyel. (B hatarpontjai kozott keresiink.)

A kapott eredményekbsl megallapitjuk az abszoldt minimumot és maxi-
mumot.
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Peélda

Keressiik meg az f(x,y) = 22 — z + y? fiiggvény szélsdértékeit az egység-

korlapon, azaz K = {(z,y) | 2* + y* < 1} tartomany felett.
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Peélda

Keressiik meg az f(x,y) = 22 — z + y? fiiggvény szélsdértékeit az egység-

korlapon, azaz K = {(z,y) | 2* + y* < 1} tartomany felett.
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Példa
Keressiik meg az f(x,y) = 22 — z + y? fiiggvény szélsdértékeit az egység-
korlapon, azaz K = {(z,y) | 2* + y* < 1} tartomany felett.
El6szor lokalis szélséértékeket keresiink. Ehhez a parcialis derivaltak:
f;(xuy) =2z — ]-7
folz,y) = 2y.

Egyetlen stacionarius pont van: (3,0), mely a tartomanyba esik.
A masodrend(i parcialis derivaltak:

f;/m( YY) = 4,
foy(@y) = fo(x,y) =0,
foy(@,y) =
. 2 0 3 1 L1 s s
A Hesse-determinans 0 2 |= 4 >0, tehat az (1,0) lokalis szélsseértek,
mégpedig lokalis minimum (2 > 0).
A lokalis minimum értéke: f (%,0) = *i'
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Példa folytatasa
A Lagrange fiiggvény

F(z,y,\) =2 —z +y> + A\z? + % - 1).
A pacialis derivaltak:
Fl(z,y,\) =2z — 1+ X2z,
F/(z,y,\) = 2y + A2y,

Y
Fi(z,y,\) = 2% +y° — 1.
Ha Fy’(ac, y, A) eltlinik, akkor y = 0 vagy A = —1, viszont az utébbi esetben
Fl(xz,y,A\) = —1. Tehat y = 0 és a harmadik egyenletbsl z = +1. A
stacionarius pontok tehat: (1,0,—3),(-1,0,-32).
A Hesse-determinans
242X\ 0 2x
0 242\ 2y | =—(22)%(2420)—(29)%(2+2)) = —8(1+)) (> +¢?).
2z 2y 0

A (1,0,—%) lokalis minimumhely, értéke: f(1,0) = 0.
A (=1,0,—3) lokalis maximumhely, értéke: f(—1,0) = 2.

A fliggvény abszol(t minimuma —i, mig abszolit maximuma 2.
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