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18. el6das — gyakorlas
Parcialis derivaltak, gradiens, érint6sik.
Iranymenti derivaltak.

Lokalis széls6értékek, Lagrange-szorzok.
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Példa 1.
Tekintsiik a kdvetkezs fliggvényt:

% — 3y
f(x,y)zT

, x,y eR
a) Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat.
b) Irjuk fel a gradiensvektort a (0,2) pontban.

c) Irjuk fel az érint&sik egyenletét a (0,2)
pontban.

d) Adjuk meg a (0,2) pontbana v =(1,2) ésaw=(-1,—-1)
iranyokban az iranymenti derivaltakat.

e) Van-e olyan pont, ahol vizszintes az érint&sik?

f) Adjuk meg a Hesse-matrixot. Szamitsuk ki a (0,2) és a stacionarius
pontokban a determinanst!
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

2 a2

e z,y € R.

a) Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat.
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

2 a2

e z,y € R.

a) Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat.

A parcialis derivaltak:

(2% = 3y?)  2x  —a?+ 22 + 3y?

/ — —x (.2 -3 2y}’ -\ I 7 - —
fz(x7y) (6 (l‘ Y ))z ex + er e

fi(z,y) = (e7(2 - 3y%)) =

b

ex

—x? 42z +3y* 6y
—

adtia - (
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Példa 1.
Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

2 9.2

e z,y € R.

b) Irjuk fel a gradiensvektort a (0,2) pontban.
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

% — 3y
f(z,y) = T er

, T,y eR
b) Irjuk fel a gradiensvektort a (0,2) pontban.
A parcialis derivaltak értékei:

2 2 2
f;(ovg)zw

 —0%242-0+3-22
er B N

12

e0
(0,2)

0,2 =%

(0,2)

Igy a gradiens vektor:

gradf(0,2) = (12, -12)
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

2 o2

e z,y € R.

c) Irjuk fel az érint&sik egyenletét a (0,2) pontban.
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

2 o2

e z,y € R.

c) Irjuk fel az érint&sik egyenletét a (0,2) pontban.

02-3-22  —12

= —12.
e 0

A fiiggvény helyettesitési értéke:  f(0,2) =
A gradiens vektor: gradf(0,2) = (12,—12).
Igy az érintésik egyenlete:

z=12(x — 0) — 12(y — 2) — 12,

azaz
—122 4+ 12y + 2 = 12.
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Pelda 1.

Tekintsiik a kdvetkezd fﬂggvényté ,
4 — 3y
f(z,y) = T z,y € R
d) Adjuk meg a (0,2) pontbana v =(1,2) ésaw=(—1,—1)
iranyokban az irdnymenti derivaltakat.
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Pelda 1.

Tekintsiik a kdvetkezd fuggvenyt
% — 3y
f(may) -z vaI/ER

em

d) Adjuk meg a (0,2) pontbana v =(1,2) ésaw=(—1,—1)
iranyokban az irdnymenti derivaltakat.

A gradiens vektor: gradf(0,2) = (12,—-12).

v (L2 (1 2 r
e I _(\/5’\/5>'akk°

R0.2) = (1212, (2 S -2 R e
b W _ (L) (

W] V2

—1
fL(0 \2{\<[(1)2 -12), ( _1)> —l2tlz
VTN V2 V2 vz

Mivel w = (—1,—1) pont a gradiensre meréleges irany, ezért itt a szint-
vonal érintSiranyaban nulla a meredekség.

akkor
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:
% — 3y
fley) = —7—

pramt z,y € R.

e) Van-e olyan pont, ahol vizszintes az érint&sik?
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:

2 o2

pramt z,y € R.

e) Van-e olyan pont, ahol vizszintes az érint&sik?

Az érint6sik ott lehet vizszintes, ahol a parcialis derivaltak nullak, azaz:

—% 4 22 + 3y? ) 6y
fé(%y):e—xzo és f;(x7y):—67:0
—22 422432 =0 y=0, és — 22+ 2z =0;

akkor, ha

_6y:0 azazy:Oésx:Q

vagy y =0 ésx = 2.

Tehat a P(0,0) és a Q(2,0) pontokban lesz vizszintes az érintsik,
(z =0 és z = 4 sikok).
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:
% — 3y
fay) =" syer

f) Adjuk meg a Hesse-matrixot. Szamitsuk ki a (0,2) és a stacionarius
pontokban a determinanst!
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Pelda 1.

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

x? — 3y?
fay) =" nyer
f) Adjuk meg a Hesse-matrixot. Szamitsuk ki a (0,2) és a stacionarius
pontokban a determinanst!
A masodrend(i parcialis derivaltak:

, —x? + 2z + 3y ! —x2 + 2z 4 3y2 -2 42 z2—4x—3y%+2
fza:(zyy):< = ):_ = + p. = - ;
e = e e e
, —x2 4 2z + 3y ! 6y , 69\’ 6
Joy(®,y) = (71:) =—i fyy(x,y):<77 =——
€ y € er )y e
=2 12
det(Hessef(0,0)) = ‘(2) 06' = —12; det(Hessef(2,0)) = 602 _% ==
_ =¢

Azaz a P(0,0) pontban a fiiggvénynek nyeregpontja van, még a Q(2,0)
ponban lokalis maximuma, mert f,_(z,y) < 0.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kdvetkezé fliggvényt:
fle,y) =2 =3zy®, w,yeR.

a) Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat az
(1, —3) pontban. B2

b) Irjuk fel az érint&sik egyenletét az (1, —3) e
pontban.

¢) Adjuk meg az (1,—3) pontban a v =(—3,2) ésa p =120° "
iranyokban az iranymenti derivaltakat.

d) Szamitsuk ki az iranymenti derivaltak maximalis és minimalis értékét
is az (1, —3) pontban.

e) Az x = y? feltétel mellet keressiik meg a fiiggvény szélssértékeit.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:
fle,y) =2 =3zy®, w,yeR.

a) Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat az (1, —3) pontban.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:
fle,y) =2 =3zy®, w,yeR.

a) Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat az (1, —3) pontban.

A parcialis derivaltak:

£, -3) = (2% = 323%) |

:33:2—33/2‘ —3_927— -2

(1,-3) (1,-3)

f;(L -3) = (333 — 3xy2)

—6a:y‘ — 6-1-(-3)=18

!
y ‘(1,—3) o (1,-3)

gradf(1,—3) = (322 — 3y2, —6zy) ‘ = (-2418)
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:
f(x,y):x?’—?)my2, x,yeR.

b) Irjuk fel az érintésik egyenletét az (1, —3) pontban.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:
f(x,y):x3—3my2, x,yeR.

b) Irjuk fel az érintésik egyenletét az (1, —3) pontban.
F1(1,—3) = —24 és f!(1,—3) = 18 tovabbs
f(1,-3)=13-3-1-(=3)2=1-27=-26.

Igy az érint6sik egyenlete:

z=(-24)(x — 1)+ 18(y +3) — 26
z=—24x +24 4+ 18y + 54 — 26
z = —24x + 18y + 52

24x — 18y 4+ z = 52
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Példa 2. (Majomnyereg)
Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:
f(xyy):'xg_gny? $ay€R

¢) Adjuk meg az (1,—3) pontban a v =(—3,2) és a ¢ = 120°
iranyokban az iranymenti derivaltakat.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:
f(myy):xg_gxy27 $ay€R

¢) Adjuk meg az (1,—3) pontban a v =(—3,2) és a ¢ = 120°
iranyokban az iranymenti derivaltakat.

A gradiens vektor: gradf(1,—3) = (—24,18).

v (—3,2) -3
Ha m— Vit (W \/>) akkor

£1(1,-3) =<( 24,18), ( 3 2 >> _ 72436 108 o9 05

V13 V13 Vi3 V13
1
Ha ¢ = 120° akkor az iranyvektor w = (cos(120°), sin(120°)) = —3 \QF

2 2

kk
e fo(1,=3) =<( 24,18), ( 21 \f>> _ Hrisvs ~ 27,59.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:
f(x)y):x?’*Sny, x,yGR.

d) Szamitsuk ki az iranymenti derivaltak maximalis és minimalis értékét
is az (1, —3) pontban.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:
f(z,y):ac?’—Bny, x,yGR.

d) Szamitsuk ki az iranymenti derivaltak maximalis és minimalis értékét
is az (1, —3) pontban.

Mivel az iranymenti derivalt maximuma a gradienssel megegyezé iranyban
van, ezért az u = (—24, 18) iranyban lesz az iranymenti derivalt maximalis.

by B (2418) (—24 18) B (—4 3), kor

lu[ /900 30 30) \5'5
43 96+54 150
(1,-3) = ((—=24,18), ([ —, =) = ==
fu(,3)<( ,8>,<5,5)> 5 = =30

ami pont a gradiens hossza /242 + 182 = /900 = 30 lesz.

A gradienssel ellentétes iranyban, —u = (24, —18) az irdnymenti derival
értéke minimalis, a gradienshossz minusz egyszerese azaz —30 lesz:

4 =3 —-96—-54 —150
! 1 _ — 724 1 [ — = = = — .
Il -3) <( : 8),(5, 5)> - = =30

Matemaika A2 el6adas

14



Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:

f(xyy):xg_sxy27 $ay€R

e) Az x = y? feltétel mellet keressiik meg a fiiggvény szélssértékeit.
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Példa 2. (Majomnyereg)

Tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:
f(xyy):xg_gxy27 xanER

e) Az x = y? feltétel mellet keressiik meg a fiiggvény szélssértékeit.

A Lagrange fiiggvény:  F(z,y,)\) = 2% — 329% + Mz — y?).

A pacialis derivaltak:
F;(.Z'?:%)\) = 32” _392 +A=0,
Fé(x,y,)\) =—6zy—2)y=0 =y =0vagy A\ =—3x = —3y°,
F)/\(x7y7A):l‘_y2:07 :>l‘:y27

Ha y =0, akkor x =0 és A = 0.

Vagy F,(y*y, —3y*) =0=3y"* — 3y* — 3y* = 3y2(?/2\}2),
azaz y = £v2, =2, A = —6.

Igy stacionarius pontok a (0,0,0), (2,v2, —6), (2, —v/2, —6).
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Példa 2. (Majomnyereg)
Tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:
flz,y) =23 —32y®, z,y€R.
e) Az x = y? feltétel mellet keressiik meg a fiiggvény szélssértékeit.

Hesse-determinans

6z —6y 1
—6y —6—2\ —2y | =24y — 24zy® + 2\ +6.
1 —2y 0

A (0,0,0) lokalis maximumhely, mert det(Hesse)=6>0,
értéke: f(0,0) =0.
A (2,2, —6) lokalis minimumhely, mert det(Hesse)=—54 <0,
érteke: f(2,1/2) = —4.
A (2,—+/2,—6) lokalis minimumhely, mert det(Hesse)=—54 <0,
értéke: f(2,—v2) = —4.
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