BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM

Matemaika A2 el6adas

GTK NG&PSZ - 2025.tavasz

Balla-S.né Béla Szilvia
belus@math.bme.hu

geometria.math.bme.hu/bela-szilvia




19. el6das:
Val6s szamsorozatok (ismétlés).
Numerikus sorok fogalma.
Nevezetes sorok.

Matemaika A2 el6adas 2



Valés szamsorozatok (ismétlés)

Azokat a fliggvényeket, melyek értelmezési tartomanya a pozitiv egész sza-
mok halmaza (Z1) és értékkészlete a valés szamok halmaza (R), valos
szamsorozatoknak (numerikus sorozatoknak) nevezziik.

Zt>n—a, €R

an, - a sorozat n-dik eleme, megadja az altalanos hozzarendelési
szabalyt
{a,} - a sorozat maga, dsszes elemével

Sorozatok fontos tulajdonsagai
® monotonitas,
® korlatossag,
® konvergencia,

® nevezetes hatarértékek és Rendér-elv.
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Numerikus sorozatok tulajdonsagai (ismétlés)

Definicié. (Monotonitas) Azt mondjuk, hogy egy {a,} szamsorozat
monoton névekv (csokkend), ha minden n esetén

Qp, S an+1 (an Z an+1)-

Definici6. (Korlatossag)

* Az {a,} sorozat feliilrgl(alulrél) korlatos, ha elemeinek halmaza
feltlrsl(alulrol) korlatos, azaz 3K (k) € R, agy hogy

Vn€Z", a, < K(>k).

* Az {a,} sorozat korlatos, ha feliilrél és alulrél is korlatos.
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Numerikus sorozatok konvergenciaja (ismétlés)

Definici6. (Hatarérték) {a,} valés szamsorozat az A € R szamhoz
tart, ha barmely £ > 0 esetén létezik olyan N, kiiszébindex, melyté!
kezdve ha n > N., akkor

lan, —A| <e, azaz lim a, = A.
n—oo

Egy {a,} val6s szamsorozat divergens, ha nem konvergens (nincs
hatarértéke).
Tétel. (monotonitas+korlatossag=-konvergencia) Monoton és
korlatos sorozat konvergens.
Tétel. (konvergencia=-korlatossag) Konvergens sorozat korlatos.
Tétel. (Renddr/szendvics-elv) Ha {a,}, {b,} és {c,} sorozatok
esetén, lim,_, o a, = lim,_,~ ¢, = H és egy adott N kiiszébindextsl
minden n > N-re

an < bn < cn

teljesiil, akkor a {b,,} sorozat konvergens, és lim,,_,, b, = H.
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Nevezetes sorozatok (ismétlés)

Konstans sorozatok: a, = c € R, lim a, =c.
n— o0

Alternal6 sorozat: a, = (—1)" - |a,|, ha lim |a,| # 0, divergens.
n—oo

0, ha ¢ <1,
.. . A-1, hag=1
Geometriai sorozat: a, = A-¢", A,q € R, lim a, = P Mg=5
n—o0 o0, hag>1,

div., ha ¢ < —1,

kn
lim {/g=1(¢>0), lim {Yn=1 lim <1+n> =e".

n—oo n—0o0 n—0o0

Matemaika A2 eladas



Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

log,(n) < ¥n <« n< nf < o < nl < n
a>1 k>1 k>1 a>1

n

n—00 nk k>1 mn—oo nk_l -

n . n!
lim — 0 lim — = 0, lim — =0.
n—oo q" a>1, lc>1 n—oo n! a>1 n—oo N
. /n . . log,(n)
lim — = lim ——— = 0, lim —2~~ =
n—oo N n—00 5 k>1 n—oo \k/ﬁ a>1,k>1
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Numerikus sorok

Definicié. Legyen {a,} egy numerikus sorozat, ekkor a

00
Zak:a1—|—a2+---—|—ak—|—...
k=1

formalis végtelen dsszeget numerikus sornak nevezziik. A sor tagjai az
a, sorozatelemek. A sor n-edik részletésszege az

n
Sy 1= E ap =ay +ag + -+ anp,
k=1
véges Osszeg. Azt a sorozatot, melynek elemei a sor s,, részletdsszegei, a
sor {s,} részlet8sszeg-sorozatanak nevezziik.

Definicio. A Y.~ | ax sor konvergens, ha a hozza tartozé {s,, } részletdsszeg-
sorozat konvergens, és hatarértékét a sor Gsszegének mondjuk. A sor
divergens, ha {s,} sorozat nem konvergens.
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Konvergens sorok tulajdonsagai

Megjegyzés. A szumma mas indextdl is indulhat. Ha néhany tagot a
sorhoz hozzavesziink, illetve elhagyunk, az a konvergenciat nem valtoztatja
meg, de a sordsszeget IGEN!

Tétel. Ha > 72 ar = A és Y ;o by = B sorok konvergensek és az
Osszegiik adott, akkor

o Yo (ag+by)=A+ B, és
e Y dar =XA (A €R).

Mindez természetesen kdvetkezik a sorozatokra tanult hatarértékszamitasi
tételekbdl.
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Peélda

Allapitsuk meg az a,, = on részletdsszeg-sorozatat és dontsiik el, hogy a

ST ak sor konvergens-e
k=0 Ak g .
A részletdsszegek sorozata

=1 —1—1—1 —1—1—1—|—1 —1+1+ —I—l
So=14, sS1= 9 S2 = SRR - Sn = 2 on”
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Peélda

Allapitsuk meg az a,, =

ST ak sor konvergens-e
k=0 Ak g .

A részletdsszegek sorozata

2n

részletdsszeg-sorozatat és dontsiik el, hogy a

1 1
80217 81:1—"5 82:1+7+77 Sn:1+7+ +277
1 1 1
ekkorsn:(ii)(Jri1 +27):1 CIRES
1_1 _1
2 2
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Peélda

Allapitsuk meg az a,, = on részletdsszeg-sorozatat és dontsiik el, hogy a
> re o ak sor konvergens-e.

A részletdsszegek sorozata

1 1
so =1, 81=1+§ 82—1+2+4 Sp=14=+ + 3
1 1 1
-3 + 35 o 1—- 5
ekkorsnz( 2)(121 2)2 _2;
2 2
ami konvergens, mert
1 — g 1
lim s, = lim 2;1: T =2,
n—o00 n—oo | — = 1— =
2 2
= 1
tehat a E ok SO konvergens és a sor Gsszege 2.
k=0
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Geometriai (mértani) sor
Az el6z6 példa altalanosan, ha a,, = A-q", allapitsuk meg a részletdsszeg-
sorozatat és dontsiik el, hogy a Y - ai sor konvergens-e.

A részletdsszegek sorozata

so=A4, s1=A4-(14q), s2= A~(1—|—q—l—q2)7 coo 8y = A(14q+ - +4"),

Matemaika A2 el6adas 11



Geometriai (mértani) sor
Az el6z6 példa altalanosan, ha a,, = A-q", allapitsuk meg a részletdsszeg-
sorozatat és dontsiik el, hogy a Y - ai sor konvergens-e.

A részletdsszegek sorozata

so=A4, s1=A4-(14q), s2= A~(1—|—q—l—q2)7 coo 8y = A(14q+ - +4"),

— n _ o+l
ekkorsn:A-(l 91 +aq+ +q):A.1 q '
1—q 1—q
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Geometriai (mértani) sor

Az el6z6 példa altalanosan, ha a,, = A-q", allapitsuk meg a részletdsszeg-
sorozatat és dontsiik el, hogy a Y - ai sor konvergens-e.

A részletdsszegek sorozata

so=A4, s1=A4-(14q), s2= A~(1—|—q—l—q2)7 coo 8y = A(14q+ - +4"),
1-g)(1 R 1— gt
ekkorsn:A-( 91 +aq+ +q>:A~ q ,
1—g¢ 1—g¢
melynek hatarértéke
1 —gnt! A- , ha |q| < 1,
lim sn:A-limL: 1—gq i
n—o00 n—o00 —q

divergens egybként.

o0
1
Tehat a E A - ¢" sor konvergens, ha |g| < 1 és a sor Gsszege A - T
-9
k=0
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Példa — Geometriai sor

st 2n+2
SZémitSUk ki a ZW
n=2

sor Osszegét, ha az véges.
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Példa — Geometriai sor

et 2n+2
Szamitsuk ki a Z

n=2

21 SO Osszegét, ha az véges.

Ha a geometriai sorrdl tanultakat szeretnénk alkalmazni, akkor az el6z6-
ekben latott alakra kell hoznunk az Gsszegezend§ kifejezést.

>, ont2 . 4.2m = /2\"
S =Yare =22 (5)

Az Gsszegképlet akkor hasznalhaté fel A =12 és g = 2/9 (< 1) paraméte-
rekkel, ha a szumma 0-tél indul.

> /2\" 2 & /2\" 2 1
12. ) =12 -1-2 Z =12:(-1-2 =
S(6) (5 S () ) (i)

11 9 4 48 16
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Példa — Teleszképikus sszegek

1
Szamitsuk ki a Y o, EED

sor Osszegét.
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Példa — Teleszképikus sszegek

Szamitsuk ki a Y o, : sor 3sszegét.

1
(kAkl)

Bontsuk ialis tortek L tortet
ontsu arcialis tortekre az ——— — tortet:
P k(k+1)

1 _é+ B  (A+Bk+A
k(k+1) k k+1  k(k+1)

Ekkor a részletdsszegek értéke

1
zjk k41 E:k k+1

=A=1,B=-1

—17 + 1,1+..+1, 1 71,L
- 3 4 n n+1l n+1

+

1. 1.1
2 2 3
A zaréjeles kifejezésben lévé negativ el6jelli rész mindig kiesik az utana
jové tag pozitiv részével. Igy csak az elsé tag pozitiv és az utolsé tag
negativ része marad bent az dsszegzésben, minden mas Gsszecsiszik, mint

a teleszkop:

1
lim s, = lim 1— =1.
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Példa — Harménikus sor

Azt a sort, mely a pozitiv egészek reciprokait 6sszegzi, harménikus sornak

nevezzik
=1 1 1
E —=14+=4+=-+..., nezZ".
—n 2 3

A harmoénikus sor divergens. Mivel a részletosszegek sorozatabdl ki tudunk
valasztani egy divergens részsorozatot. Legyen n = 2K+1 k=1,2,...

ST T U (I (Y (N
Tl o\3 4 5 6 7 8 o2k 1 77T ok+l
N———

>2-1 >4-1 >2k bt
1 1 1 1
14+ =+2>+4=+...42F =1+ (k+1)=.
>4 +2 Hdo -+ 25 +(+)2

ez a szamsorozat a végtelenbe tart, ezért s,, — oo szintén (Rendér-elv).
Szimbélikus jelolésként irhatjuk a végtelenbe tarté divergens sorokra

IR
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Példa — Alternalé sorok

Ha a sor tagjai valtakozé el6jeliiek, akkor alternalé soroknak mondjuk &ket.
Példa 1. Legyen aj = (—1)*, ekkor

—1, ha n paratlan,

sn—(1)+1+(1)+-~—{0 ha 1 paros

Ezért a sor divergens. Tilos atzaréjelezni — végtelen sok zargjelet kitenni
a tagok kozé, mert megvaltoztathatjuk a divergenciat!

o0
(D) = (1) + D+ ((-1)+1)... £0, nem igaz.
k=1 ~; ~;
1
Példa 2. Ha a, = (—1)’”1%, akkor a sort alternalé harmdnikus sornak
hivjuk.
o)
1 1 1 1 1
S DU I [ R
;( ) k 2 * 3 4 + 3

Késébb belatjuk majd, hogy konvergens.
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