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20. el6das:
Numerikus sorok konvergenciaja.
Konvergenciakritériumok.
Leibniz-tipusi sorok konvergenciaja.
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Numerikus sorok

Definicié. Legyen {a,} egy numerikus sorozat, ekkor a

00
Zak:a1—|—a2+---—|—ak—|—...
k=1

formalis végtelen dsszeget numerikus sornak nevezziik. A sor tagjai az
a, sorozatelemek. A sor n-edik részletésszege az

n
Sy 1= E ap =ay +ag + -+ anp,
k=1
véges Osszeg. Azt a sorozatot, melynek elemei a sor s,, részletdsszegei, a
sor {s,} részlet8sszeg-sorozatanak nevezziik.

Definicio. A Y.~ | ax sor konvergens, ha a hozza tartozé {s,, } részletdsszeg-
sorozat konvergens, és hatarértékét a sor Gsszegének mondjuk. A sor
divergens, ha {s,} sorozat nem konvergens.
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Numerikus sor konvergenciajanak sziikséges feltétele

o0
Tétel: Ha a Z a, sor konvergens, akkor lim a, = 0.
n—oo

n=1

Nem bizonyitjuk, de az allitas helytalls, mert ha egy &sszeg elemei nem
csokkenek, mondjuk egy indextél a,, > k, akkor végtelen sokszor &sszeadva

a k szamot ezzel alulrdl becsiiljiik a sordsszeget, ugyanakkor n -k — oo
n—oo

igy az Osszeg nem lehet véges.

® Ha a feltétel nem teljesiil, akkor a sor nem lehet konvergens!
= — 2 - 3 1
Példaul — = 1-— em konvergens, mert 5-re an, > —.
u;n—&—l Z n+1nm nvergens, mert n > ra>2

n=

® Forditva nem igaz az el6bbi tétel: az, hogy az altalanos tag tart a
0-hoz nem elégséges feltétele a konvergencianak.
oo
Példaul Z 1 harmoénikus sor divergens, bar lim,, o 1 =0.
n

n=1
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Mdveletek numerikus sorokkal

Tetel Konvergens numerikus sorokkal végezhets miiveletek.

Ha Z Gy, és Z by, sorok konvergensek, akkor

n=1 n=1

® szabad barhova zardjeleket beiktatni (azaz zardjelek segitségével
tobb egymas utan kovetkezd tagot egy tagga Osszefoglalni), ezzel
sem a konvergencia, sem pedig a sordsszeg nem valtozik meg,

® szabad véges sok tagot hozzavenni a sorhoz vagy elhagyni bel6le,
ezzel a konvergencia nem valtozik, DE a sordsszeg igen!

® szabad a sorokat tagonként dsszeadni

Zan +an = Zan +bn7
n=1 n=1 n=1

® szabad a sort tagonként egy szammal beszorozni

9] [e'S)
C- E Ap = E C: Qp.
n=1 n=1
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Leibniz-sor

o0
Definicié. A Z a,, sor Leibniz-sor, vagy Leibniz tipust sor, ha
n=1
® q, sorozat valtakozé el6jelli, azaz alternald,
* lim |a,| =0,
n— 00
® |a,| monoton csdkkené sorozat.

Tétel. Minden Leibniz-sor konvergens.
Szemléltetés:

52281+(a2<0) S4 Sg ? S5 51:(a1 >0)
3 = S2 + (a3 > 0)

Példa: Az alternalé harmoénikus sor Leibniz-sor, ezért konvergens.

~(-nrtt 111 1 1 1
nZ::l . —1—2—|—3—4—|—..., nl;rrgon—ﬂ, n>n+1'
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Példak o
1. Vizsgaljuk meg a Z(—l)

n=1

nn+3
2n —1

sor konvergenciajat.
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Példak ~
1. Vizsgaljuk meg a Z(—l)”
n=1
Latjuk, hogy a sorozat alternal, igy vizsgaljuk a sorelemek abszolut értéké-
nek sorozatat:
n—+3 n—+3 1

la,| = T amire nhﬁn;o lan| = nlingo 1= £0,

n—+3
2n—1

sor konvergenciajat.

tehat nem teljesiilnek a Leibniz-sor kritériumai, ezért a sor nem lesz kon-
vergens.
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Példak
1. Vizsgéljuk meg a Z

n=1
Latjuk, hogy a sorozat alternal, igy vizsgaljuk a sorelemek abszolut értéké-
nek sorozatat:

n+3 n+3 1
|an| = ——, amire hm lan| = lim =
2n—1' n—

tehat nem teljesiilnek a Leibniz-sor kritériumai, ezért a sor nem lesz kon-
vergens.

2. Vizsgaljuk meg a Z

n=1

nn+3
2n —1

sor konvergenciajat.

cos(n - )

Y

sor konvergenciajat.
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Példak
1. Vizsgéljuk meg a Z

n=1

Latjuk, hogy a sorozat alternal, igy vizsgaljuk a sorelemek abszolut értéké-
nek sorozatat:

n+3 n+3 1
|an| = ——, amire hm lan| = lim =

on—1’ n—
tehat nem teljesiilnek a Leibniz-sor kritériumai, ezért a sor nem lesz kon-
vergens.

cos(n - )
2. Vizsgaljuk meg a Z
n=1 \/>

Latjuk, hogy a sorozat alternal, mivel cos(n - 7) = (—1)", igy vizsgaljuk a
sorelemek abszolut értékének sorozatat:

nn+3
2n —1

sor konvergenciajat.

sor konvergenciajat.

1
amire hm la,| = lim — =0,

1
N A
, hiszen \/n <+/n+1,

|an| =

emellett pedig

\F

tehat teljesiilnek a Leibniz-sor kritériumai, a sor konvergens.
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Pozitiv tagi sorok konvergenciaja

oo

1 Qn sort, ha minden n-re

Definicié. Pozitiv tagii sornak nevezziik a )

a, > 0.

Megjegyzés. A pozitiv tagi sorok részletésszeg sorozata monoton ndve-
ked8, azaz

Tétel. Ha egy pozitiv tagi sor divergens, akkor &sszege 0o, azaz a végte-
lenbe tart.

Jeldles: >0 | a, = .

Teétel. Ha egy pozitiv tagi sor részletosszegeinek sorozata korlatos, akkor
a sor konvergens.
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Pozitiv tagi sorok konvergencia-kritériumai

Tétel. Legyen 0 < a,, < b,, igaz minden n > N indextél kezdve.
® Majorans kritérium.
Ekkor ha Y7 | b, konvergens, akkor >°>° | a,, is konvergens
tovabba > 1 a, = S, <> 000 by = Sy
® Minorans kritérium.
Ekkor ha >°°°
Példa.

o, an divergens, akkor >°>° | b, is divergens.

-1 ..
Vizsgaljuk mega > 07 | 2717” sor konvergenciajat.
n?—n

n—1 - in 1
n2—n+2 hans2 n2  2n’

o0

1 1 . . .
azaz a 3 E — sor, mely a harmonikus sor %—szerese, divergens minorans
n

n=1
sora az eredetinek. Ezért az eredeti sor is divergens.

Matemaika A2 el6adas



Peélda

o0
1
Vizsgaljuk meg a Z — sor konvergenciajat.
n=1 n
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Peélda

o0
1
Vizsgaljuk meg a Z — sor konvergenciajat.
n=1 n

Alkalmazzuk az alabbi becslést:

=1 =1
D=t
n=1 n=2

Az Gsszegrél levalasztjuk az elsé tagot,
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Peélda

o0
1
Vizsgaljuk meg a E — sor konvergenciajat.
n

n=1

Alkalmazzuk az alabbi becslést:

=1 =1 > 1

Az Gsszegrél levalasztjuk az elsé tagot, a tobbit pedig a nevezé csokkenté-
sével (n — (n—1)) noveljik.
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Peélda

o0
1
Vizsgaljuk meg a E — sor konvergenciajat.
n

n=1

Alkalmazzuk az alabbi becslést:

ZE*HZ*<HZ (n—1) Zn—i—l

n=1

Az Gsszegrdl levalasztjuk az elsé tagot, a tobbit pedig a nevezé csokkenté-
sével (n — (n—1)) noveljik. Atindexelve a sort, a teleszk6pikus Gsszegnél
latott példat kapjuk,
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Peélda

o0
1
Vizsgaljuk meg a E — sor konvergenciajat.
n

n=1

Alkalmazzuk az alabbi becslést:

31 <1 S < =2

n=1

Az Gsszegrél levalasztjuk az elsé tagot, a tobbit pedig a nevezé csokkenté-
sével (n — (n—1)) noveljik. Atindexelve a sort, a teleszk6pikus Gsszegnél
latott példat kapjuk, ami Gsszegezhet6 és 1 volt az Osszeg.

o0
) : . 1
Alkalmazhatjuk tehat a majorans kritériumot és ezért E — <2< @
n

n=1
konvergens.
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Hiperharmonikus sorok

Definicio.
o0
1 3 . . ..
A Z — alaka sorokat hiperharmonikus soroknak nevezziik.
npbP
n=1
Az el6z6 két példa soran megvizsgaltuk az p = 1 és p = 2 eseteket és azt
lattuk, hogy p = 1-re divergens, de p = 2-re mar konvergens.

Kérdés: Milyen p értékre lesz a hiperharménius sor konvergens?
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Hiperharmonikus sorok

Definicio.
o0
1 . . ..
A Z — alaka sorokat hiperharmonikus soroknak nevezziik.
npbP

n=1

Az el6z6 két példa soran megvizsgaltuk az p = 1 és p = 2 eseteket és azt
lattuk, hogy p = 1-re divergens, de p = 2-re mar konvergens.

Kérdés: Milyen p értékre lesz a hiperharménius sor konvergens?
Tétel.
o0
1 . .
A Z — hiperharmonikus sor pontosan akkor konvergens, ha p > 1.
n
n=1

Nem bizonyitjuk, de emlékeztets:

1
La=_,

p <1 divergens
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Peélda

oo
Vizsgaljuk meg a
galjuk meg nz::l e

n—1

2

+1

sor konvergenciajat.
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Peélda

oo
n—1
Vizsgaljuk me aE —_—
izsgaljuk meg 25 T

sor konvergenciajat.
3 _ n? +

Vizsgéljuk meg a nagysagrendeket. A szamlalé elséfoki, nevezé harmad-
foka, tehat egyszeriisités utan ez egy olyan sor lenne, melynek szamlalgja
konstans, nevezéje pedig masodfokia. Es az elébbi tétel miatt sejtjiik,
hogy ez a sor konvergens. Ennek bizonyitdsdhoz pedig majorans kritériu-
mot hasznalunk.

oo oo oo o0

-1 2
Zn3ﬁn2+1§2n3722+1 Z 77713_27?2:
n= n=1 = n=1

=1

Ahol az elsé egyenl6tlenségnél a szamlalét noveltiik, a masodiknal pedig a
nevezét csokkentettiik. Mindkét esetben nét az 6sszegezendd tortek értéke
és még igy is véges az Osszeg, tehat eredetileg sem lehetett végtelen.
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Hanyados kritérium

Tétel. Legyen > 7 | a, pozitiv taga sor. Ekkor ha

lim

n—00  (p

o0
any1 | <1 = >_,_;ankonvergens lesz,
>1 = S0 an = 00.

Ha a hatarérték éppen 1, akkor a kritérium segitségével nem tudjuk a sor
konvergenciajat eldonteni.

o0
2"L
Példa. Vizsgaljuk az Z — sor konvergenciajat.
n!
n=1
antl ol

lim — = lim =0<1

n—>00(n—|—1)!.27" n—oon + 1

ezért a sor konvergens lesz, bar a sordsszeget nem tudjuk kiszamitani.
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Gyokkritérium

Tétel. Legyen > 7 | a, pozitiv tagh sor. Ekkor ha

<1 = > a,konvergens lesz,
lim {/a

n—roo >1 = oo | an = 0.

Megjegyzés: Ha a,, nem nemnegativ tagi sor, akkor |a,,|-et kell vizsgalni!
o

Példa. Vizsgaljuk az Z 2% sor konvergenciajat.

n=1

v 1
lim §/-= = lim */ﬁ—§<1

n— 00 n—oo 2

ezért a sor konvergens lesz, bar a sordsszeget nem tudjuk kiszamitani.

14
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Gyok- és Hanyados kritérium

A két tétel szerkezete nagyon hasonlé, igy két kritérium egyszerre miikddik,
vagy nem miikddik ha a hatarérték éppen 1.

Bizonyitasuk is nagyon hasonlé.

Ha egy adott feladatnal az egyik kritérium nem adott eredményt, akkor
nem érdemes a masikkal prébalkozni, mert az is 1-et fog adni (ilyenkor mas
tipust kritériumot kell majd hasznalnunk, pl. minorans, majorans). Ezért
csupan kényelmi kérdés, hogy egy konkrét feladatnal melyik kritériumot
érdemes hasznalni.
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Abszolat- és feltételes konvergencia

« ;s o0 - oo
Definicié. A )~ " | a, sor abszolat konvergens, ha )" " | |a,| konver-
gens.

Tétel. Minden abszolit konvergens sor konvergens is. (Nem biz.)

Definicié. A 220:1 a, sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de
nem abszolt konvergens.

_1)»
Példaul a Z — (=) sor konvergens, de nem abszolut konvergens, ezért
n
feltételesen konvergens.

o0
Példa. Vizsgaljuk meg a Z sor konvergenciajat.

Mivel nem pozitiv tagi sor, ezért el6szor az abszolutértékek sorat vizsgaljuk

Z Z |sm

n=1 —

Sll’l

ami egy konvergens majorans sor, hiszen p = % > 1 kitevgji hiperhar-

moénikus sor. Tehat a sor abszolat sora konvergens, igy a sor abszolit
konvergens (és egyben konvergens is).
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