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21. el6das:
Filiggvénysorozatok. Fiiggvénysorok.
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Bevezetés — Fiiggvénysorozatok

Definicié Legyen D C R egy kdzds értelmezési tartomanya az

fi(x), fa(z), ..., fu(x), ...

fliggvények egy (végtelen) sorozatanak. Az ilyen {f,(z)}
fliggvénysorozatnak nevezziik.

nez+ Sorozatot

Amennyiben x helyére az xo pontot helyettesitjiik, az

fi(zo), fa(xo), f3(zo), - -, fu(xo), ...

numerikus sorozatot kapjuk.

Definicié. Az {f.(z)}, = € D C R fliggvénysorozat konvergens az
xo € D pontban, ha az
fi(zo), f2(x0), f3(z0), - -, fu(zo0), - -
numerikus sorozat konvergal.
Definici6. Az {f.(7)},cz+, * € D C R fiiggvénysorozat konvergencia

tartomanya az a K C D halmaz, mely tartalmazza az ésszes olyan zg € D
pontot, melyben a fiiggvénysorozat konvergens.
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Fliggvénysorozatok hatarfliggvénye

Definicié. Az {f,(z)}, x € D C R fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye az
az f : K — R fiiggvény, mely minden x € K konvergencatartomanyban
lévs ponthoz f(x) := lim, o fr(z) hatarértéket rendeli. llyenkor azt
mondjuk, hogy az {f,(z)},ez+ fliggvénysorozat pontonként konvergal f-
hez a K halmazon.

Példa. 0, haz € (-1,1),
1 h =1
Legyen f,(z) = 2™, ahol D =R, ekkor lim z" =<¢{ ar=5
n—oo 0, haz > 1,

divergens, haz < —1.

Definici6. (Fiiggvénysorozat egyenletes konvergenciaja) Az {f,(z)}nez+
fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az f hatarfiiggvényheza K C D
halmazon, ha barmely € > 0 szdmhoz létezik N, kiiszbindex, melytdl
kezdve minden n > N, és minden x € K esetén

[fn(z) = f(z)] <e.

Egyenletes konvergencianal N. kiiszébindex csak e-tdl fiigg, z-t6l nem.
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Fliggvénysorozat - Példa
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Az {x"} fiiggvénysorozat 1,z, 22,23, ..., 2'0 elemeinek grafikonja és a hatarfiiggvény.
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Fliggvénysorok

Definicié. Az {f,(x)},cz+ fliggvénysorozat tagjait Gsszegezve a

an = f1(2) + fa(z) + f3(z) + falx) +

formalis vegtelen Osszeget, fiiggvénysort kapunk. Amennyiben a feladat
nem adja meg, a fiiggvénysor értelmezési tartomanya nem mas, mint az
fn(x) fliggvények lehetséges legbdvebb kdzos értelmezési tartomanya, je-
[6lése D.

Minden konkrét zg € D értékre a Y | fn(x0) egy numerikus sor.
k

Ekkor az
)= fal@)
n=1
figgvények a fliggvénysor k-adik részletosszeg-fiiggvényei.
Példa. Legyen f,(z) = z™,n = 0,1,.., ahol D = R, ekkor sx(z) =
l+x+a2% 4.+ 2" Példaul z = 2-re
1— 2k+1

sp(2)=1+2+2°+..- 42" = =
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Fliggvénysor - Példa
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Az S 2z fiiggvénysor részletdsszeg sorozata: 1,1+ z,...,1 +x + ... + 20,
n=0 "
grafikonjai és a hatarfiiggvény.
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Fliggvénysorok konvergenciatartomanya

Definicié. Ha a Y )7, f.(z) fiiggvénysorra a részletdsszeg fiiggvények
sorozata konvergal egy K C D halmaz minden x € K pontjaban, azaz
létezik

lim sx(x), VzeK,

k—o0

akkor a fiiggvénysor a K halmazon pontonként konvergens. Ekkor K a
fliggvénysorozat konvergenciatartomanya.

Példa. Legyen f,(z) = 2™,n = 0,1,..., ahol D = R, ekkor sy(z) =
14+z+2%+23+. .- 4+zF. A geometriai sorra vonatkozé ismereteink alapjan

1
1 , ha z € (-1,1),
. —x
i sk() = 4 o, ha > 1,
divergens, ha x < —1.

Ezért a fliggvénysor konvergenciatartomanya: K = (—1,1).
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Aboszlut konvergens fliggvénysorok, Weierstrass-kritérium

Definici6. Ha a > 7, fu(z) fiiggvénysorra a részletdsszeg fliggvények
sorozata egyenletesen konvergens egy K C D halmaz minden x € K
pontjaban, akkor a fiiggvénysor a K halmazon egyenletesen konvergens.

Tétel. (Weierstrass-kritérium) Ha a >~ 7, f,,(z) fliggvénysorra, mely
D-n definialt, igaz, hogy
| fr(@)] < an, Vn € Z" és barmely x € K C D

pontok esetén, tovabba Y~ | a,, numerikus sor konvergens, akkor a fiigg-
vénysor abszolit és egyenletesen konvergens a K halmazon.

sin(x)
n2

Példa. Legyen f,(z) =
D =R, tovabba

, ekkor a kozos értelmezési tartomany

sin(z)

VYneZ* Vo € R.

< 1
n?2 | = n?’

in(z)

Tudjuk, hogy >°>7 | -1 konvergens, igy a fiiggvénysor o7 | i 5

el abszo-
lat és egyenletesen konvergens a valés szamok halmazan, azaz K = R-en.
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Hatvanysorok

Definicio. Azokat a fliggvénysorokat, melyek

o0
Z an(x — x0)"
n=0

alaktak, hatvanysornak nevezziik. Az x( a hatvanysor kozéppontja/kifejtési
pontja és a,, az egyiitthatésorozat. llyenkor a fliggvénysort x( koriili hat-
vanysornak mondjuk. A hatvanysorok értelmezési tartomanya a teljes va-

|6s szamok halmaza D = R.

Példa. Hol lesz konvergens a Z

(z—3)" hatvanysor? Minden rog-

zitett z-re vegyiik a sor abszoluterteket és alkalmazzuk a gyokkritériumot

n_ 1 |z — 3|
nhféo\/ﬁ o= 3" = lim_ c/ﬁ.z‘ r-d =g <1 ha
|z —3| <2, azaz —2< 2z —-3<2, x € (1,5).
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Hatvanysor konvergenciatartomanya
Kérdés: Milyen = € R esetén lesz altalaban a hatvanysor konvergens?
e Ha x = x, akkor biztosan konvergens.
e Ha x értékét rogzitjiik, akkor a sor abszolut értékére alkalmazhaté a
gyokkritérium vagy a hanyadoskritérium

lim Y/|an(z — z0)"| = |z — xo|n1LrI;o Vlan| <1, vagy

n— oo
_ n+1
lim n g1 (2 — 20)" xo)n = |z — x| lim dntl) 1,
n— o0 an(x — 5(,‘0) n— 00 an

An+1

= 0 > 0 mindig ugyanaz a szam, vagy oc.

o, Vienl = i,

Azaz R=o0c0, hapo=0,

| — zo| < Rzé, ha o € RT,
R=0, ha o = oo,
esetén konvergal. Tehat egy xg kzéppontl R sugari intervallumon bizto-
san konvergal, és az intervallum hataran tal biztosan divergens a sor. (Ha
R = 0, akkor csak zg-ban, ha R = oo, akkor R-en.) R-et a hatvanysor
konvergenciasugaranak nevezziik. Az intervallum hatarpontjain azonban
kiilon kell a konvergenciat megvizsgalnunk.
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Cauchy-Hadamard-tétel

Tétel. (Cauchy-Hadamard) A }7° ja,(xz — xo)™ hatvanysor esetén a
kovetkezd esetek valamelyike all fenn:

o | étezik egy R > 0 szdm, hogy a hatvanysor minden olyan x elemre
abszolut konvergens, melyre | — x| < R, és minden olyan x elemre
divergens, melyre |x — z9| > R. Az x = 29 = R a tétel nem mond
semmit, ez a két kiemelt pont mindig kiilon vizsgalatot igényel.

® A hatvanysor minden = € R esetén konvergens. llyenkor R = oo.

® A hatvanysor csak x = xg-ban konvergens, azaz R = 0.

A tétel kdvetkezménye, hogy a hatvanysor konvergenciatartomanya egy
intervallum, melynek kdzéppontja g, hossza pedig 2R. A végpontokban
kiilon meg kell vizsgalni a konvergenciat a gyok-és hanyadoskritériumokban
lévé lim = 1 esetén felléepd bizonytalansag miatt. Ez két numerikus sor
vizsgélat, ahol mar nem hasznalhaté a fenti két kritérium.
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Példa (1 3"
Vizsgéljuk meg a Z Ton g, O konvergenciajat.

n=1
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Példa
Vizsgéljuk meg a Z

n=1

3)”
———— sor konvergenciajat.
-n
Leolvashat6 a hatvanysor kézéppontja zo = 3.

1 . ..
Az egyiitthaték sorozata a, = gn gy AMin = 0 esetén nem definialt.
‘n

Els6 lépésként allapitsuk meg a konvergenciasugarat gyokkritériummal

n

. . 1
nlL)Holo om o n = nlLII;O m = 5, azaz R=2.
A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (3 — 2,3 + 2) = (1,5) intervallumon
beliil konvergens, mig az [1, 5] intervallumon kiviil divergens a sor.

Ha
1 (—2)" (<1
ole,akkorZZozlﬂ_znl S = Lo :
ami Leibniz tipusa sor, konvergens, az 1 benne van a konv. tartoményban.
(b-3)"
e r =15, akkor >_°° :ZZO12 *an

n=1 on
. . - ° n z
ami a harmonikus sor, divergens, az 5 nincs benne a konv. tartomanyban.

Tehat a fenti sor konvergens, ha x € [1,5).
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Peélda

Vizsgaljuk meg a >

o0
n=1

n

n2

sor konvergenciajat.
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Peélda

n

Vizsgaljuk meg a > 7 sor konvergenciajat.

n=1 nz
n

A sorrol leolvashaté, hogy a, = —; és zp = 0.

n

Ezattal alkalmazzuk a hanyadoskritériumot

. Qng1 ) gntl p? . 3 - n? ) 1
1 = lim = fm 2 =3 R=-.
nL}H;O an, nlanc}o (n + 1)2 3n n%H;o (n + 1) 8y 3
A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (—3%, %) intervallumon beliil konvergens,
mig az [—3, 3] intervallumon kiviil divergens. Ha & = +—, akkor
— 3" (L 1\ = ()"
> (+3) -5
n=1 n=1

de ez a sor abszolat konvergens, igy a j:% benne van a konvergenciatarto-
manyban.

Tehat a fenti sor konvergens, ha x € [ % %]
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Peélda

2x)"

Vizsgaljuk meg a Z (677'
n!

n=0

sor konvergenciajat.
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Peélda

(6 —
Vizsgaljuk meg a Z 7@ sor konvergenciajat.
n=0
Atalakitva
= (620" N (<2
D =l @3
n=0 n=0
—9)n
latszik, hogy a, = ( ') és xg = 3.
n

Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot

—2)ntt pl
(n+1)! (=2)"

An+1
Qan

= lim
n—oo

lim

n—oo

= lim

n— oo

(—2)'
n+1

Mivel a konvergenciasugar végtelen, ezért ez a hatvanysor minden z € R
esetén konvergens.
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Hatvanysor derivalasa és integralasa
o0
Teétel. Az f(x) = Z an(z—1x0)" hatvanysor konvergenciatartomanyanak

n=0
belsejében a tagonkénti derivalasaval kapott

E (an(x — 20)" E -z — 20)" 1

hatvanysor is konvergens ugyanazon az intervallumon és f'(x)-el egyezik

meg.
o0

Tétel. Az f(x) = Z an(z—x0)" hatvanysor konvergenciatartomanyanak

barmely belss [a, b] intervallumaban tagonként integralhato, azaz

/ ) =

%) b an _— b
Z an(x — x0)" Z x—zo) }a

n=0 n:O
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