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22. el6das:
Hatvanysorok. Taylor-sorok.
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Hatvanysor derivalasa és integralasa

oo

Tétel. Az f(z) = Z an(x—x0)™ hatvanysor konvergenciatartomanyanak

n=0
belsejében a tagonkénti derivalasaval kapott

oo

Z(an(x—xo Zan n(x — )"

n=0

hatvanysor is konvergens ugyanazon az intervallumon és f'(x)-el egyezik
meg.
oo

Tétel. Az f(x) = Z an(z—1x0)" hatvanysor konvergenciatartomanyanak

barmely bels [a, b] intervallumaban tagonként integralhaté, azaz

f(x)dr = an(z — z0) :OO a” x0>n+1]b
A z / > '
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Fliggvénybdl hatvanysor

Egy adott fiiggvény felihaté hatvanysor alakban a Taylor-polinomok "ki-
terjesztésével". Keressik p(x) = an(z — x0)" + ... + a1(x — x0) + ag
polinomot, illetve annak aq, a, ..., a,, egyiitthatéit, agy hogy

p(xo) = f(x0), p'(w0) = £ (20), P (w0) = f"(20),...,p"™ (x0) = F"(x0).

p(x) = ao + a1 (x — xo) + az(x — x0)% + ... p(zo) = ao ao = f(zo)
p'(x) = a1 + 2a2(z — z0) + 3az(z — 20)2 +... | p'(x0) = a1 a1 = f'(x0)
P’ (z) = 2a2 + 6az(z —z0) + ... p"(z0) = 2a2 az = %
p" (x) = 6az + ... p'"' (x0) = 6as ag = L£-=0) éz(’)
(n)
P () =... P (x0) = nlan | an = ! ('xo)
n!

Definicio: Az f fiiggvény n-ed rendii Taylor-polinomja az zy € Dy helyen,

ha ott a fliggvény legalabb n-szer derivalhaté:

£ (o)
n!

(z—z0)".

N (k) (g
Thpo@ = 3 T o) = fao) 4/ @o) @ —w0) 4+
k=0 ’
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Peélda

f(z) = sin(z),

T o(x) = cos(0)(z — 0) +0 =,
—sin(0

72, o(c) = —220)
—cos(0

73, o) = — 20 gy

Ts%n,O(x) = Tssin,()(x)’

. 1 1

T3n0() = 5@"5 - 5953 +z

xo9 = 0, akkor

sin(0)

(érints)

3!

(x —0)2 +cos(0)(x —0)+0=0-22+2+0=uz,

(x —0)2 4 cos(0)(x —0) + 0 =

1
——23+0-224+2+0,

Matemaika A2 eladas



Maclaurin-sor, Taylor-sor

Definicié. Legyen az f(x) fliggvény az xy € Dy egy kdrnyezetében tet-
sz6legesen sokszor differencialhato, ekkor f(x) Taylor-soran a

> r(n)
> ey
—
fliggvénysort értjiik. Ha o = 0, akkor a sor a fiiggvény Maclaurin-sora
= £(n)(Q
= n!

A Taylor-sor felirasa utan ellendrizziik, hogy a hatvanysor konvergens-e és
elgallitja-e a megadott fliggvényt, mint hatarfiiggvényt!
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Peélda

Irjuk fel az f(z) = e® fiiggvény Maclauren-sorat.

Vizsgéljuk meg az elsé néhany derivaltat: flz)=¢€" f0)y=1

Ebbél felirhatd, hogy a Maclauren-sor:

=1 " x? 28

xr __ n __ R

e —Eofn!w 750fn!71+x+2+6+...
n—= n—=

Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara végtelen, azaz minden x € R-
re konvergens, mivel

|zt ol 1
im ———-+— = lim ——|z]=0 <1 mindenzeR.
n—oo (n+ 1)l |a?] n—oocon+1

A hatvanysor minden pontban konvergal, elSallitja a fliggvény értékét, igy

2 a3

a 1 1
¢ =1 — 4+ — +... ~14+14+=-+-=2.
e +a+2+3+ , e + +2+6 76666
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Peélda

Irjuk fel az f(x) = sin(x) fiiggvény Maclauren-sorat.

Vizsgaljuk az elsé néhany derivaltat: f(x) =sin(z) f(0)=0
f'(x) = cos(x) f(0)=1
f'(x) = —sin(z)  f(0) =0
7 (@) =~ cos(a)  f7(0) = -1
fW(@) =sin(x)  fH0)=0

Lathato, hogy innentdl kezdve periodikusan ismétlédnek a derivaltak és
minden masodik 0, és ami nem 0, az +1 felvaltva. Ebbdl felirhaté, hogy a
Maclauren-sor:

. _Oo =4 2n+1 _ a? z°
Sln(m)_§(2n+1)!x =TT T

Ennek a hatvanysornak is a konvergenciasugara végtelen, azaz minden
x € R-re konvergens, és el6 is allitja a fliggvényt.
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Peélda

Irjuk fel az f(x) = cos(x) fiiggvény Maclauren-sorat.

Vizsgaljuk az elsé néhany derivaltat:  f(x) = cos(z), f(0)=1
f'(@) = —sin(z) f(0)=0
f"(x) = —cos(z) f"(0) =-1
[ (@) =sin(z)  f"(0)=0
fO(x) = cos(x)  fD(0) =1

Lathato, hogy innentdl kezdve periodikusan ismétlédnek a derivaltak és
minden masodik 0, és ami nem 0, az +1 felvaltva. Ebbél felirhaté, hogy
a Maclauren-sor:

_1)71 an 1,4

2n
T
v 5 T4

o
@]
»n
—~
8
~
I
(]
—~|7
[\~
S
=

n=0

Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara végtelen, azaz minden
2 € R-re konvergens, és el§ is allitja a fiiggvényt.
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Peélda

p 1
Irjuk fel az f(x) = T fiiggvény Maclauren-sorat.
-z

A derivaltak vizsgalata nélkiil tudjuk, hogy

1
1+q+q2+q3+...+q”+...:ﬁ, ha |q| < 1,

Mivel minden fliggvényhez csak egy Maclauren-sor tartozhat, ezért

(oo}

Zm" =l4a+z22+23+...

n=0
hatvanysor lesz a fliggvény Maclauren-sora.
Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara 1, és z € (—1, 1)-re lesz csak
konvergens a sor, azaz csak itt allitja el§ a fiiggvényt.

1 oo
T:anzl—l—x—}—x?—i—x?’—i—...? ha |z <1.
-z

n=0
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Alapfiiggvények Maclauren-sora

o) s 2 1’3
. ¢ :ZH:1+;3+?+E+...,V$€R
n=0
— (-1 2n+1 a’ a’
. _ -4+ — ... Y R
) = 2 G ¢ a0 S
- (_1)n 2n 332 .T4
*oos(@) =) “paret=l- G oy — . Ve ER
n=0
1 o0
° 1_x:TL2::0xn,V1‘E(—1,1)
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Taylor-és Maclauren-sorba fejtés

A megadott fliggvény adott pont koriili sorfejtéséhez a derivaltak vizsgalata
helyett az alabbi technikakat hasznaljuk:

e Atalakitas: algebrai atalakitasokkal és/vagy a valtozok helyettesitésé-
vel visszavezetjitk a megadott fliggvényt valamilyen ismert alapfiigg-
vényre.

® Tagonkeénti derivalas, integralas: a megadott fliggvény derivaltja vagy
integralja valamilyen alapfiiggvény, vagy arra algebrailag visszavezet-
het6 fliggvény, majd sorbafejtés utan visszaintegraljuk/derivaljuk.

Minden sorfejtéshez hozzatartozik a konvergenciaintervallum megallapitasa
is, melyet az alapfiiggvény konvergenciaintervallumabdl vezetiink le.
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Példak
Fejtsiik sorba az alabbi fiiggvényeket az xy = 0 koriil:
a) f(z) = e3® - az € Maclaurin-soraba x = 3x-t helyettesitve

s o= (B2)" =3 922 923  27a*
e _; S —gmx =l43e4 =+ -+ =

ahol 3z € R esetén a sor konvergens, tehat = € R esetén is az.
b) g(x) = cos(x?) - a cos(z) Maclaurin-soraba x = x2-t helyettesitve
4 8

2 N T N e DL x x

= = -
cos(”) ;::0 Gy &) nz::o @)l " g ot
ahol 22 € R < 2 € R, tehat minden valés szamra konvergens.

c) h(z) = 1 1 a geometriai sorba —3%-t irva

443r 41— (=z) %% 4

LSS ()" 1 s oet 1

4=\ 4) 4 16 64 7 4+32

3z

4
< 1, akkor |z| < 3322z € (—4/3,4/3).
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Peélda

Fejtsiik sorba az alabbi fiiggvényeket az xg = 0 koriil:

PR N S
4+ 414+% 0 41-(-2%2) 4 4/

4n+1
VAGY n=0
2 4 > T\"
— oAb =4t — 2444 (77) -
4+ +4 1-(-%) A

ha ‘7% <le& x| <4, azaz z € (—4,4).
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Peélda

Fejtsiik sorba az f(x) = In(1 + x) fiiggvényt a 0 koriil. A sorfejtéshez a
derivalt fiiggvényt fogjuk hasznalni.

f@) =l +0) = (@) = 1
1 1 -

Ttz 1-— (—x) =32 (=) =30 (=)™ a", igy

/f’(x)dx = / (i(—l)”m”) do = i (/(_m xndx> -

n=0 n=0

e n+1

Z , ha | —z| <1, azaz z € (—1,1).
S6t x = 1 esetén is konvergens (alternalé harménikus sor).
Ekkor z = 1-re

— (—1)" 1,1 1
In(1+1) = -+ -——4...
(1+ g n+ 1 2 * 3 4 +

becslést adhatunk példaul In(2) értékére.

Matemaika A2 el6adas 15



Kozelitések hatvanysorok segitségével

Kozelitsiik meg alkalmas hatvanysor segitségével az In(2)-6t.
Ehhez az f(x) = In (1 + ) fiiggvény xo = 0 koriili sorfejtését hasznaljuk
az x = 1 helyen:

n ( —i—a?)—ZnJrlx :>n(—|—)—z:n+1
n=0 n=0

Ennek a sorfejtésnek a konvergenciaintervallumaban benne van az 1.

Tétel. Ha >°7° ja, =S és ) a, Leibniz-sor, akkor
N

‘S’—Zan

n=0

< ‘G/N+1‘,

tehat a kozelités hibajat mindig az Osszegezett tagok utan kovetkezd
elem abszolat értékével lehet feliilrsl becsiilni.

Tehat az In(2) esetében a hiba
N n
m@—§f4>

n:0n+1

1
TN+2

(-1~
‘N+2
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Kozelitések hatvanysorok segitségével

Kozelitsik meg alkalmas hatvanysor segitségével az In(2)-6t.
Ehhez az f(x) = In (1 + x) fuggvény zo = 0 koriili sorfejtését hasznaljuk
az x = 1 helyen:

In(l+z)= i <_1>rl 2" = In(14+1)= i (”_l)”

Ennek a sorfejtésnek a konvergenciaintervallumaban benne van az 1.

Hany tagig kell elmenniink, hogy az In(2) értékét két tizedesjegy
pontossaggal megkdzelitsiik?

Valasz: Ha a hiba felsé becslése 5 eleget tesz a fenti feltételnek,

akkor a valédi hiba is. A két tizedesjegy pontossag azt jelenti, hogy
N n
(1)

In(2) — Zn—H

n=0

<1072, amibsl <1072, azaz N > 98.

1
N +2
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Peélda

Fejtsiik sorba az f(z) = arctan(z) fiiggvényt a 0 koériil. A sorfejtéshez a
derivalt fiiggvényt fogjuk hasznalni.

f(x) = arctan(z) = f'(z)= H%

1 1 oo (o}

T+22 1 (—2%) > (=) =3 (-1)"a™.

/f’(x)d:r = / (i(—l)” x2"> dx = i (/(—1)" xQ”dx> =

n=0

= Z(—l)";n+ T ha | — 2% <1, azaz z € (—1,1).

— (="
lgazabél 1-re visszakapjuk a

gaz x = visszakapju nz_% 1
konvergens, ezért a sor konvergens haxz=1
1 1 1

1
arctan(1 :—— ~1—§+g—?,aholahiba<§.

sort, ami Leibniz-sor, tehat
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Lagrange maradéktag

Definicio. Legyen az f(x) fiiggvény az x( egy kdrnyezetében legalabb
N-szer differencialhaté, ekkor f(z) N-edfoka Taylor-polinomjan a

N f(n)
1Y) = T (e
n=0 ’

polinomot értjiik.

Tétel. Legyen az f(z) figgvény az x( egy kornyezetében legalabb
N + 1-szer differencialhaté, ekkor

N o) (g (N+1)
f(J?) = Z W(.’L‘—-’L‘o)n+w<x—xo>N+l = T;on (.%‘)—I—Ljf\{wo (t),
o ! !

ahol t € (w0, x) (vagy esetleg (x,z9)) és L}, (t) az Ggynevezett Lagrange-
féle maradtéktag.
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Kozelités Taylor-polinommal

Az el6z6 tétel értelmében tehat egy adott szam kozelitéséhez hasznalhatjuk
a Taylor-polinomot és a hiba feliilrél becsiilhets a Lagrange-féle maradék-
taggal.

Kozelitsiik e értékét 3 tizedesjegy pontossaggal. (e ~ 2.71828)

Hasznaljuk az e” = Y7 — 0-koriili Taylor sorbél az elsé N tagot és
n:
helyettesitsiik be az x helyére az 1-et, ekkor

N
e%z_%i!, és a hiba |e — ()] = |LX 4(t)], ahol t € (0,1).

Becsiiljiik a hibat, ha ¢t € (0,1)

(N+1)(t) et 3
LN _  \N+1 103
[Lexo(0)]= N+D (1-0) (N+U<%N+Ufi0’
z (N 4+ 1)! > 3000 mar N = 6-ra igaz (7! = 5040). Tehat
11 1 1 1 1957 ,
e~xl+1l4+-+-+—+—+ = =2 71805.

2 6 24 120 720 720
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