4. Gyakorlat - Megoldasok
Linearis osszefiiggéség, bazis, altér, dimenzio,
matrixok miiveletei

F1. Déntsiik el, hogy a kovetkezs R3-beli vektorok linearisan fiiggetlenek-e vagy sem:
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Megoldas [F1]. A vy, vs,..., v, vektorok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha a A\;vy +
AoV + - -+ + A v = 0 egyenlGségbdl kovetkezik, hogy Ay = Ao = -+ = A\ = 0.
(a) Az egyenlet,
2 -1 0
)\1 —3 + )\2 2 + )\3 0 == 0
3 -3 -3 0

pontosan azt jelenti, hogy
2M =X+ A3 =0
—3AM +2X 4+ 03 =0
3A —3X =33 =0

A mésodik egyenletbsl Ay = %)\1, melyet a méasik két egyenletbe irva kapjuk, hogy

3
2/\1—5)\1—}-)\3:0

3
3)\1—3-5)\1—3)\320,

azaz
1
A1+ A3=0
5 11+ A3
3
——)\ — 33 =0.
oM 3

A maésodik egyenlet az els§ (—3)-szorosa, nem ad 0j informéciot. Ennek egy (nem
nulla) megoldésa példaul a A\; = 2, A\; = —1. Ekkor Ay = 2)\; = 3. Ellenérizhetd, hogy

ez az eredeti egyenletrendszer megoldasa is, azaz

2 -1 1 0
21-3|1+31 2 |—-(0]=1]0],
3 -3 -3 0

mely mutatja, hogy ezen vektorok nem linearisan fiiggetlenek, azaz linearisan 6sszefiig-

gbek.



1 1 2 0
)\1 0 + )\2 2 + )\3 2 == 0
2 1 4 0

pontosan azt jelenti, hogy

At + A +2A3=0
200 +2X3 =0
20 + A+ 43 =0.

A harmadik egyenletbdl az elsé egyenlet kétszeresét kivonva kapjuk, hogy —\y = 0,
azaz Ay = 0. A masodik egyenletbdl 2\3 = 0, azaz A3 = 0. Ekkor az els6 egyenletet
felhasznalva kapjuk, hogy A; = 0. Tehat Ay = Ao = A3 = 0, ami azt jelenti, hogy ezen

vektorok linearisan fiiggetlenek.

F2. Az alabbi matrixok koziil melyeket tudjuk Osszeszorozni? Szamitsuk ki néhany szorzas
eredményét! Irjuk fel a matrixok transzponaltjat is! Végezziink el a DTB és BTD szorzéasokat,

mit mondhatunk az eredményekrsl?

3 1 L2 2 1 4 2
A= , B=[o0 2}, C= , D=1]-2
-2 0 1 0 -2
-1 3 1
Megoldas [F2]. Az m X l-es és az n X k-as matrixokat pontosan akkor tudjuk 6sszeszorozni,

ha [ = n. Mivel az A matrix 2 X 2-es, a B 3 X 2-es, a C 2 x 3-as, és a D 3 x l-es, igy az
AC,BA,BC, CB, CD szorzatok értelmesek. Ezek eredménye:

- 3 10 -1 1 4 1 0
ACz( ), BA=|-4 0|, BC=\|2 0 -4/,

—4 -2 -8
-9 -1 1 -1 —10



2
10 -1 1
(D"B)” = BT (D" =B"'D = -2 | = , D'B =(1,3).
2 2 3 . 3

F3. (Hf) Adva van

Szamitsa ki a kovetkez6 matrixmiiveletek eredményét, ha lehetséges:

A+3v, A-B, viwv, vv', Av, v-A, 3vI'B, CB, ABwv, BAC, A? B.
1 30 9 12 15
Megoldas [F3]. A+3v=né, A-B=|1 2 3|, vIiwv=50, vvi=/[12 16 20/,
32 2 15 20 25
18 30
A-v=|[34], v-A=né, 3vl.-B=(9,24,45), C-B=né., A-B-v=| 80|,
42 100
-1 6 7 18 9 1 0 0
B-A-C=|-12 40|, A?2=1]15 25 27|, B*=[0 16 0
—12 72 23 27 31 0 0 81

F4. Egy cég harom gyaraban négyféle terméket allit el6. Az alabbi A méatrix a,; eleme jelentse
az i-edik gyarban egy nap alatt elGallitott j-edik termék szamat. Tovabba a p vektor j-edik kom-
ponense jelolje a j-edik termék egységarat.
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(a) Mekkora az egy nap alatt elgallitott termelési érték gyaranként?

(b) Mi az Ae; szorzat eredménye, ahol e; az R* vektortér természetes bézisanak i-edik

egységvektora? Mit jelent az eredmény?

(¢) Mik lesznek a komponensei az 1TA szorzat eredményvektoranak, ahol 1 az a vektor,

melyre a szorzas végrehajthato, és minden koordinatéaja 1?7 Mi az eredmény jelentése?

(d) Irjuk fel matrixszorzas segitségével a gyarakra az altaluk termelt termékek dsszmennyi-

ségét!



Megoldas [F4].

450
(a) A Ap = | 290 | maétrixszorzat eredményében az els§ koordinata az els§ gyarban a
740

megfelels egységarral vett termékmennyiségek szorzatainak Osszege, azaz az elsé gyar
altal termelt érték: 4-404+0-6045-5042-20 = 450. A masodik koordinata hasonldéan
a masodik gyarra vonatkozo Osszérték. Az Ap szorzat koordinatai megadjak az egyes

gyéarak altal termelt értékeket.

4
(b)) Hai = 1Ae; = | 2| az A matrix els6 oszlopa, megadja, hogy az elsé termékbdl
5

melyik gyar hanyat gyart egy nap alatt. Hasonléan i = 2, 3, 4.

(¢) (1,1,1)-A = (11,7,10,6), minden koordinatéajaban az A matrix oszlopelemeinek ssze-

ge szerepel, azaz megadja, hogy egy nap alatt az egyes termékekbdl Gsszesen mennyi

késziil.
1
. 11
(d) A- = 6 | szorzat eredményvektoraban most A sordsszegei szerepelnek, ami az
17
1

egy gyarban egy nap alatt elGallitott Osszes termékek szamat adja meg.

F5. (Hf) Egy kereskedelmi cég 4 féle terméket forgalmaz 5 boltjaban. Az alabbi A matrix a;
eleme jelentse a j-edik termék i-edik boltban egy honap alatt forgalmazott mennyiségét, a p vektor

p; komponense jelolje az j-edik termék egységérat.

20
22 10 31 O

20

A=1|15 16 32 14 p= 10
101 110 180 200

25

5 12 21 7

Az A matrix, a p vektor, az e; (a természetes bazis vektorai), valamint az 1 (az az oszlopvektor,
amelynek minden koordinataja 1) vektorok segitségével irjuk fel matrixmiiveletek eredményeként

a kovetkezd mennyiségeket.
(a) Szamitsuk ki a havi bevételt boltonként. Melyik bolt bonyolitotta a legnagyobb for-
galmat?

(b) Szamitsuk ki az egy honap alatt eladott termékmennyiséget termékenként. Melyik
termék volt a legkelendébb, és mennyit adtak el bel6le?

(¢) Szamitsuk ki a 4-dik boltban eladott termékek szamat.

(d) Szamitsuk ki a cég havi Gsszbevételét.



Megoldas [F5].
(a) Az Ap = (950, 1250, 1770, 14320, 1085)T szorzat eredményvektoranak a komponensei
adjak meg az egyes boltok bevételeit, igy a legnagyobb forgalom a 4. boltban volt.
(b) 1TA = (157,148,299,232). A 3. termékbdl adték el a legtébbet, 299 darabot.
(c) e4A1 =591
(d) 1TAp = 19330.



