8. Gyakorlat - Megoldasok
Sajatértékek, sajatvektorok, diagonalizalas

F1. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait.
S -1 -2 =2
a b 0O 0 1
(@ (3 _4> ®)
1 2 2

Megoldas [F1]. (a) A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:
5—A —6
det —(5—A)(—4—A)+3-6=7—\—2,
3 —4 -\

melynek a gydkei A\ = —1 és \y = 2.
Egy A\ sajatértékhez a sajatvektort az A — AE,, = 0 homogén egyenletrendszer megoldasaval

kaphatjuk meg, mely a A\; = —1 esetén a kovetkezs:

(2 5)C)-0)

Tehat x = y. Igy a sajatvektorok halmaza:

:O s 40,
(5 2)0)-C)

Tehat x = 2y. Igy a sajatvektorok halmaza:

s:<2y>, y # 0.
Y

(b) A sajatértékeket az alabbi determinéans nullhelyei adjak:

Ao = 2 esetén a kovetkezs:

—“1-X -2 =2
det| 0 a1 = CI=N((ENE-N-2)+ 1 (-2 -2)) =

1 2 2-2) :(_1_)\)<_,\2+2)\):(—1—>\))\(2—)\),



melynek a gyokei A\; = —1, Ay =0 és \3 = 2.

Egy X sajatértékhez a sajatérvektort az A — AE,, = 0 homogén egyenletrendszer megoldasaval

kaphatjuk meg, mely a A\ = —1 esetén a kiovetkezs:
0 -2 =2 x 0 — 2y— 2z =0,
0 1 1 yl =10 — y+ =z =0,
1 2 3 z 0 z+ 2y+ 3z =0.

Tehat y = —z, ezért © = —2y — 32 = 22 — 32 = —z. Igy a sajatvektorok halmaza:

—z
s=\|-21, z € R\ {0}.
z
A sajatvektorok A\, = 0 esetén:
-1 -2 =2 T 0 —x— 2y— 2z =0,
0O 0 1 y|l =10 - z 0,
1 2 2 z 0 r+  2y+ 2z =

Tehat z = 0, és © = —2y. Igy a sajatvektorok halmaza:

—2y
s=1 v |, y € R\ {0}.
0
A sajatvektorok Ay = 2 esetén:
-3 -2 =2 T 0 —3r— 2y— 2z =0,
0 -2 1 yl =10 - - 2y+ z =0,.
1 2 0 z 0 T+ 2y =0
Tehat + 2 =0, 2 = —z, ezért —x —2y =0, y = —%x. Igy a sajatvektorok halmaza:
x
s=|—3z|, r e R\ {0}.
—x



F2. Adjunk meg a maétrixokhoz tartozo sajatvektorokbol allé béazist, majd diagonalizaljuk a

;s 1 0 -3
(@) (_1 0 ) ®lo 1 0
-3 0 1

matrixot.

Megoldas [F2].

(a) A sajatértékek (2 — N\)(—A) —3 = A% — 2X — 3 = 0 megoldasai, azaz \; = —1 és \y = 3.

A1 = —1 esetén a sajatvektorok

(_31 _13> (j) = (g).Tehétx:y. Igy s = (i), x #0.

A1 = 3 esetén a sajatvektorok

< :1 :g ) (;) = (8) . Tehat x = —3y. Igy s = (—jy) ., y#0.
() =)
S — €S So = .
1 1

Ennek a bazisnak a bazisvaltdé matrixa:

T
1 -3 1 -1 1/4 3/4\ .

B = , melynek inverze B~ = % = / / . Igy a diagonalizacio
1 1 3 1 —-1/4 1/4

poiap_ (V4 34 (2 -3\ (v =8\ _ (-4 34 (1 -3) _ (-1 0}
—1/4 1/4 -1 0 1 1 -3/4 3/4 1 1 0 2
(b) A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:
det| 0o 1-x o |= (1—>\)((1—)\)2—9>:(1—>\)()\+2)()\—4).

melynek a gyokei A\y =1, Ay = —2 és \3 = 4.

A sajatvektorok A; = 1 esetén a kovetkezdk:

-3 0 -3z =0



A sajatvektorok Ay = —2 esetén:

-3 T 0 3r — 3z =0,
0 y| =10 - 3y =0,
-3 z 0 =3z + 3z =0.
Igy y = 0, és 2 = z, tehat a sajatvektorok halmaza:
x
s=10]1, z € R\ {0}
x
A sajatvektorok Ay = 4 esetén:
-3 0 =3 T 0 —3r — 3z =0,
0 -3 O y|l =10 = - 3y =0, .
-3 0 =3 z 0 -3z — 3z =0

Tehat . + 2 =0, 2 = —x és y = 0. Igy a sajatvektorok halmaza:

s=10 1, z € R\ {0}.
—x
Ortonormalt bazis adhaté meg
0 1/vV2 1/v2 0 1/vV2 1/V2
1], 0 , 0 , B=|1 0 0 ,
0 1/v2 —1/Vv2 0 1/vV2 —1/V2

ezért a bazisvalté matrix kénnyen invertalhato

0 1 0
B'=BT"=|[1/v2 0 1/v2
1/vV2 0 —1/V2

Ekkor a diagonélis alak

0o 1 0 1 0 =3\ /0 1/vV/2 1/V2
B 'AB=B"AB=|1/v2 0 1/V2 0 1 0 1 0 0

1/v2 0 —1/v2) \-3 0 1 0 1/vV2 —1/V2



o 1 0 0 1/vV2 1/V2 1 0
=|-v2 0 V2|1 0 0 =[{0 -2 0
2v2 0 —2v2) \0 1/v2 —1/V2 0 0 4

F3. (Hf) Hatéarozzuk meg az alabbi méatrix sajatértékeit és sajatvektorait. Adjunk meg a sajat-

vektorokbol allo bazist, diagonalizaljuk a matrixokat.

1 3 4 2 =5
(@ (0 4) o (11 1] ©
2 2 =3

N O~
S No O
=R \V]

Megoldas [F3]. (a) A sajatértékek az atloelemek: A\ = —1,\y = 4.

A =-1, s=(x,0), haz #0,
Ao =4, s=(3z,5zx), hax #0.

1 3 1 3
Sajatvektorokbol allo bazis példaul: , , azaz B = .
0 5 0 5
5 =3 5 =3\ (-1 3 1 3 -1 0
B~ = , B1AB=1! = ,
0 1 0 1 0 4/\0 5 0 4

(b) A sajatértékek: A\ = —1, A =1,A3 =2.
A =-1, s=(x,0,z), haz #0,
Sajatvektorok: Ao =1, s=(x,z,x), haz #0,
)‘3:27 S:(_yayu())?hay?éo‘

Sajatvektorok:

(

1 -1 1 1 -1
Sajatvektorokbol allo bazis példaul: Ol,111],1] 1 ,azazB=10 1 1
\ 1 0 11 0
-1 -1 2 -1 -1 2 4 2 =5 1 1 —1 -1 0
B! = 1 1 —-1], B'AB= 1 1 -1 -1 1 1 01 1 =10 1
-1 0 1 -1 0 1 2 2 =3 1 1 0 0 0

(c) A sajatértékek: Ay =0, =2, A3 = 5.
A =0, s=(x,0,—2x), haz #0,
Sajatvektorok: Ay =2, s=(0,y,0), hay #0,
A3 =05, s=1(22,0,2), haz#0.
1/v/5 0 2/v/5

Sajatvektorokbol allo orthonormélt bazis példaul: 0

—2/v5/ \0 1//5

N O O



1/v/5 0 2V5 1/v/5 0 —2v5

azaz B = 0 1 0 , B '=B" = 0 1 0 ,
—2/v/5 0 1/v/5 2/V5 0 1/\/5
1/vV5 0 =25\ (4 0 2 1/vV5 0 2V5
B'AB=BTAB=| 0 1 0 020 o 1 o0 |=
2/vV5 0 1/v/5) \2 0 1) \-2/V/5 0 1/V5

Opcionalis(ha marad id6)

F4. Az alabbi méatrix mely sajatérétkéhez tartozik a (3,0, —2) sajatvektor?

e S

2
0
5

w w O

Megoldas [F4]. A X\ = —3 sajatértékhez tartozo sajatvektor.

S NN O

o O O



