9. Gyakorlat - Megoldasok
Tobbvaltozos fliiggvények derivalasa

F1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények elsérendii parcialis derivaltjait.
(a) fz,y) =a® =52’y —ay+3y° — 1,
(b) flz,y) = e,
(¢) f(z,y,2) = ve ¥ tg(2).

Megoldas [F1].
(a) fiz,y) =32? =5 -2xy —y =32 — 102y — y
f;(%y) = 522 —a+3-6y° = b2 —a+18)°

b
P fy) = ettt

filay) = e gy
(C) (x ) —eY tg(z)

fo(x,y,2) = —we ¥tg(2)

fiz,y,2z) =axe™ L

ve = cos?(z)

F2. (Hf) Szamitsuk ki az f(z,y) = arctg (f) fiiggvény elsérendii parcialis derivaltjait.
Y

Megoldas [F2]. fi(z,y) = ! 1__uv fy(z,y) !

o T\ x
X 2y y2—|—x2’ Y\ o T 2 y2 o y2+x2'
L+ 1+

Y

Y
F3. Irjuk fel az adott pontban az alabbi feliiletek érintdsikjat.
(a) flz,y) =2®+3zy+y%  P(1,-2),
(b) flz,y) = aln(z+y); P(=2,3).
Megoldas [F3].
(a) fi(xz,y) = 2x + 3y, ami a P pontban f/(1,-2)=2—6= —4
fy(z,y) = 3r + 2y, ami a P pontban f;(1,-2) =3 -4 = —1
F(1,=2)=1-6+4=—1
Igy a P-beli érintésik egyenlete:

z=(-4)(z-1)+(-1)(y+2) -1
dr+y+z=1

1
(b) fi(z,y) =In(x +y) + -y m ami a P pontban f/(—2,3) =0+ (-2) 1= -2

1
folz,y) = - e ami a P pontban f/(—2,3) = (=2) - 1= -2
F(=2,3)=—2-0=0




Igy a P-beli érintssik egyenlete:
z=(-2)(x+2)+(-2)(y—3)+0

2042y + 2z =2

vVr—2
ey—1

F4. (Hf) Irjuk fel az f(z,y) = fliggvény érintdsikjat a P(3,1) pontban.

1
Megoldas [F4]. z = E(x -3)—(y—1)+1
F5. Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozos fliggvények irdnymenti derivaltjat az adott pontban.
(a) f(z,y) =22" =32y +y> + 15 P(3,2); v=(2,—4),

™ T
(b) f(z,y) = tg(2x +y) P(E,g); o = 225°.
Megoldas [F5].

(a) El6szor kiszamoljuk a parciélis derivaltakat:

folz,y) =42 — 3y

f(w,y) = =3r + 2y

Ezek értéke a P(3,2) pontban: f1(3,2) =12—6 =6 és f}(3,2) = =9 +4 = —5. Igy a fiiggvény
gradiense a P-ben: gradf(P) = (6, —5). A v vektor irdnya:

v (2,4 _(2,—4)_<L _i)
vl V22 (=42 V20 \WVE V5

Az irdnymenti derivalt értéke a gradiens és az iranyvektor skalaris szorzata:

fi(P) = (gradf(P). e) = <<6,_5), (%_%» SO

(b) Elgszor kiszamoljuk a parciélis derivaltakat:

1
/ - _— .
fol@,y) = cos?(2x + y)
1
/ R
fy(xay) - COS2<2.%' i y)
4 . / . / . 27T 1 T . 4
Ezek értéke a P pontban: fi(P) = 8 és f,(P) = 4, mivel cos 5= 3 Igy a fiiggvény

gradiense a P-ben: gradf(P) = (8,4). Ebben az esetben vektor helyett szoggel adjuk meg az

iranyt. Ez azt jelenti, hogy az irdnyvektor ezt a szoget zarja be az x tengellyel, azaz az iranyvektor:

e = (cos(225°),sin(225%)) = <_%’ _%)



Az iranymenti derivalt értéke ebben az esetben is a gradiens és az irdnyvektor skalaris szorzata:

FP) = (gradf(P)e) = ((8.0), (= .- ) ) = = - o = =12 — oV

F6. Az f(z,y) = i

ejtiink. Merre fog elindulni? Mekkora az adott pontban a maximéalis meredekség?

1
pr képlettel megadott feliiletre a (—5, 1) pont folott egy vizcseppet
e X

Megoldas [F6]. A vizcsepp nyilvan arra fog elindulni, amerre a leginkabb lejt a feliilet, azaz

amerre a legkisebb az iranymenti derivalt, azaz a gradienssel ellentétes iranyba. Szamoljuk ki a

—2x—1

gradienst! A parcidlis derivaltak kiszdmitasahoz a fiiggvényt f(x,y) = e alakba irjuk.

folw,y) = yPe 71 (-2)
fylw,y) = 3yPe!

1 B
AP= (—5, 1) pontban az értékiik: f,(P) = —2, illetve f,(P) = 3. Igy gradf(P) = (-2,3),

a csepp az ezzel ellentétes iranyba, azaz a (2, —3) irdnyba fog elindulni. A maximalis lejtés a

gradiens iranyaval ellentétes, értéke a gradiens vektor hosszanak ellentetje, ami

—l(-2,3) =~V (2P 3 = VD3,

hiszen a v = (2, —3) iranyban az iranymenti derivalt

"(P) = _/(_ 2 3 -4 -9 13
) = tgraai(P)v) = {29, (= =) )= =i

F7. (Hf) Legyen f(x,y) = /2% —4y. Szamitsuk ki a P(4,3) pontban az irdnymenti derivalt
minimumat és maximumat.
Megoldas [F7]. minimum: —+/5, maximum: /5



