10. Gyakorlat - Megoldasok
Lokalis széls6értékek

F1. Irjuk fel az f(z,y, 2) = (z + 2yz, /7 + In(2)) fiiggvény (4,3,1) pontbeli Jacobi-matrixat.
Megoldas [F1]. Az f fiiggvény komponensfiiggvényei:

filz,y,2) =+ 2yz
fo(z,y, 2) = Vo +In(2)

A Jacobi-matrix ezen fiiggvények parcialis derivaltjaibol all: a sorokban a megfel6 komponens
fiiggvények parcialis derivaltjai, mig az oszlopokban a megfelel§ valtozo szerinti parciélis derivaltak
vannak. Példaul a Jacobi-matrix elsé soranak masodik eleme az els6 komponensfiiggvény masodik

valtozo szerinti parcidlis derivaltja, azaz f{y(x, y,2) = 2z. Igy a Jacobi-matrix a kovetkezs:

1 2z 2y
1 1
— 0 =
2\/x z

Ez a (4,3,1) pontban a kovetkezs:

1
1
4

F2. Legyen f(z,y) = 3z%y, ¢s z(t) = sin(t), y(t) = In(t). Hatarozzuk meg az f(x(t),y(t))
fliggvény derivaltjat a tobbvaltozos lancszabaly segitségével.

Megoldas [F2]. Az f fiiggvény Jacobi-matrixa:

( 6xy 3a? )

Migag:t— (z(t),y(t)) = (sin(t),In(t)) fliggvény Jacobi-matrixa:

cos(t)
1

t

Az f o g Osszetett fliggvény derivéltja a lancszabaly szerint (f o g)'(t) = f'(g(t)) - g'(t), ez az

esetiinkben:
cos(t) sin?
(fog)'(t) = f'(s(t)g'(t) = ( 6sin(t) In(t), 3sin®(t) > 1 = 6sin(¢) In(t) Cos(t)—|—3 t (t)
t



F3. Hatarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fliggvények lokalis szélsGértékeit!
(a) f(z,y) =42” + 2zy + 5y° + 2,
(b) f(x,y) =y* = 3y + 2y + 2y,
(c) flz,y) =2+2z+2y—a® —e.

Megoldas [F3]. (a) Elgszor kiszamoljuk a fiiggvény elsérendii parcialis derivaltjait:

fulz,y) =8z +2y
fo(w,y) = 22 + 10y

A kovetkezs 1épés, hogy megkeressiik azokat a pontokat (stacionéarius pontok), ahol mindkét par-

cidlis derivalt nulla:

8z +2y=0
22 + 10y = 0

Az els6bdl y = —4z, melyet a méasodik helyettesitve —38x = 0, azaz x = 0, amibdl y = 0. (Hi-
vatkozhattunk volna arra is, hogy ez egy homogén lineéris egyenletrendszer, melynek az egytitt-
hatomatrixanak a determinansa nem nulla, igy csak az azonosan 0 a megoldas.) Tehat egyetlen
stacionarius pont van, a (0,0). Még meg kell nézni, hogy ez val6ban lokalis szélsGérték-e, amihez

a Hesse-féle determinanst kell felirni a masodrendt parcialis derivaltakbol.

fro(z,y) =8
f;'y(x, ) =2
foy(:y) = 10

Ebbél a Hesse-féle determinéns:

fow(e,9) foy (@, y) = (fr, (2, 9))* = 8- 10 — 22 = 76,

"
Txr

ami minden pontban pozitiv, igy a (0,0) valoban lokalis szélsGérték, és mivel f (z,y) = 8 pozitiv,
igy lokalis minimum. A lokalis minimum értéke: f(0,0) = 2.

(b) Ugyanazokat a lépéseket kell megesinalnunk, mint az (a) feladatban:

folz,y) = 22y + 2y

folx,y) = 4y — 34 2% + 22



A stacionarius pontok a kovetkezs egyenleteket kielégité pontok:

20y + 2y =0
4y =34+ 22 +22 =0

Az els6 egyenletet szorzatta alakithatjuk: 2y(z + 1) = 0, amibdl y = 0 vagy = —1. Az y =0
esetben a masodik egyenlet —3 + 22 + 2z = 0, aminek a két gycke 1 és —3. Az o = —1 esetben a
méasodik egyenlet 4y —3 +1 —2 = 0, azaz y> = 1, azaz y = 1. Tehat harom stacionarius pont

van: (1,0), (=3,0) és (—1,1). A Hesse-determinanshoz a masodrendi parciélis derivaltak:

foa(,y) =2y

foy(x,y) =22 +2
_ 2

foy(,y) = 12y

Ebbél a Hesse-determinans:

f:}lc/:r(w7 y)fgl/ly<x7y) - (f;ly<x7 y))2 = 2y : 12y2 - (255 + 2)2 = 24y3 - (237 + 2)2

Minden stacionarius pontra kiszamoljuk ezt:

Az (1,0) pontban: 24-0—(2+2)% = —16, ami negativ, tehat ez nem lokalis szélsGérték (nyeregpont).
A (=3,0) pontban: 24 -0 — (2 (=3) + 2)? = —16, ami negativ, tehat ez sem lokalis szélsGérték
(nyeregpont).

A (—1,1) pontban: 24 -1% — (2 (—1) + 2)? = 24, ami pozitiv, igy ez lokalis szélsGérték. Mivel

"
TT

1-2=-3.

(c) Az els6rendii parcialis derivaltak:

(—1,1) = 2, ami pozitiv, ez lokalis minimum. A lokalis minimum értéke: f(—1,1) =1— 3+

f;(l’,y) =2-2z
f;;(x7y) =2—¢

A stacionarius pontok egyenlete:

2—2x=0
2—¢e=0

Ezekbdl x = 1, és y = In(2). Tehét az egyetlen stacionarius pont az (1,1n(2)).



A Hesse-determinans:

o, y) fo (@, y) — (f(2,9))* = (=2) - (—e¥) — 07 = 2¢?,

ami az (1,1n(2)) pontban 2 -2 = 4, ami pozitiv. Mivel f” (1,In(2)) = —2 negativ, igy ez lokalis

maximum. A lokalis maximum értéke:

F(LIn(2) =2+2+2mn(2) =1 -2 =1+ 2In(2).

1 1
F4. (Hf) Hatarozzuk meg az f(z,y) = ;:—Z; + -4+ - fuggveny lokélis szélsGértékeit.

Megoldas [F4]. (3,3)-ban lokilis minimum, erteke 1.

F5. Egy V = 4,5 dm® térfogatu téglatest alaku dobozt hosszaban egyszer, keresztben pedig
kétszer atkotiink egy zsineggel. Mekkora legyen a csomag szélessége, hossza és magasséga, hogy a
legkevesebb zsineget kelljen felhasznalni?
Megoldas [F5]. Legyen a téglatest oldalhosszai a, b, ¢ (deciméterben mérve). Ekkor a térfogat
abc = 4,5, amib6l ¢ = ——. Ha a a leghosszabb oldal, akkor ha hosszaban kotjiik 4t a csomagot,
akkor annak a hossza 2(aa + b), és ha keresztben, akkor 2(b + ¢). Mivel keresztben kétszer kotjiik
at, igy Osszesen

2(a+b)+2-2(b+c) =2a+6b+4c
zsineg sziikséges. Felhasznalva, hogy ¢ = %, a

4.5 18
f(a,b):2a+6l)+4c:2a+6b+4-’—b:2a+6b+—b
a a

fiiggvényt kell minimalizalni. Ezt az eddigi modszerrel tehetjiik meg (annyi kiilonbséggel, hogy

most a valtozokat a,b-vel jeloljiik). Az elsérendii parcialis derivaltak:

18
fulab)=2- -
18
(a,b) =6 — —
fb(a7 ) abQ
A stacionarius pontok egyenlete:
18
——=0
a?b
18
6——=0
ab?



A maésodrendd parcialis derivaltak a Hesse-determinénshoz:

36
1 b -
faa(a7 ) a3b
18
fclz/b(aa b) = a2b?
36

/! b —_
o (a; D) b

A Hesse-determinans:

36 36 18 \* 362 — 182
2 p— —_—
f(;,a(a7b) é;(a,b) - (f(;,b(avb)) - E : @ - (W) = W’
ami pozitiv (mivel a,b pozitiv). Mivel f (3,1) is pozitiv, igy ez lokalis minimum. Tehat tényleg

ezen adatokhoz tartozé csomaghoz kell a lehetd legkevesebb zsineg.

F6. Feliil nyitott, téglatest alakii dobozt készitiink, melynek térfogata 1 m?

. Mekkora legyen
éleinek hosszuisaga, hogy elkészitéséhez a lehetd legkevesebb anyagot hasznaljuk fel?

Megoldas [F6].  Jeldlje a téglatest oldalait a,b,c méterben mérve. Igy a térfogat abc = 1,
amibdl ¢ = —. Ha a ¢ a magassag, akkor az alaplap teriilete ab, mig az oldallapoké ac, illetve bc.

a
Mivel két-két ugyanolyan oldallap van, igy a felhasznalt anyag:

1 1 2 2
f(a,b) = ab+ 2ac + 2bc = ab+ 2a— + 2b— = ab+ — + —
ab ab b a

Ennek els6rendd parciélis derivaltjai:

fiab)=b- =

A stacionarius pontok egyenlete:

Ezekbol a?b = 2, és ab? = 2. Ekkor a®b® = 4, amibdl ab = /4. Tehat

2p 2 1 b? 2 1 1
C]J:a/—:—2:2§:\3/§7 b:a—:—2:2§:\3/§, C= — =
23 ab 23



A maésodrendd parcialis derivaltak a Hesse-determinénshoz:

4
f(lzla<a7 b) = E
fap(a,0) =1
4
lg;)(a7 b) = E
A Hesse-determinéans: "
Jou(a,) fiy(a,0) = (fup(a,b))* = =55 — 1,

4
ami a (v/2, v/2) pontban 3 > 0. Mivel f (v/2,V/2) = o)

Tehat tényleg ezen adatokhoz tartozo téglatesthez kell a lehetd legkevesebb anyag.

= 2 is pozitiv, igy ez lokalis minimum.

F7.(Hf) Egy 1 m? térfogati téglatest aljat és tetejét két rétegben, a tobbi oldalat egy rétegben
befestjiik. Milyen hossztak legyenek a téglatest oldalélei, hogy a lehets legkevesebb festék kelljen
ehhez?

Megoldas [F7]. Ha a,b,c jeloli az oldalakat, akkor abc = 1 és a festett feliilet nagyséaga:

2 2
4ab+2bc+2ac:4ab+—+5.
a

1
A parcialis derivéltak eltiinésébsl a = b = % és ¢ = /4. A Hesse-determinans ebben az esetben
pozitiv, igy ez lokalis szélsGérték, és mivel f7 pozitiv, igy lokalis minimum.
Opcionalis(ha marad idg)

F8. A z =222+ feliilet és a z = 5 sik altal hatarolt térrészbe a lehets legnagyobb térfogat

hasabot irjuk. Mekkora ennek a hasdbnak a térfogata?



