12. Gyakorlat - Megoldasok
Hatvanysorok, Taylor-sorok

F1. Allapitsuk meg az alabbi hatvanysorok konvergenciatartomanyét.
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(a) a, = NG

és ro = 0. A konvergenciasugarhoz
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igy a konvergenciasugar 1. Még meg kell nézni az intervallumon hatarain, azaz +1-ben:
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Tehat a konvergenciatartoméany a [—1, 1) intervallum.
(b) a, =

x = 1 esetén a hatvanysor > ami divergens.
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r = —1 esetén a hatvanysor y

, ami Leibniz-sor, igy konvergens.

és ro = 2. A konvergenciasugarhoz:
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A konvergenciasugar ennek a reciproka, azaz 2. Igy a hatvanysor a (0,4) intervallumban biztosan
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konvergens. A két hatarpont:
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r = 4 esetén a hatvanysor >~ (QTR = > .2, ami divergens.
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z = 0 esetén a hatvénysor 377 | (2n—1) =3, (=1)"-2, ami szintén divergens.

Tehat a konvergenciatartoméany a (0,4) intervallum.
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(¢c) a, = — és xy = 5. Ebben az esetben a konvergenciasugarat a
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hatarértékbdl szamoljuk (a faktorialis miatt a gy6kos nem szerencsés). A konvergenciasugér ennek
a reciproka, ami 0 esetén azt jelenti, hogy a sugéar végtelen, igy a hatvanysor az egész szdmegyenesen
konvergens.
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F2. (Hf) Allapitsuk meg a > >0 s

hatvanysor konvergenciatartomanyat.



Megoldas [F2]. (—4,2)

F3. Irjuk fel a megadott fiiggvények o = 0 pont koriili Taylor-sorat. Hatarozzuk meg a sorok

konvergenciasugarat is.
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(a) Mivel cosz = Zfzo(—l)”ﬁ, igy
= 52)* o 5 = (225)"
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Mivel a cos fiiggvény hatvanysora minden = € R-re konvergens, igy a cos(5x) fiiggvényé is, azaz a

konvergenciasugar végtelen.
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(b) Mivel e” = > x—', igy
n!
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Mivel az e* hatvanysora minden = € R-re konvergens, igy az e fiiggvényé is, azaz a konvergen-
clasugar végtelen.
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(c) Itt azt hasznaljuk fel, hogy = Yoo oa”, ha |z] < 1.
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ha < 1, azaz |z| < 2, ami azt jelenti, hogy a konvergenciasugar 2.

(d) Itt egy kicsit alakitani kell elszor:
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A méar hasonlé a (c) feladathoz:
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ahol az utols6 1épésben a konstanstagokat (1-et és az n = 0 tagot) dsszevontuk. A konvergencia-

tartomény igy ‘—%‘ < 1, azaz |z| < 3, ami azt jelenti, hogy a konvergenciasugar 3.
F4. (Hf) Trjuk fel az f(z) = 2 sin(27) fiiggvény z¢ = 0 pont kériili Taylor-sorat.
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F5. Szamoljuk ki sin(1) és — értékét 3 tizedesjegy pontossaggal.
e
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Megoldas [F5]. Mivel sinx = Zfzo(—l)”m, igy
= 1 11 1 11 1
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Ez egy Leibniz-sor, igy a sor egy részletosszegének az OsszegtSl valo eltérését a kovetkezd tag
abszolut értékével becsiilhetjiik. Mivel harom tizedesjegy pontossaggal szeretnénk becsiilni, igy

egy ezrednél kisebb hibat szeretnék, azaz ha az

taggal becsiilhetiink, akkor
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Tehat sinl ~ — = 0,84166666 ... Valojaban sinl = 0,841470985..., tehat az els¢ hirom

] ) 120
tizedesjegy tényleg azonos.
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— hatvanysorbol:
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Ez is egy Leibniz-sor, igy hasonl6an becsiilhetiink, mint az el6z6 feladatrésznél. Az 1 — 1+ = —
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Tehat — =~ — = — = 0,3680555 ..., mig — = 0,367879441 . ... Kerekitve itt is megegyezik az
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els6 harom tizedesjegy.

F6. (Hf) Szamoljuk ki cos(0,1) értékét 2 tizedesjegy pontossiaggal.
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Megoldas [F6]. 1— O’T = 0,995 mivel o= 0,00138 < 0,01



