GTK NG&PSz A2 vizsga - 2025.05.28. MEGOLDASOK

Feladatok
1.) Szamitsa ki az alabbi improprius integralt!

>~ 1
x2+:cdx
1 (5 pont)

Megoldas-1.)

00 b
1
/ 5 dz = lim dx
. P+ bsoo J; 22+

A tort résztortekre bontésaval: (1 pont )
1 _A+ B (A+B)jz+A
22+z xxz+1) =z z+1  z(z+1)

A+B=0é A=1, tehat B=—1

(2 pont )
b b b
lim 21 dz = lim —dx / lim = lim [ln(:z:)—ln(x—i—l)} = lim [ln( ° )]
b—oo J; 1?42 b—00 b—oo T + 1 b—00 1 b—oo x+1 1
(1 pont )
= lim | b 1 ! =1In(1) -1 = =0+ In(2) =1In(2)
fim In { o= nf{5)=1h n{y)= n(2) = In(2).
(1 pont)

Az integral konvergens, hatarértéke In(2).

2.) Szamitsa ki az A(3,2, —2), B(4,1,-3),C(1, -2, 1) csticsponti haromszog teriiletét! Irja fel

a haromszog sikjanak egyenletét! (8 pont)
Megoldas - 2.)

Legyenb:/@: (1,—-1,-1) 6s ¢ = AC = (—2,—4,3). (1 pont)
Az ABC haromszog teriilete a b és ¢ altal kifeszitett paralelogramma teriiletének a fele. Ami
pontosan a b x ¢ =(-3—-3,3 —2,—4 —2) = (—7,—1,—6) vektor hossza. (2 pont)
Ez utébbi vektor hossza /(=7)2 + (—1)2 + (—6)2 = /6. (1 pont )
Igy a haromszog teriilete @. (1 pont )

A haromszog sikjaban fekvs pont példaul A(3,2, —2), a sik normélvektora pedign =b x ¢ =
(=7,—1,-6), igy a sik egyenlete:

—T(x—3)—(y—2)—6(2+2) =0,
Tr+y+ 6z =11 (3 pont )

H n

3.) Hatéarozza meg az egyenletrendszer megoldasait a paraméter fiiggvényében!

Jr+2y—z=c
r+3y—22=2
2r—y+z2z=1

(8 pont )



Megoldas - 3.)

Az egyenletrendszer kib&vitett matrixat lépesds alakra hozzuk.

3 2 _]_ C ]. 3 _2 2 52—351 1 3 _2 2 S2<>S3
1 3 =2(2 | ™™ |3 2 -1]¢ ~ 0 -7 5|lc—6 ~
2 —1 1)1 2 —1 1|1 s3—2s1 0 -7 51 =3
S2<>S3 1 3 —2 2 S3—S2 1 3 —2 2
~ 0 -7 51 =3 ~ 0 -7 51 =3
0 —7 5lc—6 0 0 Olc—3
(3 pont)
e ¢ # 3, rang(A) = 2 < rang(A|b) = 3 nincs megoldas. (2 pont )

e ¢ = 3, rang(A) = rang(A|b) = 2 < 3 végtelen sok megoldas van (egy szabad valtozo),
ekkor a megoldéshalmaz:

z€e€R, =Ty +5bz= -3, igy Ty = 5z + 3, yz%z—i—%,

tovabba x+3y —2z = 2, ezért v = —3y+224+2 = — L2 -2 4+2242 = —1z42
(3 pont )

4.) Hatéarozza meg az aldbbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait! Diagonalizalja a matrixot!

A= (3 3 (9 pont)

A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:

Megoldas - 4.)

det(4;/\ 1EA> =4 -N1-X)—4=XA-5x=\\—-5).

Ennek gyokei \; =0 és Ay = 5. (2 pont)
A sajatvektorok A\; = 0 esetén:

<2 1) (y) = (0) = o Hy =0 = y= —2z, tehat: s = (—21’)’ r € R\{0}.

A sajatvektorok Ay = 5 esetén:

-1 2 z\ (0 —x +2y =0 B (2
GO0 - 5 - e (3), vemio

(3 pont)
Sajatvektorokbol allo6 orthonormalt bazis példaul { ! ( L ) ! <2>}
vektor rthonorm 7i ul: ¢ — ,—= ,
azazB—ﬁ<_2 1). B~'=B", (2 pont)
1 -2 4 2 1 2 170 0 1 2 1/0 0 0 0
T — L L = _ = _ =
BAB_JE(Q 1)(2 1)¢5<—2 1) 5(10 5)(—2 1) 5(0 25) (0 5)'
(2 pont)



2r — 3
5.) Szamitsa ki az f(zr,y) = In(z) - y? + 227 Y yetvaltozos fiiggvény gradiensét a P(1,2)
Y

pontban, majd irja fel itt az érintsik egyenletét! Mennyi lesz a P pontban a v = (—1,1)
irdnyban vett iranymenti derivalt? (7 pont )

Megoldas-5.)

2.1—23 —6
f(1,2)=In(1) - 22+ ————=0+—=-3
2 3
2
Y 2 4 2 2z 2 9
'(1,2) ==+ - =-4+-=5 '(1,2) =21 - — -2 =0--—-2-2=—-
f,z‘(?) x+ 1+2 Y fy(?) n(x>y y2 y 4 2?
(1,2) (1,2)
(3 pont)

. 9
Igy a P-beli érintGsik egyenlete: z = 5(z — 1) — §(y —2)— 3, azaz bxr — %y —2z=—1. (2 pont)

Az irdnymenti derivalt értéke a gradiens és az egység hosszu iranyvektor skalaris szorzata:

(2 pont )

6.) Dontse el, hogy az alabbi sor Leibniz tipust-e. Abszolut konvergens-e ez a sor? Valaszat
. | .

indokolja! 1y nto

2—1 n?+1 (8 pont )
Megoldas-6.) "

Itt mindharom Leibniz-feltétel teljesiil, mivel a (—1)" miatt alternéloak a tagok, a

.on+2 . 1+2/n 1
lim —— = lim = — =0,

és a sorozat monoton csokkend mivel |a,| > |a,41]:

n—|—2> n—+3
n2+1" n2+2n+2

(n+2)(n*+2n+2) > (n+3)(n*+ 1)
n® +4n®+6n+4>n’+3n"+n+3
n*+5m+1> 0. (5 pont )

Az abszolat konvergencidhoz a Y~ |a,| sor konvergenciajat kell vizsgalni, azaz

- a2 “n+2 - n_ooll

o 1 .
ami divergens, mert tudjuk, hogy a >, — sor pontosan akkor konvergens, ha a > 1. Igy a
nCL

sor a minorans kritérium miatt nem abszolit konvergens. (3 pont)



