GTK NG&PSz A2 vizsga - 2025.06.04. MEGOLDASOK

Feladatok
1.) Keressiik meg a 23 + 322 + 6z + 4 = 0 polinom gyokeit a komplex szdmok korében, és irjuk
fel gyoktényezds alakban. (6 pont )

Megoldas-1.)

A polinom egész gyoke lehet a 4 valamelyik osztéja.

(=1 +3-(-1)*+6-(-1)+4=-1+3-6+4=0, (1 pont)
Tehat z = —1 gydke a polinomnak, igy (z + 1) kiemelhetd:

(22 + 322 + 62 + 4) :(z+1)=22+22+4
2+ 22
222 + 62 + 4
222 4+ 22
4z + 4
4z + 4
0 (2 pont )
Tehat 22 + 322 + 62 +4 = (2 + 1)(2% + 22 + 4).
A masodfoku tag gyokei a megoldoképlet alapjan:

94+ A—4-4 —24. /12
_ > 14V 3= —14iV3

72,3 = (2 pont)

. 2

[gy a polinom gyoktényezds alakja:
P 4+322462+4=(2+1)(z+1—iV3)(z+1+iV3). (1 pont)

2.) Irja fel a v; = (1,—2,—1) és vo = (3, —1,3) vektorokkal parhuzamos, a P(2,2,4) ponton

atmend sik egyenletét. Milyen tévol van ettdl a siktol a Q(0,3,1) pont? (6 pont )

Megoldas-2.)

Mivel a vektorialis szorzat a két tényezére merdleges vektor, igy ezen sik egy normalvektora

i j k
viXxve=|1 =2 —1|=(-7,-6,5)
3 -1 3
Igy a sik egyenlete: —Tx — 6y +4z=(=7)-24+(=6)-2+4 -4,
—Tx — 6y + bz = —6, (3 pont )

A Q(0,3,1) pontnak ettdl a siktol valo tavolsagat a Hesse-féle normalalakbol szamolhatjuk:

—Txg — 6yq + 529 + 6 _’—7-0—6-3+5-1+6‘_’ —7‘_ 7
V(=7)% + (—6)% + 52 V110 V110| V110
(3 pont)
3.) Hatarozza meg az sszes olyan x vektort, amelyre teljestil, hogy
3 -1 1 3
Ax=b+2x, ha A=1|2 3 1], é b=|11].
3 1 4 -1 (7 pont )



Megoldas - 3.)
Az egyenletet atrendezve: (A —2E)x=Db
x=(A-2E)"'b

1 -1 1 3
x=12 1 1 1
3 1 2 -1 (2 pont)
Kiszamitjuk az inverzet:
1 -1 1\ " . 1 -1 —1\" 1 3 -2
3 1 2 ot \2 13 -1 -4 3 (3 pont)
Ezért az ismeretlen vektor értéke:
1 3 =2 3 8
x=[-1 -1 1 |-[1]=[-5].
-1 -4 3 —1 —10 (2 pont)

4.) Hatarozza meg az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

1 2 2
A=11 1 0
-2 -3 =2 (9 pont )
Megoldas-4.)

A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:

1—) 2 9 |
_12 1_—3/\ _20_A :2<—3+2(1—)\)>+(—2—)\)<(1_)\) _2>:

2= AN+ (2= NN =22 1) = A =X = A1 =A%) = A1 = \)(1 +\)

melynek a gyokei Ay =0, Ay = —1 és \3 = 1. (3 pont )
A sajatvektorok \; = 0 esetén a kovetkezdsk:

1 2 2 T 0 r +2y +2z =0
1 1 0 y|l =10 — r  +y =0.
-2 -3 -2 z 0 —2r =3y —2z =0

A kozépss egyenletbdl y = —x, ezért az elsé egyenlet © — 2z + 22 = 0, tehat © = 2z. Ekkor
az utolsé egyenlet mindig teljesiil, mert —2x + 3z — 2 = 0. Igy a sajatvektorok halmaza:

s = (22, -2z, z) , ze€R\{0}. (2 pont )
A sajatvektorok Ay = —1 esetén a kovetkezdk:

2 2 2 T 0 2 2y +2z =0

1 2 0 y]l =10 _— r  +2y =0 .

-2 -3 -1 z 0 —2r =3y —z =0
A kozépss egyenletbsl x = —2y, ezért az els6 egyenlet —4y + 2y + 2z = 0, tehat y = z.
Ekkor az utolsé egyenlet mindig teljesiil, mert 4y — 3y — y = 0. Igy a sajatvektorok halmaza:
S = (_2y7 Y, y)7 yER\{O} (2p0nt)



A sajatvektorok A3 = 1 esetén a kovetkezdsk:

0o 2 2 x 0 2y +2z =0
10 0 yl =10 — x =0.
-2 -3 -3 Z 0 —2r -3y -3z =0
Az els6 és masodik egyenletbdl z = —y és © = 0. Ekkor az utols6 egyenlet mindig teljesiil, mert

0+ 3z — 32z = 0. Igy a sajatvektorok halmaza: s = (0, —z, z), z€R\{0}. (2 pont )
5.) Hatérozza meg az f(z,y) = 2 + 2zy + xy? — 3z fiiggvény lokalis szélséértékeit. (9 pont)
Megoldas-5.)

A fiiggvény els6rendti parcialis derivaltjai:

fi(z,y) =20 +2y+y*—-3=0

fy@,y) =2z + 22y =0 (1 pont)
Az masodik egyenlet 2z(1 4+ y) = 0, azaz x = 0 vagy y = —1. Ha = = 0, akkor az elss

egyenlet y> +2y —3 = (y+3)(y — 1) = 0, azaz y = —3 vagy y = 1. Ha y = —1, akkor az
elsG egyenletbdl 22 — 24+ 1 —3 = 22 — 4 = 0, tehat * = 2. Igy a stacionarius pontok: a
P(0,-3), P»(0,1), P5(2,—1). (3 pont)
A mésodrendi derivéltak:

fo(my) =2, fr(z,y)=2+2y, f(v,y) =2z
Ebbdl a Hesse-féle determinans: f, f;r — (f1,)* = 4z — (2 + 2y)?, (2 pont)
ez a P, és P, pontokban 0 — (2 — 6)? = —16 illetve 0 — (2 + 2)®> = —16 negativ, ott nincs
szélsgérték (nyeregpontok). A P3(2,—1) pontban a determinans értéke 8 — (2 —2)2 =8 > 0
valoban lokalis szélsérték, és mivel f (z,y) = 2 pozitiv, igy ez lokalis minimum hely. A lokalis
minimum értéke: f(2,—-1)=4—-4+2—-6=—4. (3 pont)

6.) Dontse el, hogy az alabbi sor Leibniz tipusi-e. Abszolit konvergens-e ez a sor?

n 2
2V (8 pont )

Megoldas-6.)

Itt mindharom Leibniz-feltétel teljesiil, mivel a (—1)" miatt alternéloak a tagok, a

lim 2z = 2 =0
n—oo (n+ 1)1 oo ’
¢és a sorozat monoton csokkend mivel |a,| > |a,41]:
2 2
nr1)!~ (nt2)
2(n+2)! > 2(n+1)!
n+2>1.
Mivel a sor Leibniz tipusi, ezért konvergens. (5 pont)
Az abszolut konvergencidhoz a Y |a,| = > 7, 0 i 0 sor konvergenciajat kell vizsgalni,

hanyados kritériummal szamolva

) ! 1 1
lim 2 g (PE DY — S —0<1

ezért az abszolut sor is konvergens lesz. Igy az eredeti sor abszolut konvergens is. (3 pont)
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