GTK NG&PSz A2 vizsga - 2025.06.10. MEGOLDASOK

Feladatok
1.) Legyen z = 2+ 2i. Irja fel trigonometrikus alakban, majd szdmolja ki a hatodik hatvanyat
és a harmadik gyokeit. (7 pont )

Megoldas-1.)
A z = 2+ 2i komplex szam abszolutértéke: r = /22 4+ 22 = /8 és argumentuma:

2 1 2 1
sin(p) = ——= = — — 45°,135°%;, cos(p) = —= = — — 45°,315°;
W =3%=7% W =3%=7
Igy a trigonometrikus alak: 2 = /8 (cos(45°) 4 4 sin(45°)). (2 pont)

Ennek segitségével:

2% = (8)% (cos(6 - 45°) + i sin(6 - 45°)) = 27 (cos(270°) + i sin(270°)) =
= 512 (cos(270°) + isin(270°)) = —5121. (2 pont)

A z komplex szamnak harom kobgydke van:
\ 45° 45°
2 =V8 (cos ( ?5) ) + 7sin ( ?5) )) = \/5(005(150) +isin (15%)),
4 o o 4 o] o
2 =8 (cos (5+—360) + isin (5+—360)> = /2 (cos (135°) + isin (135°)) = —1 + 1,

3 3
45° + 720° 45° +720°
23 =V/8 (COS (5%70) + 7sin (5+7())> = V/2(cos (255°) + isin (255°)) .

(3 pont)

2.) Hatarozza meg az a = (1,—1,3), b = (2,2,4) és ¢ = (3,2, 1) vektorok vegyes szorzatat,

valamint a vektorok &ltal kifeszitett paralelepipedon térfogatat. (5 pont)
Megoldas - 2.)
1 -1 3
[abc] =12 2 4|=12-8)—(-1)(2—-12)+3(4—-6)=—-6—10—-6= —22. (3 pont)
3 2 1

A vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata ennek abszolut értéke, azaz 22. (2 pont )

3.) Hatarozza meg az egyenletrendszer megoldésait!
20 +y—224+u=0

r—4y+ 2z —2u= -2 (8 pont)

Megoldas - 3.) roy-ztu=1

Az egyenletrendszer kibévitett matrixat 1épcsds alakra hozzuk.

2 1 -2 1] 0 1 —1 —1 1|1 I
1 -4 2 —2|—2 | "™ |1 -4 2 —2|-2 ~
1 -1 -1 1] 1 2 1 -2 1] 0 S5—28,

S2—S1 ]. _1 _1 ]. 1 So+8S3 1 _1 _1 1 1
~ 0 -3 3 —-3|-3 ~ 0o -3 3 —-3|-3
s3—2s1 0o 3 0 —-1|-2 0o 0 3 —4|-5

(3 pont)



Itt rang(A) = 3 = rang(A|b) <valtozok szama = 4 azaz végtelen sok megoldas van (4 —3 =egy

szabad valtozoval), ekkor a megoldashalmaz: (2 pont )
4 )
€R, 32— du=—5,igy 2 = —u — -,
u z —4u fgy 2= gu—3
4 5 1 2
kkor —3y + 32 —3u=—3, ezért y=z —u+1l=-u—o>—u+1l=-u—=
ekkor —oy + oz — ou yezert y =z —u+ 3u 3 u+ 3u 3
tu =1, ezért el = st tu—2 g1 = 202 (3 pont)
ésrx—y—z+u=1,ezért r = y+z—u JU—gtgu—g—utl=gu—c. (3 pon

4.) Hatérozza meg az aldbbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait! Diagonalizalja a matrixot!

A= (_21 _21) (9 pont)

A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:

Megoldas - 4.)

det (2__3 2__1A> =2-A)?=1=X -4\ +3=A-1)(\-3).

Ennek gyokei A\; =1 és Ay = 3. (2 pont )
A sajatvektorok A\; = 1 esetén:

L=y (=) 2 (0 z -y =0 _ [z
(_1 1)(y)_<0> = 1 4y =0 = y=uzx, tehat.s—(x), xeR\{o}.

A sajatvektorok Ay = 3 esetén:

-1 =1\ (z\ (0 -z —y =0 _ T
(_1 _1) (y)_<0> = Ly =0 = x=-y, tehat.s-(y), y € R\{0}.

(3 pont )
1
Sajatvektorokbol allo6 orthonormalt bazis példéaul: { ( > 7% ( 11> } ,
/1 -1 1_RT

azaz B = 7 (1 1 ) . Itt (az orthonormaélt bazis miatt) B~ = B, (2 pont )
1 1 2 -1 1 -1 1/1 1 1 -1 1720 10

T _ 1 1 [ Z

sran =3 (4 0) (5 2)wh 7) =2 (G )6 ) =26 8)=6 )

(2 pont)

5.) Egy 2m? térfogatu téglatest alakt medence aljat egy rétegben, a tobbi oldalat két rétegben
befestjik. Milyen hosszuak legyenek a téglatest oldalélei, hogy a lehets legkevesebb festéket
hasznaljuk fel? (8 pont)

Megoldas-5.)

Legyenek a téglatest oldalhosszai a, b, ¢ (méterben mérve). Ekkor a térfogat abc = 2, amibél

c=— Ha a és b a medence szélessége és hosszusaga (¢ a mélysége), feltessziik hogy a, b, ¢ > 0.
a

Ekkor a festéskor ab négyzetméter festéket hasznélunk a medence aljdhoz, és 2(2ac + 2bc) m?
festék kell az oldalfalak kétszeri , igy

8 8
f(a,b,¢) = ab+ 4ac + 4bc, azaz f(a,b) = ab+ 3 + — filiggvényt kell minimalizalni.
a
(2 pont)



Az els6rendii parcialis derivaltak:

8 8

fala,b) :b_ﬁa fl;(a,b)za—b—Q,

A stacionarius pontok kiszamitasdhoz az egyenletek:

ba’> —8 =0 és ab®> —8 = 0.

2 1
Ezekbdl ba? = ab? azaz a = b. Ekkor b = 8, amib6l b = a = /8 = 2. Ekkor ¢ = 5375
(3 pont )
A masodrendi parcialis derivaltak a Hesse-determinanshoz:
16 16
fc/z/a(a’ b) = g: fé’b(a,b) =1, lgg(% b) = gu
igy a Hesse-determinans:
16
det (Hesse f(2,2)) = ff 16| =4—1=3,
8

ami pozitiv, s mivel f” (2,2) = 2 is pozitiv, igy ez lokalis minimum. Tehat tényleg ezen oldal-
hosszak esetén: a =b=2m és c = %m hasznaljuk fel a legkevesebb festéket.

(3 pont )
6.) Dontse el, hogy az alabbi sor Leibniz tipust-e. Abszolut konvergens-e ez a sor?
o0 . 1
n=1 + (8 pont )
Megoldas-6.)
Itt mindharom Leibniz-feltétel teljesiil, mivel a (—1)" miatt alternaloak a tagok, a
1 1
lim =— =0,
n—oo 2 + 3 00
és a sorozat monoton csokkend mivel |a,| > |a,41]:
1 - 1
on 4 3 gn+1 +3
2" 43 >2"+3
2ntl > on
2> 1.
(5 pont)

Mivel a sor Leibniz tipusi, ezért konvergens.

Az abszolat konvergencidhoz a Y7, |a,| = sor konvergenciajat kell vizsgalni. A

n=lon 4 3

1 <1_ 1\"
om43 “om \2)

ezen tagok konvergens sort alkotnak, mert tudjuk, hogy a >~ | ¢" geometriai sor konvergens,
ha |q| < 1. Igy a sor a majorans kritérium miatt abszolut konvergens is. (3 pont)

majorans kritérium alapjan




