GTK NG&PSz A2 vizsga - 2025.06.25. MEGOLDASOK

Feladatok
1.) Szamitsa ki az alabbi improprius integralt!

Y Pl (5 pont)
Megoldas-1.)
1 |
—— _dz =i — - 1 pont
/1 1202 " b ), (120 (1 pont)
I | 190
= lim= [ ——— - 2dz = |i —[_ }:
bggo2/1 (14 2x)? kel T T2k (2 pont )
i 1 1 +1 ! 1 1 1
=lm-(-———+=-)=Ilm - — — = —.
bsoo2 \ 1+2b 3 booo 6 2440 6 (2 pont )

Az integral konvergens, hatarértéke %.

2.) Irja fel a P(1,4,3) ponton atmend vy = (2, —1,2) és vo = (1,0,3) vektorokkal parhuzamos
sik egyenletét, és szamitsa ki a Q(1,1, —1) pontnak ettdl a siktol vett téavolsagat. (6 pont)
Megoldas - 2.)

Mivel a vektorialis szorzat a két tényezére merdleges vektor, igy ezen sik egy normalvektora

i j k
viXxve=12 —1 2|=(-3,-4,1)
1 0 3
Igy a sik egyenlete: —3(x—1)—4(y—4)+ (¢ —3) =0,
3r + 4y — z = 16, (3pont)

A Q(1,1,—1) pontnak ettdl a siktol vald tavolsagat a Hesse-féle normalalakbol szamolhatjuk:

3rq +4yg — 2 — 16| ‘3-14—4-1—1-(—1)—16‘ _‘ 8| 8
V32424 (—1)2 V26 V26| V26
(3 pont)
3.) Hatarozza meg az egyenletrendszer megoldasait!
do+4dy—2z—u=0
r+3y—2z =1
20 —2y+z+tu=2
TooyF3ztu=1 (8 pont )
Megoldas - 3.)
Az egyenletrendszer kibévitett matrixat 1épcsds alakra hozzuk.
4 4 -1 —-11]0 1 3 -2 0|1 so—4s1
1 3 -2 0]1 14080 4 4 -1 —-11]0 ~
2 =2 1 1|2 ~ 2 =2 1 1]2 s3—281
1 -5 3 1|1 1 -5 3 1|1 sa—s1



1 3 =2 0 1 1 3 =2 0] 1 1 3 =2 0 1
0 8 7 —1|—-4|>** ([0 -8 7 -1|—4 | [0 -8 7 -1|-4
0 -8 5 1|0 T o 0 -2 2|4 T o 0 -2 2|4
0 -8 5 1/0 /) > \0 0 -2 2|4 0 0 0 0|0
(3 pont)
Itt rang(A) = 3 = rang(A|b) <valtozok szama = 4 azaz végtelen sok megoldas van (4 —3 =egy
szabad valtozoval), ekkor a megoldashalmaz: (2 pont)

ueR, —2z2+2u=4,1igy 2z =u— 2,
tovabba —8y + 7z —u = —4, ezért 8y =7z —u+4 = Tu — 14 — u + 4 = 6u — 10,

3 )

tehét y = —u — —

chat y = —u — 7,
. . 9 15 1 3
ésr+3y—22=1, ezert$:—3y—|—22+1:—Z—Lu+z+2u—4—|—1:—Zu—kz.
(3 pont)

4.) Hatéarozza meg az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

2 1 =2
A=11 2 =2
02 —2 (9 pont )

Megoldas-4.)

A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:

2—A 1 —2
(1) 2;>\ —Q_EA :(2—)\)((2—)\)(—2—)\)+4)—((—2—)\)+4>:

=2\ +FA—2=-N+22 2+ -2,

melynek gyokei (a 2 osztoi koziil) Ay =2, g = —1és A3 =1 is. (3 pont )
A sajatvektorok \; = 2 esetén a kévetkezdk:

01 -2 T 0 y —2z =0
1 0 -2 y] =10 — T —2z =0.
0 2 —4 z 0 2y —4z =0
Az els6 két egyenletbdl y = 2z és x = 2z adodik. Ekkor az utolsé egyenlet mindig teljestil, mert
2(2z) — 42 = 0. Igy a sajatvektorok halmaza: s = (2z, 2z, z), z€R\{0}. (2 pont)
A sajatvektorok Ay = —1 esetén a kovetkezdk:
3 1 =2 x 0 v +y -2z =0
1 3 =2 yl =10 — r +3y —2z =0.
0 2 -1 z 0 2y —z =0

Az utolso egyenletbdl z = 2y, ezért az els§ egyenlet 3x +y — 2(2y) = 3z — 3y = 0, tehat x = y.
Ekkor a kozéps6 egyenlet mindig teljesiil, mert y+3y—2(2y) = 0. Igy a sajatvektorok halmaza:

s=(y, v, 2y), yeR\{0}. (2 pont)
A sajatvektorok A3 = 1 esetén a kovetkezdk:

11 =2 T 0 r +y —2z =0
11 =2 yl =10 = x +y -2z =0.
0 2 -3 z 0 2y —3z =0



Az utolso egyenletbdl y = %z Ekkor az els6 és mésodik egyenletek x + %z —2z2=x— %z =0,

azaz © = $z. Igy a sajatvektorok halmaza: s = (32, 2z, z), zeR\{0}. (2 pont)

1
2 2
5.) Hatarozza meg az f(x,y) = 2® + 22y + 3y* — 4y fiiggvény lokalis szélséértékeit. (9 pont)
Megoldas- 5.)

A fiiggvény els6rendti parcialis derivaltjai:

folz,y) =224+2y =0

fo(w,y) =2r+6y—4=0

(1 pont)
Az els§ egyenlet 2o + 2y = 0 miatt + = —y. Ekkor a masodik egyenlet 2z + 6y — 4 =
—2y + 6y —4 =4y — 4 =0, amibsl y = 1. Igy az egyetlen stacionarius pont a P(—1,1).

(3 pont )
A mésodrendi derivéltak:

foolzy) =2, fi,(z.y) =2, fy(z.y)=6.
" , o 2 2

Ebbdl a Hesse-féle determinans: det(Hessef(—1,1)) = 5 6|~ 12 -4 =38, (2 pont )
A determinéns értéke 8 > 0, igy a P(—1,1) lokalis szélsGérték hely, és mivel f (z,y) = 2

pozitiv, {gy ez lokalis minimum hely. A lokalis minimum értéke: f(—1,1) = (—=1)% +2(—1)1 +
3-12—4-1=1-2+3-4=-2. (3 pont)

6.) Dontse el, hogy az alabbi sor Leibniz tipusti-e. Abszolut konvergens-e ez a sor? Valaszat
indokolja! 0

Z(—l)n - (8 pont)

SR
Megoldas - 6.) n=1 neAn

Itt mindharom Leibniz-feltétel teljesiil, mivel a (—1)" miatt alternéloak a tagok, a

lim
n—oo N2 +n

)n
2 1
— =0,
00
és a sorozat monoton csokkend mivel |a,| > |a,41]:

2 2
>
n?4+n" (n+1)2+(Mn+1)

2n* +2n+1+n+1)>2(n*+n)
n*+3n+2>n>+n

2n+2>0.
5 pont
Mivel a sor Leibniz tipusi, ezért konvergens. (5 pont)

[e.9]

Az abszolut konvergencidhoz a Y |a,| = > o, T
n?+n

ekkor

sor konvergencidjat kell vizsgalni,

2 - 2
n24+n n?’

1
ami korvergens sort alkoto fels§ becslés, mert tudjuk, hogy a > 2 — sor pontosan akkor
nCL

konvergens, ha a > 1. Igy a sor a majorans kritérium miatt abszolat konvergens. (3 pont )



