GTK NG&PSz A2 vizsga - MINTA MEGOLDASOK

Feladatok

1.) Szamolja ki a z = 2 — 27 komplex szam harmadik gyokeit és hatodik hatvanyat! (8 pont)
Megoldas-1.)

A z =2 — 2i komplex szam abszolttértéke: r = /22 + (—2)2 = /8 = 21/2 és argumentuma:

2 1 2
sin(p) = ———= = ——= — 225°,315°%, cos(p) = =

22 2 2V2

Igy a trigonometrikus alak:

— 45°,315°%;

Sl

2 = V8 (cos(315°) + isin(315°)).

Ennek segitségével, a z komplex szam kobgydkei

= 3108 o () i () ) = V3 en 105 5 105

15° 15°
2 =1\/V8 (cos (3 L + 120°> + isin (335 + 120°)> = V/2 (cos (225°) + i sin (225°)),

3
15° 15°
2 =1\/V8 (cos (3 35 + 240°> + i sin <3 35 + 240°)> = V/2 (cos (345°) + i sin (345°)) .

6 (\/5)6 (cos(6 - 315°) + i sin(6 - 315°)) = 8° (cos(90°) + i sin(90°)) =
=8 (0+i(1)) = 5121.

2.) Bontsa fel a v = (—2,2,5) vektort az a = (3,0, —1) vektorral parhuzamos és arra merdleges
komponensek Gsszegére. (5 pont )

Megoldas - 2.)
A péarhuzamos komponens az elgadason tanult formuléval:

(a,v) —11
= = 3,0,—-1) =(-3.3,0,1.1).
VH <a7a>a 10 ( » ) ( ) VY )

Ebbdl a merdleges komponens:
vi=v-—v;=(-225)-(-33,0,11) = (1.3,2,3.9).
3.) Hatarozza meg az egyenletrendszer megoldasait Gauss-eliminacio segitségével!
dr+y—32=0
r—y+z=0
20+ 3y —52=0
(7 pont)
Megoldas - 3.)
Az egyenletrendszer matrixat sortranszformaciokkal alakitjuk:

4 1 =310 s14v82 1 -1 110
1 -1 110 ~ 4 1 =310 ~
2 3 =510 2 3 -5|0



52—451 1 _]. 1 O S3—S2 1 _1 1
~ 0 5 =710 ~ 0 5 =7
s3—281 O 5 — 7 O 0 O 0

o O O

Az egyiitthaté matrix és a kibévitett matrix rangja 2 (az egyenletrendszer homogén), tehat az
egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. Ha z € R tetszéleges, akkor y = %z =1,4z
a masodik sorbol kifejezve, még v = y — 2z = 0,4z az els6 sorbdl kifejezve.

4.) Hatarozza meg az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait! Invertalhaté-e a matrix?
Valaszat indokolja!

0o 2 -4
A= 2 -2 2
420 (9 pont )
Megoldas - 4.)
A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:
—A 2 —4
det [ 2 —-2—-X 2 = (=N ((=2=X)(=A) —4) —2(-2XA+8) —4(4 — (8+4))) =
-4 2 A = (=N (A2 4+ 20 —4) + 4\ — 16 — 16 + 32 + 16X = (—=\)(\2 + 2\ — 24),

melynek a gyokei \y =0, Ay = —6 és \3 = 4.
Egy X sajatértékhez a sajatvektort az A — AE, = 0 homogén egyenletrendszer megoldaséaval
kaphatjuk meg, mely a A\; = 0 esetén a kovetkezd:

0 2 -4 x 0
2 =2 2 y|l =10
—4 2 0 z 0
x
Tehat 2y = 4z tovabba 4a = 2y. Igy a sajatvektorok halmaza: s= 22|, 2 #0.
x
Ay = —06 esetén a kovetkezs:
6 2 —4 x 0
2 4 2 y|l =10
—4 2 6 z 0
6 2 —410 s2481 2 4 2|0 s2—3s1 2 4 210
2 4 2|0 ~ 6 2 —410 ~ 0 —10 =100
-4 2 610 -4 2 610 s2+2s1 0 10 100
Tehat 10y + 102 = 0, y = —z tovabba 2z — 4z + 2z = 0, tehat = = 2. Igy a sajatvektorok
z
halmaza: s = z) , 2 #0.
z

A3 = 4 esetén a kovetkezd:

-4 2 —4 x 0
2 -6 2 yl =10
-4 2 —4 z 0
Tehat y = 2o + 22 tovdbba 3y =z + 2, azaz y =0 és v = —=z.
—z
Igy a sajatvektorok halmaza: s= [ 0 |, z#0.
z

A métrix determinansa 0, igy nem invertalhato.

2



5.) Szamitsa ki az f(x,y) = \—1{52 kétvaltozos fiiggvény gradiensét a P(0,1) pontban, majd
L Y

allapitsa meg itt a v = (1, —2) irdnyban vett iranymenti derivaltat is! (8 pont )

Megoldas-5.)

El6szor kiszamoljuk a parcidlis derivaltakat:

VY

folz,y) = NEES
o)=Y, L
S (z + 2y)? 2+ 2\/yx+2y

Ezek értéke a P(0,1) pontban:

pon=-t wpon=-1y

1
2
)

Igy a fiiggvény gradiense a P-ben: gradf(P) = (—}1, —i . A v vektor irdnya:

. v (1—2) (1—2)_(1 2)

/e V5 VARG

Az irdnymenti derivalt értéke a gradiens és az iranyvektor skalaris szorzata:

ey =teradf Py = (1-1) (-2 ) ) =18+ 15 = v

6.) Allapitsa meg az alabbi hatvanysor konvergenciatartomanyat.
S
2.9n °
—n 2
(8 pont )
Megoldas-6.)

an = —-— €ésxg=1. A konvergenciasugarhoz:
n42n
hm Vlag| - |z —1] = hm #W—l‘ :1-\x—1] < 1.
0 2({/n)? 2

Igy a hatvanysor a (—1,3) intervallumban biztosan konvergens. A két hatarpont:

3—1)" 1
x = 3 esetén a hatvanysor >~ % =3, 5 ami konvergens.
— 1 esetén a hatva $o ﬂ_zmﬂ inek abszolit k
= —1 esetén a hatvanysor 37— = 3,7, =5, aminck abszolit sora konvergens,

tehat abszolat konvergens.

Tehat a konvergenciatartomany a [—1, 3] intervallum.



