A2 poétzarthelyi - MEGOLDASOK 2024. majus 14.

GTK Nemzetkozi Gazdalkodas és Pénziigy Szamvitel szakos hallgatoinak

1. ZARTHELYT

1. Szamitsa ki az alabbi improprius integralt!
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/ o 4dx
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Megoldas.

El6szor az integralt szamoljuk ki parcialis tortekre bontassal. Mivel 2? — 4 = (x — 2)(z + 2), igy
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(5 pont )

alakba szeretnénk atirni, ahol az A, B egyiitthatokat beszorzas utan kapott egyenletrendszerbdl
kapjuk:

4=Ax+2)+ Bz —2)
4= (A+ B)r+2A - 2B,

amib6l A+ B =0, és 2A —2B =4. Ebb6l A=1,B = —1, és igy
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Ezzel a feladat improprius integréalja, mivel a nevezé x = £2-ben nulla, igy 3-t6l integralhato:
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2. Keresse meg a 2% — 222 — 2z — 3 polinom gydkeit a komplex szdmok korében, és irja fel

gyoktényezss alakban! (5 pont)

Megoldas. A valés gyokok osztoi a —3-nak, igy a +1 és+3 lehetnek. z; = 3-at behelyettesitve
33 —-2-32-2-3-3=27—-18 -6 — 3 = 0 teljesiil igy, polinomosztis utan

2222222 -3=(2-3)(*+2+1).
Az els6 gyok, tehat a z; = 3. Megoldoképlet alapjan a tovabbi gyokok
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Igy a gyoktényezds alak

1 1 3
23 =222 -2 -3=(2-3) (z+§+\/7§z‘) <z+§—\/7_i>.

3. Hatéarozza meg az a = (—4,1,0), b = (1,2,-3) és ¢ = (5,1, —1) vektorok vegyes szorzatat,

valamint a vektorok &ltal kifeszitett paralelepipedon térfogatat. (5 pont)
Megoldas.
-4 1 0
[abc]=|1 2 —3|=(-4)-(-2+3)—1-(-1+15)=—-4—-14=-18.
5 1 -1

Az altaluk kifeszitett paralelepipedon térfogata ennek abszolut értéke, azaz 18.

4. Dontse el, hogy az alabbi R3-beli vektorok linearisan fiiggetlenek-e vagy sem:

1 0 1
3], | -2, |2
-3 1 1 (5 pont )
Megoldas.
1 0 1 0
Ml 3 | +X|-2|+X12]=]{0
-3 1 1 0
pontosan azt jelenti, hogy
/\1 + /\3 =0

3)\1 - 2)\2 +2)\3 - O
—=3A1 + A2+ A3 =0.

Az els6 egyenlet alapjan A3 = —A;. A masodik egyenletbdl igy 2\ = 3\ + 2(—X\1) = Ay, azaz
Ay = %)\1. Ekkor az utolsé egyenletet felhasznalva kapjuk, hogy

1
=31t dg HAs = =BA S — A= =350 =0,

azaz A1 = 0. Tehat \; = Ay = A3 = 0, ami azt jelenti, hogy ezen vektorok linearisan fiiggetlenek.



2. ZARTHELYI

1. Hatarozza meg az 6sszes olyan x vektort, amelyre teljesiil, hogy Ax = b, ha

1 0 -2 —6
A=|-1 1 —-1|, é b=|-9].
2 -1 -2 —1 (5 pont)

Ax=D
x=A"1b
1 0 -2\ /-6
x=[-1 1 -1 -9,
2 -1 =2 —1

ha az A matrix invertalhato.
det(A)=1-(-2—-1)—-2(1-2)=-3+2=—1,

tehat a matrix invertadlhato. Az adjungalt segitségével az inverz

‘1 —1’ -1 —1’ ‘—1 1‘ !
1 _B _—22 12 —2_2 21 _01 -3 -4 1)1 5 2 2
A= |- — =-D|2 2 1| =(4 -2 -3
-1 -1 -2 2 =2 2 —1 9 3 1 1 —1 —1
2| |1 -2 |1 0
1 -1 -1 -1 -1 1
Igy az ismeretlen vektor:
3 =2 =2 —6 2
x=|4 -2 -3 9] =1-3
1 -1 -1 -1 4
2. Hatarozza meg az alabbi matrix rangjat!
4 7T =2 10
-2 -3 0 -4
1 2 -1 3 (5 pont)

Megoldas. Sor- és oszloptranszforméciokkal alakithatjuk a matrixok példaul igy:

4 7 =2 10 1 2 -1 3

-2 -3 0 —4|~-2 -3 0 -4~
1 2 -1 3 4 7 =2 10
1 2 -1 3 12 -1 3
~10 1 -2 2 |~|(01 -2 2
0o -1 2 =2 00 0 O

Az utols6 matrixban két "lépcsd" szerepel, igy a matrix rangja 2.



3. Hatarozza meg az egyenletrendszer megoldéasat az "a" paraméter fiiggvényében!

20 —3y+az=0

3 —y+22=0
Megoldas.
2 -3 al|0 1 3 —-11]0 s2—3s1 1 3 —11]0 —Lsy
3 -1 2/0 | ™™™ 3 -1 20 ~ 0 —10 510 ~
1 3 —-11]0 2 -3 al0 s3—2s1 0 -9 a+210
71*1052 1 3 _1 0 s3+9s2 1 3 _]_ O
~ 0 1 —1/2]0 ~ 01 -1/2 |0
0 -9 a+210 00 a—5/2|0

5)
Haa — 3 # 0, azaz a # 2 akkor rang(A) = rang(A|b) = 3 =valtozok szama, ekkor egy darab

egyértelmd megoldés létezik, amely az x = y = 2z = 0 trivialis megoldés, mivel az egyenletrendszer
homogén.

5
Haa = 2’ akkor rang(A) = rang(A|b) = 2 <valtozok szama, ekkor végtelen sok megoldas létezik.
A megoldasok kielégitik az

1
y—§z:0, azazy:§z,

és
3 1
T+ 3y —2z=0, azazm:—3y+z:—§z+z:—§z

egyenleteket, igy

1 1
z € R, yziz, x:—ﬁz

szamhérmasok alkotjak az egyenletrendszer megoldasat.

4. Hatarozza meg az alabbi matrix sajatértékeit és az egyik sajatértékhez tartozo sajatvektorait!

1 2 0
A=1|2 5 -1
0 -1 1 (5 pont)

Megoldas. A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjék:
det 2 5-—-X -1 =1=X(B-N1=XN-1)—22(1-X) =

(1—=XNA2=6A+4) —4(1 =) = (1 =X (N =67 = (1 - X)(A—6)\
Ennek gyokei A\; =0, Ay =1 és A3 =6.

A sajatvektorok \; = 0 esetén:

1 2 0 x 0 r +2y =0
2 5 -1 y|l =10 = 2z 45y —z =
0 -1 1 z 0 y —z =0



Igy @ = =2y, és z = y az els6 és utolsé egyenletekbdl. Ekkor 22 + 5y — 2 = —4dy + 5y —y = 0 is

teljesiil, tehat a sajatvektorok halmaza:

—2y —2
s=1 v |=yl 1],
Y 1
VAGY
A sajatvektorok A\, = 1 esetén:
0 2 0 x 0
2 4 -1 |[lyl=[0] =
0 -1 0 z 0

y € R\ {0}.
2y =0
20 +4y —z =0.
—y 0

Tehat y = 0, igy 2o — 2z = 0, tehat z = 2z, ahol x szabadon valaszthato. Igy a sajatvektorok

halmaza:

x 1
s=10]=z|0], r € R\ {0}.
2x 2
VAGY
A sajatvektorok \; = 6 esetén a kovetkezdk:
-5 2 0 x 0 —dr +2y =0
2 -1 -1 y| =10 = 2z —y —z =0.
0 -1 -5 z 0 —y —5z =0
fgy « = %y, és z = —%y az els6 és utolsod egyenletekbdl. Ekkor 2z —y — 2z = %y —y+ %y =01is
teljesiil, tehat a sajatvektorok halmaza:
2 2
5Y 5
s=| vy |=y| 1]  yeR\{0o}



