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Bevezetés
N—R N~ (R+— R)
Jelolés: n— ap n— fp(x)
Név: sorozat v~ fuggvénysorozat
Osszegezve: | numerikus sor v fliggvénysor
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Bevezetés
N—R N~ (R+— R)
Jelolés: n— ap n— fp(x)
Név: sorozat v~ fuggvénysorozat
Osszegezve: | numerikus sor v fliggvénysor

o o)
A Zan numerikus sorban a szamokat kicseréljiik fuggvényekere: Zf,,(x).

n=1 n=1
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Bevezetés
N—R N~ (R+— R)
Jelolés: n— ap n— fp(x)
Név: sorozat v~ fuggvénysorozat
Osszegezve: | numerikus sor v fuggvénysor

o o)

A Za,, numerikus sorban a szamokat kicseréljik fiiggvényekere: Zf,,(x).
n:1 - . 0 n:1

Ez az 6sszeg biznyos x-re konvergens, bizonyos x-re nem az.

Definicié
Legyen f,(x) fiiggvények egy sorozata, ekkor az Sy(x Z fn(x)

fliggvényt részletdsszeg-fiiggvénynek nevezziik.
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Bevezetés
N—R N~ (R+— R)
Jelolés: n— ap n— fp(x)
Név: sorozat v~ fuggvénysorozat
Osszegezve: | numerikus sor v fuggvénysor

o)
A Za,, numerikus sorban a szamokat kicseréljik fiiggvényekere: Zf,,(x).
n:1 - . 0 n:1
Ez az 6sszeg biznyos x-re konvergens, bizonyos x-re nem az.

Definicié
Legyen f,(x) fiiggvények egy sorozata, ekkor az Sy(x Z fn(x)
fiiggvényt részletosszeg-fiiggvénynek nevezziik. Az f,(x)
(0.9}
fliggvénysorozathoz tartozé fiiggvénysornak nevezziik a Zf,,(x) Osszeget.
n=1
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Konvergenciatartomany

Definicié
oo

A an(x) fliggvénysor konvergenciatartomanya azon x € R-ek halmaza,
n=1

melyre Sn(x) sorozat konvergens és F(x) := Nlim Sn hatarérték lesz a sor
—00

Osszegfliggvénye.
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Konvergenciatartomany

Definicid
oo

A an(x) fliggvénysor konvergenciatartomanya azon x € R-ek halmaza,

n=1
melyre Sn(x) sorozat konvergens és F(x) := Nlim Sn hatarérték lesz a sor
—00

Osszegfiiggvénye.

1. példa Vizsgaljuk meg az f(x) = x" fuggvénysorozat részletosszeg-
-fuggvényét és a konvergenciatartomanyat.
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Konvergenciatartomany

Definicid
oo

A an(x) fliggvénysor konvergenciatartomanya azon x € R-ek halmaza,
n=1
melyre Sn(x) sorozat konvergens és F(x) := Nlim Sn hatarérték lesz a sor
—00

Osszegfiiggvénye.

1. példa Vizsgaljuk meg az f(x) = x" fuggvénysorozat részletosszeg-
-fuggvényét és a konvergenciatartomanyat.
Rogzitett x-re ez egy mértani sor x kvdcienssel, ezért

N
Sn(x) =) x"=x
n=1

1 N

— X
1—

, ami |x| < 1 esetén konvergens, ha N — occ.
X
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Konvergenciatartomany

Definicid
oo
A an(x) fliggvénysor konvergenciatartomanya azon x € R-ek halmaza,
n=1
melyre Sy(x) sorozat konvergens és F(x) := Nlim Sy hatarérték lesz a sor
—00
Osszegfliggvénye.

1. példa Vizsgaljuk meg az f(x) = x" fuggvénysorozat részletosszeg-
-fuggvényét és a konvergenciatartomanyat.

Rogzitett x-re ez egy mértani sor x kvdcienssel, ezért
1 N

N
— X
Sn(x) = Zx” = X7 , ami |x| < 1 esetén konvergens, ha N — occ.
— X
n=1
Ekkor viszont lim Sy =
N—o0 1

o0
X
lesz a Zx” figgvénysor osszegfiiggvénye
n=1
és | = (—1,1) lesz a konvergenciatartomany.

— X
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Hatvanysorok

Definicié
o

A Zan(x — xp)" alakd fiiggvénysorokat hatvanysornak nevezziik. Az xp a
n=0

hatvanysor kézéppontja és a, az egyiitthatésorozat.
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Hatvanysorok

Definicié
o

A Zan(x — xp)" alakd fiiggvénysorokat hatvanysornak nevezziik. Az xp a
n=0

hatvanysor kézéppontja és a, az egyiitthatésorozat.

Kérdés: Milyen x € R esetén lesz a hatvanysor konvergens?
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Hatvanysorok

Definicié
o

A Zan(x — xp)" alakd fiiggvénysorokat hatvanysornak nevezziik. Az xp a
n=0

hatvanysor kbzéppontja és a, az egyiitthatosorozat.

Kérdés: Milyen x € R esetén lesz a hatvanysor konvergens?
Ha x értékét lerogzitjiik, akkor ez mar egy numerikus sor, mert nincs
benne valtozd és igy alkalmazhatjuk ra a gyokkritériumot:

1
lim /]an(x = x0)"| = |x = xo| lim {/]an] < 1 |x = x| < ———

n—oo

lim 1)

EN
n—oo
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Hatvanysorok

Definicié
o

A Zan(x — xp)" alakd fiiggvénysorokat hatvanysornak nevezziik. Az xp a
n=0

hatvanysor kbzéppontja és a, az egyiitthatosorozat.

Kérdés: Milyen x € R esetén lesz a hatvanysor konvergens?
Ha x értékét lerogzitjiik, akkor ez mar egy numerikus sor, mert nincs
benne valtozd és igy alkalmazhatjuk ra a gyokkritériumot:

1
lim \/|an(x — x0)"| = |x — x0| lim {/]as| <1< |x — x| <
n— o0 n—o00 . n
lim \/|an|
n—o0
Vagy akér a hanyadoskritériumot:
a _ n+1 P
lim n1(X = x0) = |x—xp| lim ‘ Ml le |x—xp| < lim ’
n—o00 an(x — XO)” n—oo | g n—00 | apiq
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-
Cauchy-Hadamard-tétel

Tétel
o
A Zan(x — xp)" hatvanysor konvergenciasugara
n=0 . 1 . dn
r= nl”lom ==

A hatvanysor az (xo — r,xo + r) intervallumon konvergens, mig az
[xo — r,xo + r] intervallumon kiviil divergens.

Matematika
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-
Cauchy-Hadamard-tétel

Tétel
o
A Zan(x — xp)" hatvanysor konvergenciasugara
n=0 . 1 . dn
r= lim = lim
n—oo [ ‘3n’ n—oo | apiq

A hatvanysor az (xo — r,xo + r) intervallumon konvergens, mig az
[xo — r,xo + r] intervallumon kiviil divergens.

Ha r = 0, akkor csak xp-ban konvergens a hatvanysor, ha r = oo, akkor
minden x € R-re konvergens.

A tétel kdvetkezménye, hogy a hatvanysor konvergenciatartomanya egy
intervallum, melynek kozéppontja xg, hossza pedig 2r. A végpontokban
kiilon meg kell vizsgalni a konvergenciat a gyok-és hanyadoskritériumok-
ban 1évé g = 1 esetén fellépd bizonytalansdg miatt. Ez két numerikus sor
vizsgalat, ahol mar nem hasznéalhaté a fenti két kritérium.
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Példa
o~ (x —3)"
2. példa Vizsgaljuk meg a E ——— sor konvergenciajat.
2n

n=1
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. CsmaGém |
Példa

> (x —3)"
2. példa Vizsgaljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
n=1 2Mn 1
Leolvashté a kézéppontja és egylitthatésorozata: xg = 3, a, = T
n
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Példa

[e.9] _ 3 n
2. példa Vizsgaljuk meg a Z(X2n) sor konvergenciajat.
n

n=1 1
Leolvashté a kézéppontja és egylitthatdsorozata: xg = 3, ap = - —
n
Els6 |épésként allapitsuk meg a konvergenciasugarat melyhez hasznéljuk a
— n — —
gyokkritériumot: r —nILrgo o —nllﬁngO nILrgo 2Mn = I|m 2f 2.

"n
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. CsmaGém |
Példa

o0
x —3)"
2. példa Vizsgaljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
= 2"n 1
Leolvashté a kézéppontja és egylitthatdsorozata: xg = 3, ap = - —

n

Els6 |épésként allapitsuk meg a konvergenciasugarat, melyhez hasznéljuk a

gyokkritériumot: r = lim = lim = lim V2"n = lim 2v/n = 2.
n—,oo

n—oo N, an n—oo p 1 n—o0
2"n
A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (3 — 2,3 + 2) = (1, 5) intervallumon belill

konvergens, mig az [1, 5] intervallumon kiviil divergens.
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. CsmaGém |
Példa

o0
x —3)"
2. példa Vizsgaljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
= 2"n 1

Leolvashté a kézéppontja és egylitthatdsorozata: xg = 3, ap = - —

n
Els6 |épésként allapitsuk meg a konvergenciasugarat, melyhez hasznéljuk a
gyokkritériumot: r = lim = lim = lim v2"n = lim 2v/n = 2.

n—oo N, an n—oo p 1 n—o0 n— o0
2"n

A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (3 — 2,3 + 2) = (1, 5) intervallumon belill

konvergens, mig az [1,5] intervallumon kiviil divergens. Ha
(o ¢] oo o
(1-3)" (=2)" (-1)"
=1, akk — = =
tipust, tehat véges, igy az 1 benne van a konvergenciatartomanyban.

, ami Leibniz
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. CsmaGém |
Példa

o0 _ 3 n
2. példa Vizsgaljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
= 2"n 1

Leolvashté a kézéppontja és egylitthatdsorozata: xg = 3, ap = - —

n
Els6 |épésként allapitsuk meg a konvergenciasugarat, melyhez hasznéljuk a
gyokkritériumot: r = lim = lim = lim v2"n = lim 2v/n = 2.
n—oo N, an n—oo p 1 n—o0 n— o0
2Mn
A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (3 — 2,3 + 2) = (1, 5) intervallumon belill
konvergens, mig az [1,5] intervallumon kiviil divergens. Ha

o0 oo [e.@]
(1-3)" (=2)" (=1)"
=1, akk — = =
tipust, tehat véges, igy az 1 benne van a konvergenciatartomanyban.
5, akko i(5_3)n izn il harmonikus sor, ami
X = ry ——— = = Y = harmonikus sor, ami
’ n=1 2%n n:l2nn n:ln
divergens, igy az 5 nincs benne a konvergenciatartoményban.

, ami Leibniz
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. CsmaGém |
Példa

o0
x —3)"
2. példa Vizsgaljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
= 2"n 1

Leolvashté a kézéppontja és egylitthatdsorozata: xg = 3, ap = - —

n
Els6 |épésként allapitsuk meg a konvergenciasugarat, melyhez hasznéljuk a
gyokkritériumot: r = lim = lim = lim v2"n = lim 2v/n = 2.

n—oo N, an n—oo p 1 n—o0 n— o0
2"n

A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (3 — 2,3 + 2) = (1, 5) intervallumon belill

konvergens, mig az [1,5] intervallumon kiviil divergens. Ha
~(1-3)" (22" _ (D)

x = 1, akkor — = =
tipust, tehat véges, igy az 1 benne van a konvergenciatartomanyban.
5, akko i(5_3)n izn il harmonikus sor, ami
x =25, ry ——— = = Y = harmonikus sor, ami

n=1 2%n n:l2nn n:ln
divergens, igy az 5 nincs benne a konvergenciatartoményban.

Tehat a fenti sor konvergens, ha x € [1,5).

, ami Leibniz
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|
Példa

o0
3 n
3. példa Vizsgaljuk meg a Z( X2) sor konvergenciajat.
n=1 n
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Példa
, = (3x)"
3. példa Vizsgaljuk meg a Z 5>— sor konvergencigjat.
n
n=1
3 n 0 3n 3n
A Z X) Zﬁx" atalakitas utan latszik, hogy a, = 2 és xo = 0.
n=1
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. CsmaGém |
Példa

o (3%)"
3. példa Vizsgaljuk meg a Z 5>— sor konvergencigjat.

n=1
oo o0
(3x)" 3" 3"
A = —x" Atalakitas utan latszik, hogy a, = — és xg = 0.
> 2 an 8Y an = 3 € X0
n=1 n=1
Ezattal alkalmazzuk a hanyadostesztet:
. ap : 3 _3(n+1)®  n+2n+1 1
e L T N LUS
n—oo n—oo n—oo . n—oo
an+1 GBI n n
Matematika A2 mi
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Példa
, = (3x)"
3. példa Vizsgaljuk meg a Z 5>— sor konvergencigjat.
n=1 n
oo o0
3x)" 3" 3"

A Z( :2) = Zn2x” atalakitas utan latszik, hogy a, = 2 és xo = 0.

n=1 n=1

Ezattal alkalmazzuk a hanyadostesztet:
3"

i _ i 2 3”(n+1)2_|_ nP+2n+1 1
r _n|—>n<;o ant1 _n|—>nc]>o (3;*11)2 _n|—>n<;o 3.3p2 _n|—>n<;o 3n2 o 5

A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (—%, %) intervallumon beliil konvergens,
1

mig az [—%, §] intervallumon kivil divergens.
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Példa
, = (3x)"
3. példa Vizsgaljuk meg a Z 5>— sor konvergencigjat.
n=1 n
oo o0
3x)" 3" 3"

A Z( :2) = Zﬁx” atalakitas utan latszik, hogy a, = 2 és xo = 0.

n=1 n=1

Ezattal alkalmazzuk a hanyadostesztet:

i o 3 N (R VS R S
= an+1 = i (3;*11)2 T rln 3-3"n2 ~nbo 3n? -3
A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (—%, %) intervallumon beliil konvergens,

mig az [—%, %] intervallumon kivil divergens.

1 3" 1\" & (F1)"
Ha x = :I:g, akkor ,,2:21? (j:3) = nz::l( n2) , de ez a sor abszolut
konvergens, igy a :l:% benne van a konvergenciatartomanyban.
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Példa
, = (3x)"
3. példa Vizsgaljuk meg a Z 5>— sor konvergencigjat.
n=1 n
oo o0
3x)" 3" 3"

A Z( :2) = Zﬁx” atalakitas utan latszik, hogy a, = 2 és xo = 0.

n=1 n=1

Ezattal alkalmazzuk a hanyadostesztet:

i o 3 N (R VS R S
= an+1 = i (3;*11)2 T rln 3-3"n2 ~nbo 3n? -3
A Cauchy-Hadamard-tétel miatt (—%, %) intervallumon beliil konvergens,

mig az [—%, %] intervallumon kivil divergens.

1 0 30 1\" > (£1)"
Ha x = :I:g, akkor ,,2:21? (j:3) = nz::l( n2) , de ez a sor abszolut

, 1 . ,
konvergens, igy a +3 benne van a konvergenciatartomanyban.

Tehat a fenti sor konvergens, ha x € {—%, %}
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|
Példa

(6 — 2x)"
4. példa Vizsgéljuk meg a Z(n'X)

n=0

sor konvergenciajat.
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Példa
(6 — 2x)"
4. példa Vizsgaljuk meg a Z( |X) sor konvergenciajat.
n!
n=0
(6 — 2x) = (=2)"
A Z .X = Z( n!) (x — 3)" atalakitas utan latszik, hogy
ovn n=0
an = és xg = 3.

n!
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. CsmaGém |
Példa

[e.9] _ 2 n
4. példa Vizsgéljuk meg a Z(6n|x)

n=0

sor konvergenciajat.
(6 — 2x) = (=2)"
A Z x)" _ Z( nl) (x — 3)" atalakitas utan latszik, hogy
. =

n

an = és xg = 3.

n!

Ezittal alkalmazzuk a hanyadostesztet:

(=2)"

r=lim|——
n—oo al‘l+1

S
S
—
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Példa
(6 — 2x)"
4. példa Vizsgaljuk meg a Z( |X) sor konvergenciajat.
n!
n=0

2x) = (=2)"
A Z (6- .X = Z%( n!) (x — 3)" atalakitas utan latszik, hogy

n

ap =
n!

és X0 = 3.
Ezittal alkalmazzuk a hanyadostesztet:

(=2)"

r=lim|——
n—oo al‘l+1

Mivel a konvergenciasugar végtelen, ezért ez a hatvanysor minden x € R
esetén konvergens.

Matematika A2 miiszaki men

Fiiggvénysorok 2020 tavasz 8 /23



Hatvanysor derivalasa és integralasa
Tétel

o
Az f(x) = Za,,(x — xp)" hatvanysor konvergenciatartomanyanak
n=0
(e.9]
belsejében a tagonkénti derivdlasaval kapott Zann(x — x0)" ! hatvanysor

n=1
is konvergens ugyanazon az intervallumon és f'(x)-el egyezik meg.
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Hatvanysor derivalasa és integralasa

Tétel

Az f(x Za,, x — xp)" hatvanysor konvergenciatartomanyanak
(0.)

belsejében a tagonkénti derivdlasaval kapott Zann(x — x0)" ! hatvanysor
n=1

is konvergens ugyanazon az intervallumon és f'(x)-el egyezik meg.

Tétel

Az f(x Za,, x — xp)" hatvdnysor konvergenciatartomanyanak barmely

belsé [a, b] mterva/lumaban tagonként integralhaté, azaz

/f )dx= Z/anx—xo :Z

= x0)" 2,
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-
Flggvénybol hatvanysor

Kérdés: Hogyan szamol a szamoldgép (példaul) trigonometrikus
fliggvényeket?
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Flggvénybol hatvanysor

Kérdés: Hogyan szamol a szamoldgép (példaul) trigonometrikus

fliggvényeket?
Valasz: Nem pontosan szamol, csak kozelit, de hogyan csindljuk, ha csak

alapmiiveletek vannak?
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-
Flggvénybol hatvanysor

Kérdés: Hogyan szamol a szamoldgép (példaul) trigonometrikus
fliggvényeket?

Valasz: Nem pontosan szamol, csak kozelit, de hogyan csindljuk, ha csak
alapmiiveletek vannak?

Cél: Megadott fuggvények felirdsa hatvanysor alakban (a, =7) Ggy, hogy
minden derivalt megegyezzen a 0-ban.

f(x) = a0+ ax + ax*> + a3x® +... | £(0) = a a0 := £(0)
f/(x) = a1 + 2apx + 3a3x* + .. (0) = a1 a1 = 7(0)
f”
f"(x) = 2ap + 6agx + . .. 100y = 220 | ap 1= 0
flllz(o)
f’”(X) =6az3+... f///(o) — 6a3 a3 = -
)
f(")(x) = ... f(n)(O) — nla, | a, = n|(0)
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Maclaurin-sor, Taylor-sor

Definicié
Legyen az f(x) fiiggvény a 0 egy kérnyezetében tetszélegesen sokszor

> £(M(0)

differencidlhatd, ekkor f(x) Maclaurin-sordn a |
n!

x" fiiggvénysort

n=0
értjiik.
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- CimGém |
Maclaurin-sor, Taylor-sor

Definicié
Legyen az f(x) fiiggvény a 0 egy kc'irnyezetében tetszblegesen sokszor

> F0)

differencidlhatd, ekkor f(x) Maclaurin-sordn a Z x" fiiggvénysort

értjiik.

Eléfordulhat, hogy a kitiintetett kézéppont nem a O:

Definicié

Legyen az f(x) figgvény az xy egy kérnyezetében tetsz8legesen sokszor

differencidlhatd, ekkor f(x) Taylor-soran a Zﬂ(x x0)"

fliggvénysort értjlik.
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Maclaurin-sor, Taylor-sor

Definicié
Legyen az f(x) fiiggvény a 0 egy kc'irnyezetében tetszblegesen sokszor

> F0)

differencidlhatd, ekkor f(x) Maclaurin-sordn a Z x" fiiggvénysort

értjiik.

Eléfordulhat, hogy a kitiintetett kézéppont nem a O:

Definicié

Legyen az f(x) figgvény az xy egy kérnyezetében tetsz8legesen sokszor

differencidlhatd, ekkor f(x) Taylor-soran a Zﬂ(x x0)"

fliggvénysort értjlik.

A Taylor-sor felirdsa utan ellendrizniink kell, hogy a hatvanysor
konvergens-e és el6allitja-e a megadott fliggvényt.
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|
Példa

5. példa Irjuk fel az f(x) = e fiiggvény Maclauren-sorat.
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Irjuk fel az f(x) = e fiiggvény Maclauren-sorat.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = e~ f(0)=1
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Irjuk fel az f(x) = e fiiggvény Maclauren-sorat.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = e~ f(0)=1
f'(x) = e* f'(0)=1
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Példa
5. példa Irjuk fel az f(x) = e fiiggvény Maclauren-sorat.

Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = e~ f(0)=1
f'(x) = e* f'(0)=1
f"(x)y=¢e< f"(0)=1
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Irjuk fel az f(x) = e fiiggvény Maclauren-sorat.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:
f(x)=¢e" f(0)=1
f'(x) = e* f'(0)=1
f'(x)=¢e< f"(0)=1

F(x) =e FiN0)=1
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Irjuk fel az f(x) = e fiiggvény Maclauren-sorat.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = e~ f(0)=1
f'(x) = e* f'(0)=1
f"(x)y=¢e< f"(0)=1

F(x) =e FiN0)=1

Ebbdl felirhatd, hogy a Maclauren-sor:

0o 00 2 3

1, x" X X

= — =1 —+ —+...
X nzzon! Xyt

X

e = |
n:On.

Matematika A2 miiszaki menedzser
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Irjuk fel az f(x) = e fiiggvény Maclauren-sorat.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x)=¢e* f(0)=1
f'(x) = e* f'(0)=1
f"(x)y=¢e< f"(0)=1

F(x) =e FiN0)=1

Ebbdl felirhatd, hogy a Maclauren-sor:

0o 00 2 3
1, x" X X
D D B e T
n=0 n=0

Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara végtelen, azaz minden
x € R-re konvergens és el6 is allitja a fliggvényt.
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Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sorit.
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Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) =sinx f(0)=0
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. CsmaGém |
Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) =sinx f(0)=0

f'(x) = cosx f'(0)=1

Matematika A2 miiszaki menedzse Fiiggvénysorok 2020 tavasz 13 /23



. CsmaGém |
Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:
f(x) =sinx f(0)=0
f'(x) = cosx f'(0)=1
f"(x)=—=sinx f"(0)=0

Matematika A2 miiszaki menedzser Fiiggvénysorok 2020 tavasz 13 /23



. CsmaGém |
Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) =sinx f(0)=0
f'(x) = cosx f'(0)=1
f"(x)=—=sinx f"(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
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Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) =sinx f(0)=0
f'(x) = cosx f'(0)=1
f"(x)=—=sinx f"(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
fB(x) =sinx  f®0)=0
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Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) =sinx f(0)=0
f'(x) = cosx f'(0)=1
f"(x)=—=sinx f"(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
fB(x) =sinx  f®0)=0

Lathatd, hogy innentdl kezdve periodikusan ismétlédnek a derivaltak és
minden masodik 0, és ami nem 0, az £1 felvaltva. Ebbdl felirhatd, hogy a
Maclauren-sor:

[e%e) 5
. _ (=1)" 2n4+1 _ x3 X
S|nx—n§:O(2n+1)!x =X 6 + 120
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Példa

6. példa Irjuk fel az f(x) = sin x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) =sinx f(0)=0
f'(x) = cosx f'(0)=1
f"(x)=—=sinx f"(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
fB(x) =sinx  f®0)=0

Lathatd, hogy innentdl kezdve periodikusan ismétlédnek a derivaltak és
minden masodik 0, és ami nem 0, az £1 felvaltva. Ebbdl felirhatd, hogy a
Maclauren-sor:

o0
. (=1)"  ony1 _ 3 X
S|nx—n§:O(2n+1)!x =X 6 + 0

Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara végtelen, azaz minden
x € R-re konvergens és el6 is allitja a fuggvényt.
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = cos x f(0)=1
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. CsmaGém |
Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:
f(x) = cos x f(0)=1
f'(x)=—=sinx f(0)=0
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:
f(x) = cos x f(0)=1
f'(x)=—=sinx f(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = cos x f(0)=1
f'(x)=—=sinx f(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
f(x) =sinx  f"(0) =0
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. CsmaGém |
Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = cos x f(0)=1
f'(x)=—=sinx f(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
" (x) = sinx f7(0)=0
fFA(x) =cosx FA0)=1
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = cos x f(0)=1
f'(x)=—=sinx f(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
" (x) = sinx f7(0)=0
fFA(x) =cosx FA0)=1

Lathatd, hogy innentdl kezdve periodikusan ismétlédnek a derivaltak és

minden masodik 0, és ami nem 0, az £1 felvaltva. Ebbdl felirhatd, hogy a
Maclauren-sor:

o) 2 4
_ (_1)n 2n __ X X
cosx—g_ (2n)!X _1_?+ﬂ_'”
n=0
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x) = cos x fiiggvény Maclauren-sort.
Vizsgaljuk meg az elsé néhany derivaltat:

f(x) = cos x f(0)=1
f'(x)=—=sinx f(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
" (x) = sinx f7(0)=0
fFA(x) =cosx FA0)=1

Lathatd, hogy innentdl kezdve periodikusan ismétlédnek a derivaltak és
minden masodik 0, és ami nem 0, az £1 felvaltva. Ebbdl felirhatd, hogy a
Maclauren-sor:

oo 2 4
(_1)n 2n X X
Cos X = X"=1——+——...
2_: (2n)! 2 24
n=0
Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara végtelen, azaz minden
x € R-re konvergens és el6 is allitja a fuggvényt.
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Alapfiiggvények Maclauren-sora

00 X2 X3
ex:ZF:1+X+7+—+...,Vx€R
n=0 """

2 6
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Alapfiiggvények Maclauren-sora

X X2 X3
X [ — - _
e _,;)”! =ldx+ 5+ T+ VxER
o) 3 5
R (1" o1 _ X X
SlnX—ZmX —X—K—’—KO—,VXGR
n=0
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Alapfiiggvények Maclauren-sora

o n 2 3

Xy x> X Vx € R
e ,;)”! xS VxE
0 5
: (1" on1 X3 x
= —_— =X——+——...,V R
sin x ,7;0(217—1-1)!)( X 6 +120 X €
00 2 4
(_1)n 2n X X
= =1—-—4+——...,¥xeR
COoSs X ,,20(2”)! X > + 54 X
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Alapfiuggvények Maclauren-sora

o n 2 3

T x> x Vx € R
e nzon! +X—|—2—{—6—|—..., X €
0 3 5
: (1" on1 X X
227 =X——+——...,V R
sin x ,,:0(2”‘1‘1)!)( X 6+12O X €
00 2 4
(_1)n 2n X X
:E =1—-—+ ——...,VxeR
COoSs X n:0(2n)!x 2+24 X

1

=> x", ¥x € (-1,1)
n=0

1—x
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Taylor-és Maclauren-sorba fejtés

A megadott fliggvény adott pont koriili sorfejtéséhez az alabbi technikak
hasznalhatdak:

Derivalgatas: Csak az alapfiiggvényekre hasznaltuk, innentél NEM
lesz ra sziikség, NE HASZNALJUK!
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Taylor-és Maclauren-sorba fejtés

A megadott fliggvény adott pont koriili sorfejtéséhez az alabbi technikak
hasznalhatdak:
Derivalgatas: Csak az alapfiiggvényekre hasznaltuk, innentél NEM
lesz ra sziikség, NE HASZNALJUK!
Atalakitas: Algebrai atalakitasokkal, valtozék helyettesitésével
visszavezetjilk a megadott fligvényt valamilyen ismert alapfliiggvényre.
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Taylor-és Maclauren-sorba fejtés

A megadott fliggvény adott pont koriili sorfejtéséhez az alabbi technikak
hasznalhatdak:
Derivalgatas: Csak az alapfiiggvényekre hasznaltuk, innentél NEM
lesz ra sziikség, NE HASZNALJUK!
Atalakitas: Algebrai atalakitasokkal, valtozék helyettesitésével
visszavezetjilk a megadott fligvényt valamilyen ismert alapfliiggvényre.
Derivalas, integralas: A megadott figgvény derivaltja/integralja
valamilyen alapfliggvény, vagy arra algebrailag visszavezethet6
fliggvény, majd sorbafejtés utan visszaintegraljuk/derivaljuk.
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Taylor-és Maclauren-sorba fejtés

A megadott fliggvény adott pont koriili sorfejtéséhez az alabbi technikak
hasznalhatdak:
Derivalgatas: Csak az alapfiiggvényekre hasznaltuk, innentél NEM
lesz ra sziikség, NE HASZNALJUK!
Atalakitas: Algebrai atalakitasokkal, valtozék helyettesitésével
visszavezetjilk a megadott fligvényt valamilyen ismert alapfliiggvényre.
Derivalas, integralas: A megadott figgvény derivaltja/integralja
valamilyen alapfliggvény, vagy arra algebrailag visszavezethet6
fliggvény, majd sorbafejtés utan visszaintegraljuk/derivaljuk.

Minden sorfejtéshez hozza tartozik a konvergenciaintervallum
megallapitasa is, melyet az alapfliggvény konvergenciaintervallumabdl

vezetlnk le.
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|
Példak

8. példa Fejtsiik sorba az alabbi fliggvényeket a 0 kordl:

a) e =

atematika A2 n ki me Fiiggvénysorok 2020 tavasz 17 / 23
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Példak

8. példa Fejtsiik sorba az alabbi fliggvényeket a 0 kordl:
3x_oo(3X)n_Oo3nn R R
a) e —Zi—zﬁx,3xe S x €

]
n=0 m n=0 """

b) xe™2X =
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|
Példak

8. példa Fejtsiik sorba az alabbi fliggvényeket a 0 kordl:
= (Bx)" 13"

a) e3X227':Z—IX”, 3xeRexelR
= n = n!
2 (=2x)" & (=2)" < (=2)"
b) Xeizx :Xzi( nf) :XZ( nl) Xn: Z( n|) Xn+1, XGR
n=0 ’ n=0 ’ n=0 ’
c) cos(x?) =
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Példak

8. példa Fejtsiik sorba az alabbi fliggvényeket a 0 kordl:
= (Bx)" 13"

3x __ — Z N
a) e —Z _ —Zn!x,3x€R<:>XE]R
n=0 n=0
o0 _2 n o0 _2 n o0 _2 n
b) Xeizx :Xzi( nf) :XZ( nl) Xn = Z( n|) Xn+1, X &€ R
n=0 ' n=0 : n=0 ’

c) cos(x?) = i(_l)n(x2)2" = i(_l)nx‘“’, x>cRexeR
n=0

(2n)! = (2n)!
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|
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8. példa Fejtsiik sorba az alabbi fliggvényeket a 0 kordl:
= (Bx)" 13"

a) e3X:Z :Zﬁx”,3x€R@XER

n! !
n=0 n=0
—2x __ - (_2X)n _ - (_2)n n__ = (_2)n n+1
b) xe —XHXZ%T—XHZZ% m X—HXZ% X , xR
c) cos(x?) = i(_l)n(x2)2" = i(_l)nx‘“’ x>cRexeR
= (2n)! = @2n)
sin(5x) 1N (=1)" >, (—1)" 520+l

2n+1: 2n R
2+ 1)1 %) ;0 ZE

n=0 (

d) = =2
2
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Példak

8. példa Fejtsiik sorba az alabbi fliggvényeket a 0 kordl:
> (3x)" > 37

a) e3X227':Z—IX”, 3xeR&xeR
— nl !
—2x __ - (_2X)n _ - (_2)n n__ = (_2)n n+1
b) xe —XZT—XZ m X—Z X , xR
n=0 n=0 n=0
o~ (1) 2020 _ = (=1)" 4n
c) cos(x?) =) 2n) COREDY (2n) XM x2cRexeR
n=0 ’ n=0 ’
sin(5x) _ 1~ (=1)" a1 _ =~ (=1)"5
d =2y T gt Y o g
) =& xngo(znﬂ)!( x) ;0 ZE
) x2 x> 1 X 1 _x2§:< x)"_
T arx T w1l d1-(—n 4&=\4) ~

—Z' <l<e|x| <4, azaz x € (—4,4).
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Példa

9. példa Fejtsiik sorba az f(x) = In(1 + x) figgvényt a 0 koril:
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Példa

9. példa Fejtsiik sorba az f(x) = In(1 + x) figgvényt a 0 koril:

A sorfejtéshez a derivalt fliggvényt fogjuk hasznalni:

f(x) =In(1 = f(x) =
(x) = In(1+x) > F(x) = 1

1 1 o0 o0

= T~ S = S

n=0 n=0
froee-rtys e (£ (o) -

n=0 n=0
0 N Xn+1
-1
HZ:;)( ) n+1

,ha|—x|<lexe(-1,1)ésc=—f(0)=0

o0 _1 n
Igazabdl x = 1-re visszakapjuk a Z(—I—) sort, ami Lebiniz-sor, tehat
n=0
konvergens, ezért a fenti sor konvergens, ha x € (—1,1]. Ekkor x = 1-re:
In(14 1) = In(2) i(_l)n R
n =1In(2) = =1l—-—-—+-—-4...
— n—+1 2 3 4
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Példa

10. példa Fejtsik sorba az f(x) = arctan(x) flggvényt a 0 koril:
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Példa

10. példa Fejtsik sorba az f(x) = arctan(x) flggvényt a 0 koril:
A sorfejtéshez a derivalt fliggvényt fogjuk hasznalni:

f(x) = arctan(x) = f'(x) =

1+ x2
1 — 1 — i(_x2)n — i(_l)nx2n -
1+x2 1—(—x?) = =
o [e.°]
[rax =) +e= [ (Z(—l)"x2"> de =3 [ [(-1xax) =
n=0 n=0
| x2mHl
Z( 1)" Jha| —x?|<lexe(~1,1)éc=—f(0)=0
2n+1’
n=0 0o (_ )n
Igazabdl x = 1-re visszakapjuk a nz:%zn 1 sort, ami Lebiniz-sor, tehat
konvergens ezért a fenti sor konvergens, ha x € (—1,1]. Ekkor x = 1-re:
) 1 n 1 1 n
arctan(l) = — ——4+=-—=+4...
3 5 7
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Kozeltések hatvanysorok segitségével

Feladat: Koézelitsitk meg alkalmas hatvanysor segitségével az In 2-6t.

Fiiggvénysorok 2020 tavasz 20 /23



-
Kozeltések hatvanysorok segitségével

Feladat: Koézelitsitk meg alkalmas hatvanysor segitségével az In 2-6t.

Ehhez az f(x) = In (1 + x) fliggvény xp = 0 koriili sorfejtését hasznaljuk
az x = 1 helyen:
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-
Kozeltések hatvanysorok segitségével

Feladat: Koézelitsitk meg alkalmas hatvanysor segitségével az In 2-6t.

Ehhez az f(x) = In (1 + x) fliggvény xp = 0 koriili sorfejtését hasznaljuk
az x = 1 helyen:

(1) _ (1)
In 1+X—E x" = In 1+1_§

Ennek a sorfejtésnek a konvergenciaintervallumaban benne van az 1.
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Kozeltések hatvanysorok segitségével

Feladat: Koézelitsitk meg alkalmas hatvanysor segitségével az In 2-6t.

Ehhez az f(x) = In (1 + x) fliggvény xp = 0 koriili sorfejtését hasznaljuk
az x = 1 helyen:

(1) _ (1)
In 1+X—E x" = In 1+1_§

Ennek a sorfejtésnek a konvergenciaintervallumaban benne van az 1.
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Kozelités Leibniz-sorokra

Tétel

N
Zan—A

n=0

o0 oo
Ha Zan = Aés Zan Leibniz-sor, akkor
n=0 n=0

<|aN+1L
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Kozelités Leibniz-sorokra

Téte

N
Zan—A

n=0

o0 oo
Ha Za,, = Aés Za,, Leibniz-sor, akkor
n=0 n=0

< lan+1]-

Tehat a kozelités hibadjat mindig az 6sszegezendd sorozat kovetkezo

elemével lehet feliilrdl becsiilni.
ANEK (=1 1
E ~—* —1|n2 =
n+1

prd N+2[ N+2’
ami egy elég lassi konvergencia, de a sor konvergenciaintervallumanak
legszélén vagyunk, ezért ez nem is olyan meglepd.

Tehat az In 2 esetében a hiba: € =

<|
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Zan—A

n=0

o0 oo
Ha Za,, = Aés Za,, Leibniz-sor, akkor
n=0 n=0

< lan+1]-

Tehat a kozelités hibadjat mindig az 6sszegezendd sorozat kovetkezo

elemével lehet feliilrdl becsiilni.
ANEK (=1 1
E ~—* —1|n2 =
n+1

= N+2|  N+2’
ami egy elég lassi konvergencia, de a sor konvergenciaintervallumanak
legszélén vagyunk, ezért ez nem is olyan meglepd.

Kérdés: Hany tagig kell elmenniink, hogy az In 2 értékét két tizedesjegy
pontossaggal megkdzelitsik?

Tehat az In 2 esetében a hiba: € =

<|

Matematika A2 miiszaki menedzser Fiiggvénysorok 2020 tavasz 21 /23



S CeimaGéa
Kozelités Leibniz-sorokra

Tétel

N
Zan—A

n=0

o0 oo
Ha Za,, = Aés Za,, Leibniz-sor, akkor
n=0 n=0

< lan+1]-

Tehat a kozelités hibadjat mindig az 6sszegezendd sorozat kovetkezo

elemével lehet feliilrdl becsiilni.
ANEK (=1 1
E ~—* —1|n2 =
n+1

= N+2|  N+2’
ami egy elég lassi konvergencia, de a sor konvergenciaintervallumanak
legszélén vagyunk, ezért ez nem is olyan meglepd.

Kérdés: Hany tagig kell elmenniink, hogy az In 2 értékét két tizedesjegy
pontossaggal megkdzelitsik?

Vialasz: Ha a valédi hiba (€) fels6 becslése (ﬁ) is eleget tesz a fenti
feltételnek, akkor a valédi hiba is. A két tizedesjegy pontossag azt jelenti,
hogy € < 1072, amib8l 725 <1072 & N +2> 10 & N > 98.
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-
Taylor-tétel

Kérdés: Mi a helyzet, ha nem tudunk Leibniz-sorra hivatkozni egy adott
fugvény adott értékének kozelitésénél?
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-
Taylor-tétel

Kérdés: Mi a helyzet, ha nem tudunk Leibniz-sorra hivatkozni egy adott
fugvény adott értékének kozelitésénél?

Definicid

Legyen az f(x) fiiggvény az xo egy kornyezetében legalabb N-szer
differencilhatd, ekkor f(x) N-edfokd Taylor-polinomjan a

N £(0)(xo)
T;\,IXO(X) = Zi(x — xp)" polinomot értjiik.

n=0

n!
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-
Taylor-tétel

Kérdés: Mi a helyzet, ha nem tudunk Leibniz-sorra hivatkozni egy adott
fugvény adott értékének kozelitésénél?

Definicié

Legyen az f(x) fiiggvény az xo egy kornyezetében legalabb N-szer

differencilhatd, ekkor f(x) N-edfokd Taylor-polinomjan a

N £(0)(xo)
TAIXO (x) = E o (x — x0)" polinomot értjiik.
n=0 '

Tétel

Legyen az f(x) figgvény az xo egy kérnyezetében legalabb N + 1-szer
differencialhato, ekkor
N
f(")(XO) n f(n+1)(t) n+1 __
f(x) = Z nl (x —x0) +W(X—Xo) =Ty XO(X)+Lf xo( )

=0
ahol t € (x0,x) és Lfc\{ (1) az ugynevezett Lagrange-féle maradtéktag.
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Kozelités Taylor-polinommal

Az el6z0 tétel értelmében tehat egy adott szam kozelitéséhez

hasznalhatjuk a Taylor-polinomot és a hiba feliilrdl becsiilhet6 a
Lagrange-féle maradéktaggal.
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Kozelités Taylor-polinommal

Az el6z0 tétel értelmében tehat egy adott szam kozelitéséhez

hasznalhatjuk a Taylor-polinomot és a hiba feliilrdl becsiilhet6 a
Lagrange-féle maradéktaggal.

11. példa Kozelitsiik e értékét 3 tizedesjegy pontossiggal. (e ~ 2.71828)
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Kozelités Taylor-polinommal

Az el6z0 tétel értelmében tehat egy adott szam kozelitéséhez
hasznalhatjuk a Taylor-polinomot és a hiba feliilrdl becsiilhet6 a
Lagrange-féle maradéktaggal.

11. példa Kozelitsiik e értékét 3 tizedesjegy pontossiggal. (e ~ 2.71828)

[e o] n

T X . s . ” .
Hasznéljuk az ¥ = Z—I 0-koriili Taylor sorbdl az els6 N tagot és
n!

n=0
N
1
helyettesitsiik be az x helyére az 1-et, ekkor e ~ Z—I és a hiba
n!
n=0
e=le— TN 0(1)‘ — |LY o(t)], ahol t € (0,1). Becsiiljitk a hibat:
)N (¢ et e 4
N =| =2 (1 - o)V 1073
Lex of ’ /v+1)l( N e (T TR S TR T T
ha 4000 < (N + 1)!, ami mar N = 6-ra igaz (7!=5040).
1 1 1 1 1957
Tehate~1+1+ -+ — —i—f—i——+—:7:2,71805'

2 6 120 720 720
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