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Bevezetés

"A karakterisztikus egyenlet a valdsak kézétt csak elséfokiak és negativ
diszkriminansu masodfokiiak szorzatdra bomlik."

Persze ez minden valés egyiitthatés polinomra igaz, de nem lehet valahogy
mégis gyokoket és igy sajatértékeket kapni? Mert bizony vannak olyan
transzformacidk, ahol igy egyaltalan nem kapunk sajatértéket, sajatvektort.
Gondoljunk mondjuk a sikbeli, origd kdzépponti +90°-o0s forgatas

matrixara:
0 -1
1 0

F90 _ cos90° —sin90° ] _

sin90°  cos 90°

Ha ehhez keressiik meg a karakterisztikus egyenletet (kivonjuk a f64tl6ban
lévs elemekbdl A-t és vesszilk a determinanst), akkor azt kapjuk, hogy ez
A2 +1 =0 lesz. Olyan valés )\ szdm pedig nincs, aminek a négyzete —1
lenne.
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Permanencia elv

o Természetes szamok N ={0,1,2...}
A természetes szamok halmaza zart az dsszeadasra és szorzasra
nézve, de a kivonas miivelete kivezet beldle {+, -}
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o Természetes szamok N ={0,1,2...}
A természetes szamok halmaza zart az Osszeadasra és szorzasra
nézve, de a kivonds miivelete kivezet beléle {+,-}

e Egész szamok Z=1{...,—2,-1,0,1,2...}
Az egész szamok halmaza zart az Osszeaddsra, szorzasra és a
kivonasra nézve, de az osztis miivelete kivezet beléle {+, —, -}
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pEZ/\qEN\{O}}
A racionélis szamok halmaza zart az 6sszeadasra, szorzasra, kivonasra
és osztasra nézve, de a gydkvonas miivelete kivezet beldle {+, —, -, +}

@ Racionalis szdmok Q = {’D
q
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o Természetes szamok N ={0,1,2...}
A természetes szamok halmaza zart az Osszeadasra és szorzasra
nézve, de a kivonds miivelete kivezet beléle {+,-}

e Egész szamok Z=1{...,—2,-1,0,1,2...}
Az egész szamok halmaza zart az Osszeaddsra, szorzasra és a
kivonasra nézve, de az osztis miivelete kivezet beléle {+, —, -}

@ Racionélis szdmok Q = {Z pEZNGEN) {0}}

A racionélis szamok halmaza zart az 6sszeadasra, szorzasra, kivonasra
és osztasra nézve, de a gydkvonas miivelete kivezet beldle {+, —, -, +}

e Valds szamok (definidlasa axiomakkal)
A valds szamok halmaza zart az dsszeadasra, szorzasra, kivonasra,
osztasra és nemnegativ szamokra a gyokvonasra nézve is, de negativ
szdmokbél vont gydk miivelete kivezet beldle {+, —, -, +, /0+}
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Szamhalmazok abrazolasa

Abrazoljuk a szdmhalmazokat a val6s szamegyenesen:
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Szamhalmazok abrazolasa

Abrazoljuk a szamhalmazokat a valés szamegyenesen: ©Q

W_rn_ 11

A racionalis szamok "s{ir(in

helyezkednek el a szdmegye-
nesen, azaz minden két pont
kézott van egy tovabbi pont.

<
<
*
k4
L 2
L 2
-

Matematika A2 m e se Komplex szamok 2020 tavasz 4 /17



Szamhalmazok abrazolasa

Abrazoljuk a szamhalmazokat a valés szamegyenesen: R

W_rn_ 11

A racionalis szamok "s{ir(in
helyezkednek el a szdmegye-
nesen, azaz minden két pont
kézott van egy tovabbi pont.
A valés szamok lefedik a
teljes szamegyenest. Igy ez
mar tovabb nem bdvithetd.
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Szamhalmazok abrazolasa

Abrazoljuk a szdmhalmazokat a valés szamegyenesen: C

3i4 1M
2
i
. .. Re
3 2 1 1 2 3
i
Y
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A raciondlis szamok "s{ir(in"
helyezkednek el a szdmegye-
nesen, azaz minden két pont
kézott van egy tovabbi pont.
A valés szamok lefedik a
teljes szamegyenest. Igy ez
mar tovabb nem bdvithetd.
Ahhoz, hogy a negativ
szamoknak is legyen gyoke, (j
irdnyba kell bdviteniink, tehat
kell egy masik tengely és azon
egy egység. Ez legyen az i,
melyet komplex egységnek
neveziink és /> = —1.
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Szamhalmazok abrazolasa

Abrazoljuk a szdmhalmazokat a valés szamegyenesen: C

3i4 1M
2i z=a-+bi
bl----------- ‘
i 1
. . . . Re
-3 -2 -1 1 2 23
i
—2i
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Komplex szamok definicidja

Definicié
Komplex szamnak nevezziik a z = a + bi alakd kifejezéseket, ahol a és b

valés szamok. C = {a+ bila,b € R} A z = a+ bi alakot a komplex szdm
algebrai alakjanak nevezziik.
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FETEr Im 12
Ha z = a -+ bi € C akkor z

12i
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Komplex szamnak nevezziik a z = a + bi alakd kifejezéseket, ahol a és b
valés szamok. C = {a+ bila,b € R} A z = a+ bi alakot a komplex szdm
algebrai alakjanak nevezziik.

Definicié Im7
Ha z=a+ bi € C akkor z | 5
@ valds része Re(z) = R(z) = a, ‘
__ . Re
2 1 132
i
T-2i
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Komplex szamok definicidja

Definicid

Komplex szamnak nevezziik a z = a + bi alakd kifejezéseket, ahol a és b
valés szamok. C = {a+ bila,b € R} A z = a+ bi alakot a komplex szdm

algebrai alakjanak nevezziik.

Definicidé
Ha z = a+ bi € C akkor z

@ valés része Re(z) = R(z) = a,

@ képzetes része Im(z) = 3(z) = b,

® hossza |z| = r = va%+ b?,

bi |

@ argumentuma argz = ¢, a valds
tengely pozitiv felétél mért szog,
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Miveletek komplex szdmokkal — algebrai alak

Definicié
Legyen adott z; = a1 + b1i és zp = ap + byi komplex szamok. Ekkor a

valés szamokon értelmezett alapmiiveleteket a kévetkez6 médon
terjesztjiik ki a komplex szamokra:

+: z1+ 2= (a1 + a2) + (b1 + bp)i
- 21—22:(31—32)+(b1—b2)i
X zy-2zp = (arap — biby) + (a1b2 + azby)i

. arax + b1 by arby —aiby \ .
SEEtll Gews srars 2l el s s aall K
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Miveletek komplex szdmokkal — algebrai alak

Definicié
Legyen adott z; = a1 + b1i és zp = ap + byi komplex szamok. Ekkor a
valés szamokon értelmezett alapmiiveleteket a kévetkez6 médon
terjesztjiik ki a komplex szamokra:
+ 21+ 2= (a1 + a)+ (b1 + bo)i
- 21—22:(31—32)+(b1—b2)i
X zy-2zp = (arap — biby) + (a1b2 + azby)i
7 ajap + bibo aby —a1bs \ .
il B iyl Bl e asars )

Késbbb sziikség lesz a kdvetkezd specidlis esetre:
zZ1 721 = (alal — b1(—b1)) + (31(—b1) + albl)i = a% + b2 = |21|2

Tehat ha egy komplex szdmot a konjugaltjdval szorzunk, akkor a
hossznégyzetét kapjuk, ami valés!
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Miveletek komplex szdmokkal — magyarazat

+ Az Osszeadas és a kivonas egyszer(i, mert valdsat a valdssal,
képzeteset a képzetessel adunk Ossze, vagy vonunk ki.

Matematika A2 miiszaki mer Komplex szamok 2020 tavasz 7/17
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+ Az Osszeadas és a kivonas egyszer(i, mert valdsat a valdssal,
képzeteset a képzetessel adunk Ossze, vagy vonunk ki.

x A szorzasnal csak mindenkit mindenkivel 6sszeszorzunk és hasznaljuk

az i2 = —1 osszefiiggést.

z1-2zp = (a1 + bii)(ax + boi) = a1a2 + a1bai + axb1i + biboi? =
= (a1a2 — biby) + (a1b2 + azb1)i
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Miveletek komplex szdmokkal — magyarazat

+ Az Osszeadas és a kivonas egyszer(i, mert valdsat a valdssal,
képzeteset a képzetessel adunk Ossze, vagy vonunk ki.

x A szorzasnal csak mindenkit mindenkivel 6sszeszorzunk és hasznaljuk
az i2 = —1 osszefiiggést.

zZ1-2p = (31 + b1i)(82 + bzl) = a1ax + a1boi + axbyi + b1b2i2 =
= (arax — bibo) + (arbo + axby)i
-+ A hanyados a legtriikkosebb, mert nem tudjuk, hogyan osszunk
komplex szammal. Azt viszont tudjuk, valéssal hogyan kell osztani.
Ezért keresiink egy olyan (komplex) szdmot, amivel bdvitve a tortet, a
nevezonek nem lesz képzetes része. Mint lattuk, a konjugalt ilyen:
Z1 B 2122 N (31 + b1i)(22 — bgi) diady — albzi + azblf — b1b2i2

2> 257> N (32 + b2i)(a2 - b2i) N a% — (bzi)2
- (3132 + b1b2) + (32b1 — albz)i _aiax + b1 by arby — a1bs .
- a3 + b3 - a3+ b2 a3 + b3
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Példa

1. példa Legyen z1 =1+ i és zp = —1 + 2. Adjuk meg a Re(z1), Im(z2),
|z2| és arg(z1) kifejezések értéket, tovabba adjuk meg a z; + 2, z1 — 2o,

71 - 2, % és Zo komplex szamok algebrai alakjat és dbrazoljuk Oket a
komplex szamsikon.
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. CsmaGém |
Példa

1. példa Legyen z; = 1+ és zo = —1 + 2i. Adjuk meg a Re(z1), Im(z2),
|z2| és arg(z1) kifejezések értéket, tovabba adjuk meg a z; + 2, z1 — 2o,
7y - 7, % és Zo komplex szamok algebrai alakjat és dbrazoljuk Oket a
komplex szamsikon.

Im 43

22
21

Re

Matematika A2 m( menedzser

Komplex szamok 2020 tavasz 8 /17



Példa

1. példa Legyen z; = 1+ és zo = —1 + 2i. Adjuk meg a Re(z1), Im(z2),
|z2| és arg(z1) kifejezések értéket, tovabba adjuk meg a z; + 2, z1 — 2o,
7y - 7, % és Zo komplex szamok algebrai alakjat és dbrazoljuk Oket a
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---2i
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| e
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122 ( ) 3 5 1 Zl_zz
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Hatvanyozas, gyokvonas

Azt lattuk, hogy a négy alapmiivelet elvégezhetd algebrai alakban. Mivel a
szorzas megy, ezért a hatvanyozas is mikodik:

z"=(a+ bi)"=(a+ bi)(a+ bi)...(a+ bi) = Zn: (:) =k pk ik
k=0

Az utolsé Osszefiiggés az tgynevezett Binomialis tétel. A szumma minden
paros index(i tagjaban az i paros hatvanya szerepel, ami +1 lesz és minden
paratlan indexii tagjaban pératlan hatvanyon, ami +i lesz. Igy szét lehet
valogatni a valds és a képzetes részeket. Ez, ha n nem til nagy, akkor
szépen mikodik, de ha n nagy, akkor lassi és faradtsagos, nem az igazi.
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Az utolsé Osszefiiggés az tgynevezett Binomialis tétel. A szumma minden
paros index(i tagjaban az i paros hatvanya szerepel, ami +1 lesz és minden
paratlan indexii tagjaban pératlan hatvanyon, ami +i lesz. Igy szét lehet
valogatni a valds és a képzetes részeket. Ez, ha n nem til nagy, akkor
szépen mikodik, de ha n nagy, akkor lassi és faradtsagos, nem az igazi.
Mi a helyzet a gyokvonassal, hiszen a komplex szamok bevezetésével az
volt a cél, hogy minden szdmnak legyen akarhanyadik gyoke. Hogyan
keressiik meg példaul a v/2 + 2/ kifejezés értékét? Algebrai alakban sajnos
nincs ra jé modszer.
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Trigonometrikus alak

A sikon nem csak a Descartes derékszogii

koordinatarendszert ismerjiik.
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Trigonometrikus alak

A sikon nem csak a Descartes derékszogii
koordinatarendszert ismerjiik.
Hasznalhatjuk a polar-koordinatarendszert
is, ahol egy pontot az origdétdl mért
tavolsagaval (r) és az x tengely pozitiv
felével bezart szogével () koordinatazunk.
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Trigonometrikus alak

A sikon nem csak a Descartes derékszogii Im 12i

koordinatarendszert ismerjiik.
Hasznalhatjuk a polar-koordinatarendszert
is, ahol egy pontot az origdétdl mért
tavolsagaval (r) és az x tengely pozitiv

felével bezart szégével (¢) koordinatazunk. 2 1
A hdromszog trigonometridjanak alapjan:
COS(p = — = a = rcos¢o
r
b
sing =— = b=rsing
r
Ekkor z =a+ bi = rcos ¢ + (rsin¢)i = r(cos ¢ + isin ¢)
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Trigonometrikus alak

A sikon nem csak a Descartes derékszogii Im 2i
koordinatarendszert ismerjiik.
Hasznalhatjuk a polar-koordinatarendszert a2

is, ahol egy pontot az origdétdl mért TR
tavolsagaval (r) és az x tengely pozitiv ‘ ‘ 5\ ! b Re
felével bezart szégével (¢) koordinatazunk. 2 1 ag 2
A hdromszog trigonometridjanak alapjan:

COS(p = — = a = rcos¢o
r

b
sing =— = b=rsing

r
Ekkor z =a+ bi = rcos ¢ + (rsin¢)i = r(cos ¢ + isin ¢)
Definicié
Egy z € C szam trigonometrikus alakja z = r(cos ¢ + isin ¢), ahol r = |z|
a z komplex szam hossza, ¢ = arg z pedig az argumentuma.
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Miveletek komplex szdmokkal — trigonometrikus alak

Legyen z; = ri(cos ¢1 + isin¢1) és zp = ra(cos ¢ + isin ¢2):
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Miveletek komplex szdmokkal — trigonometrikus alak

Legyen z; = ri(cos ¢1 + isin¢1) és zp = ra(cos ¢ + isin ¢2):
+ : Sajnos az Gsszeadasra és a kivonasra elég bonyolult a formulank, erre
hasznaljuk inkabb az algebrai alakot.
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Miveletek komplex szamokkal — trigonometrikus alak

Legyen z; = ri(cos ¢1 + isin¢1) és zp = ra(cos ¢ + isin ¢2):
+ : Sajnos az Gsszeadasra és a kivonasra elég bonyolult a formulank, erre
hasznaljuk inkabb az algebrai alakot.

L Z1 -2 = rl(cos ¢1 + isin ¢1) . I’2(COS ¢2 + isin (bg) =
r1r2 [(cos ¢1 cos ¢ — sin ¢y sin @) + i(cos @1 sin ¢ + cos o sin ¢1)] =
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Miveletek komplex szamokkal — trigonometrikus alak

Legyen z; = ri(cos ¢1 + isin¢1) és zp = ra(cos ¢ + isin ¢2):
+ : Sajnos az Gsszeadasra és a kivonasra elég bonyolult a formulank, erre
hasznaljuk inkabb az algebrai alakot.

X 1 z1+2p = ri(cos ¢y + isinp1) - r(cos o + isingp) =
r1r2 [(cos ¢1 cos ¢ — sin ¢y sin @) + i(cos @1 sin ¢ + cos o sin ¢1)] =
rir(cos(¢1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2)), ahol az utolsé egyenldséghez
felhasznaltuk a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozé addicids
formulékat.
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Miveletek komplex szamokkal — trigonometrikus alak

Legyen z; = ri(cos ¢1 + isin¢1) és zp = ra(cos ¢ + isin ¢2):
+ : Sajnos az Gsszeadasra és a kivonasra elég bonyolult a formulank, erre
hasznaljuk inkabb az algebrai alakot.

X 1 z1+2p = ri(cos ¢y + isinp1) - r(cos o + isingp) =
r1r2 [(cos ¢1 cos ¢ — sin ¢y sin @) + i(cos @1 sin ¢ + cos o sin ¢1)] =
rir(cos(¢1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2)), ahol az utolsé egyenldséghez
felhasznaltuk a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozé addicids
formulakat. Tehét két trigonometrikus alakban 1évé komplex szamot
Ggy szorzunk Ossze, hogy hosszakat 0sszeszorozzuk, az
argumentumokat pedig 6sszeadjuk!
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Miveletek komplex szamokkal — trigonometrikus alak

Legyen z; = ri(cos ¢1 + isin¢1) és zp = ra(cos ¢ + isin ¢2):
+ : Sajnos az Gsszeadasra és a kivonasra elég bonyolult a formulank, erre
hasznaljuk inkabb az algebrai alakot.

X 1 z1+2p = ri(cos ¢y + isinp1) - r(cos o + isingp) =
r1r2 [(cos ¢1 cos ¢ — sin ¢y sin @) + i(cos @1 sin ¢ + cos o sin ¢1)] =
rir(cos(¢1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2)), ahol az utolsé egyenldséghez
felhasznaltuk a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozé addicids
formulakat. Tehét két trigonometrikus alakban 1évé komplex szamot
Ggy szorzunk Ossze, hogy hosszakat 0sszeszorozzuk, az
argumentumokat pedig 6sszeadjuk!

()" : A fentiek segitségével kapunk egy gyorsabb formuldt a hatvanyozasra:

cos(p+ -+ @) +isin(p+---+¢)| =

n n
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Miveletek komplex szdmokkal — trigonometrikus alak

=+ : Felhasznéljuk az ismereteinket a hatvanyozasrol:
4 _
P 21.22 1 e
4]
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Miveletek komplex szdmokkal — trigonometrikus alak

=+ : Felhasznéljuk az ismereteinket a hatvanyozasrol:

% = 21-2, 1 = ri(cos py+isin g1)-ry H(cos ((—1)p2)+isin ((—1)¢2)) =
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Miveletek komplex szdmokkal — trigonometrikus alak

=+ : Felhasznéljuk az ismereteinket a hatvanyozasrol:

% = 21-2, 1 = ri(cos py+isin g1)-ry H(cos ((—1)p2)+isin ((—1)¢2)) =

rn . .
= E(COS(% — ¢2) +isin(¢1 — $2))
Tehét két trigonometrikus alakban [évé komplex szamot gy osztunk
el egymassal, hogy hosszakat elosztjuk, az argumentumokat pedig
kivonjuk!
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Miveletek komplex szamokkal — trigonometrikus alak

= Felhaszna'ljuk az ismereteinket a hatvanyozasrél:
21

z =2z 22 = r1(cos ¢1+isin <Z>1)'r2~_1(C05((—1)¢2)+i5in ((=1)¢2)) =
— %(cos(¢1 — ¢2) + isin(¢1 — ¢2))

Tehét két trigonometrikus alakban [évé komplex szamot gy osztunk
el egymassal, hogy hosszakat elosztjuk, az argumentumokat pedig
kivonjuk!

VaE A gyokvonasnal keressiink olyan komplex szamokat, melyeknek n-edi
hatvanyuk a megadott z = r(cos ¢ + isin ¢). Ha mondjuk v € C
ilyen, akkor |v| olyan, hogy |v|" = r és arg v olyan, hogy
n-argv = ¢+ k-360°

k - 360° k - 360°
e f(cs¢+ 360° . O+ k360

), ahol k=0,1,...,n—1
n
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Miveletek komplex szamokkal — trigonometrikus alak

= Felhaszna'ljuk az ismereteinket a hatvanyozasrél:
21

z =2z 22 = r1(cos ¢1+isin <Z>1)'r2~_1(C05((—1)¢2)+i5in ((=1)¢2)) =
— %(cos(¢1 — ¢2) + isin(¢1 — ¢2))

Tehét két trigonometrikus alakban [évé komplex szamot gy osztunk
el egymassal, hogy hosszakat elosztjuk, az argumentumokat pedig
kivonjuk!

VaE A gyokvonasnal keressiink olyan komplex szamokat, melyeknek n-edi
hatvanyuk a megadott z = r(cos ¢ + isin ¢). Ha mondjuk v € C
ilyen, akkor |v| olyan, hogy |v|" = r és arg v olyan, hogy
n-argv = ¢+ k-360°

k - 360° k - 360°
oz = f(cs¢+ 360 isin¢+ n360)

Tehat egy n-edik gydkvonasnal n db kiilénb6z6 megoldast kapunk!
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-
Algebrai alak <— Trigonometrikus alak

Hogyan tudunk a komplex szam kétféle alakja kozott valtani?

e Trigonometrikus = Algebrai z = r(cos ¢ + isin¢), a, b =7
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Algebrai alak <— Trigonometrikus alak

Hogyan tudunk a komplex szam kétféle alakja kozott valtani?

e Trigonometrikus = Algebrai z = r(cos ¢ + isin¢), a, b =7
Ekkor egyszerli a dolgunk: a = rcos¢, b = rsin ¢.
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Algebrai alak <— Trigonometrikus alak

Hogyan tudunk a komplex szam kétféle alakja kozott valtani?

e Trigonometrikus = Algebrai z = r(cos ¢ + isin¢), a, b =7
Ekkor egyszerli a dolgunk: a = rcos¢, b = rsin ¢.

@ Algebrai = Trigonometrikus z = a + bi, r,¢ =?
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Algebrai alak <— Trigonometrikus alak

Hogyan tudunk a komplex szam kétféle alakja kozott valtani?
e Trigonometrikus = Algebrai z = r(cos ¢ + isin¢), a, b =7
Ekkor egyszerli a dolgunk: a = rcos¢, b = rsin ¢.

@ Algebrai = Trigonometrikus z = a + bi, r,¢ =?
Az r a szdm hossza, tehat r = |z| = Va2 + b2
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-
Algebrai alak <— Trigonometrikus alak

Hogyan tudunk a komplex szam kétféle alakja kozott valtani?
e Trigonometrikus = Algebrai z = r(cos ¢ + isin¢), a, b =7
Ekkor egyszerli a dolgunk: a = rcos¢, b = rsin ¢.
@ Algebrai = Trigonometrikus z = a + bi, r, ¢ =7
Az r a szdm hossza, tehdt r = |z| = Va% + b2.
A ¢ megallapitasanal ismét hasznalnunk kell a trigonometriat:
b rsing

b
5= " = tan ¢ = ¢ = arctan <a> (+m ha a < 0)

A +7-re azért van szitkség, mert az arg z € [0, 27[, de a tangens
fuggvény m periodikus, igy példaul a —z = —a — bi komplex szdmra
:—S = g adédik. Arra is figyeljiink, hogy az arcustangens fliggvény
értékkészlete | — 7, 7 [. Segitség lehet a szdm kb abrazolasa és abbdl,
hogy melyik siknegyedbe esik, kévetkeztethetiink az argumentumara.
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|
Példa

1. Példa Szamitsuk ki a z = 1 + 1/3/ tizedik hatvanyét és negyedik gyokét.
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Példa
1. Példa Szamitsuk ki a z = 1 + 1/3/ tizedik hatvanyét és negyedik gyokét.
Erdemes &brazolni z-t a komplex szamsikon: ImT2i  z
1i
;1 iRe
1
1-2i
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. CsmaGém |
Példa

1. Példa Szamitsuk ki a z = 1 + 1/3/ tizedik hatvanyét és negyedik gyokét.
Erdemes &brazolni z-t a komplex szamsikon: ImT2i  z

@ Térjlink at trigonometrikus alakra:
r= 21 (V32 = IT3=vi=2

\/§ s (o

= arctan | — | = = vagy ¢ = 60° : :
¢ 1 3 ~1 1Re
z = 2(cos 60° + isin 60°)

121
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. CsmaGém |
Példa

1. Példa Szamitsuk ki a z = 1 + 1/3/ tizedik hatvanyét és negyedik gyokét.
Erdemes &brazolni z-t a komplex szamsikon: ImT2i  z

@ Térjlink at trigonometrikus alakra:
r= 21 (V32 = IT3=vi=2

V3) m o
=arctan | — | = = va = 60° : ;
¢ 1 5 vagy ¢ ) Re
z = 2(cos 60° + isin 60°)
o z!0 = 219(cos (600° + isin 600°) =
= 1024(cos 240° + i sin 240°)

121
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Példa

1. Példa Szamitsuk ki a z = 1 + 1/3/ tizedik hatvanyét és negyedik gyokét.
Erdemes &brazolni z-t a komplex szamsikon: ImT2i  z
@ Térjlink at trigonometrikus alakra:

r=\12+ (V32 = VI+3=v4=2

V3 o« b
—arctan| — | = — va = 60° : 1
¢ ( 1 3 vagy ¢ o .
z = 2(cos 60° + isin 60°)

o 710 = 21%(cos (600° 4 i sin 600°) = |
= 1024(cos 240° + i sin 240°) Iy
o 7= w(cosw+isinw _
= /2 (cos (15° 4 k - 90°) + isin (15° + k - 90°)), ahol k =0, 1,2, 3.
21 = v/2(cos 15° + isin 15°), zp = v/2(cos 105° + i sin 105°),
73 = v/2(cos 195° + isin 195°), z4 = v/2(cos 285° + i sin 285°)

Matematika A2 miiszaki menedzser
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-
Meg jegyzések

”_

@ Mint az el6z6 példabdl is latszik, a gyokvonas soran kapott
megoldasok egy origd kozéppontl koron helyezkednek el. Ezen feliil a
megoldasok mindig egy szabalyos n-szég cslicsaiba mutatnak.
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-
Meg jegyzések

@ Mint az el6z6 példabdl is latszik, a gyokvonas soran kapott
megoldasok egy origd kozéppontl koron helyezkednek el. Ezen feliil a
megoldasok mindig egy szabalyos n-szég cslicsaiba mutatnak.

@ Az argumentum meghatarozasara szolgal6 képlet a = 0 esetén nem
hasznalhaté (0-val osztunk), de ilyenkor konnyii a dolgunk, mert ¢
90° vagy 270°, attél fiiggden, hogy b > 0 vagy b < 0.
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-
Meg jegyzések

@ Mint az el6z6 példabdl is latszik, a gyokvonas soran kapott
megoldasok egy origd kozéppontl koron helyezkednek el. Ezen feliil a
megoldasok mindig egy szabalyos n-szég cslicsaiba mutatnak.

@ Az argumentum meghatarozasara szolgal6 képlet a = 0 esetén nem
hasznalhaté (0-val osztunk), de ilyenkor konnyii a dolgunk, mert ¢
90° vagy 270°, attél fiiggden, hogy b > 0 vagy b < 0.

@ Az el6bbi logika mentén valds szamok (b = 0) trigonometrikus
alakjaban ¢ 0° vagy 180°, attdl fliggben, hogy a > 0 vagy a < 0.
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-
Meg jegyzések

@ Mint az el6z6 példabdl is latszik, a gyokvonas soran kapott
megoldasok egy origd kozéppontl koron helyezkednek el. Ezen feliil a
megoldasok mindig egy szabalyos n-szég cslicsaiba mutatnak.

@ Az argumentum meghatarozasara szolgal6 képlet a = 0 esetén nem
hasznalhaté (0-val osztunk), de ilyenkor konnyii a dolgunk, mert ¢
90° vagy 270°, attél fiiggden, hogy b > 0 vagy b < 0.

@ Az el6bbi logika mentén valds szamok (b = 0) trigonometrikus
alakjaban ¢ 0° vagy 180°, attdl fliggben, hogy a > 0 vagy a < 0.

o Feladaton beliil ne valtogassuk a °-ot és a radiant, ha az egyikkel
kezdtiik el, akkor maradjunk is annal (javaslom a °-ot).
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-
Meg jegyzések

@ Mint az el6z6 példabdl is latszik, a gyokvonas soran kapott
megoldasok egy origd kozéppontl koron helyezkednek el. Ezen feliil a
megoldasok mindig egy szabalyos n-szég cslicsaiba mutatnak.

@ Az argumentum meghatarozasara szolgal6 képlet a = 0 esetén nem
hasznalhaté (0-val osztunk), de ilyenkor konnyii a dolgunk, mert ¢
90° vagy 270°, attél fiiggden, hogy b > 0 vagy b < 0.

@ Az el6bbi logika mentén valds szamok (b = 0) trigonometrikus
alakjaban ¢ 0° vagy 180°, attdl fliggben, hogy a > 0 vagy a < 0.

o Feladaton beliil ne valtogassuk a °-ot és a radiant, ha az egyikkel
kezdtiik el, akkor maradjunk is annal (javaslom a °-ot).

o Erdemes az alapvetd 30°,45°,60°,... szogek sinus és cosinus értékeit
memorizalni, hasznos lehet. Példaul tgy is lehet attérni
trigonometrikus alakra, hogy az algebrai alakbdl kiemeljilk z hosszat
és ami marad, az cos ¢ + isin ¢ lesz. Ebbdl ¢ kitalalhaté.

Pli z=14+3i = |z| =2 = z = 2( +i%2) = 2(cos 60° + i sin 60°)
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-
Az algebra alaptétele

Tétel (Algebra alaptétele 1.)

Minden nem 0-adfokd polinomnak van gybke a komplex szamok halmazan.
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-
Az algebra alaptétele

Tétel (Algebra alaptétele 1.)

Minden nem 0-adfokd polinomnak van gybke a komplex szamok halmazan.

Ez alapjan egy n-edfokd p(z) polinomnak van komplex gydk z; és a
Bézout-tétel alapjan kiemelheté beldle egy (z — z1). Ami marad, az z egy
(n — 1)-edfokd polinomja. Ezt ismételve kapjuk, hogy a gyoktényezés
felbontasa n db elséfok( tagbdl all. Itt persze lehetnek tébbszords gydkok
is és ezek alapjan atfogalmazhatjuk az algebra alaptételét:
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-
Az algebra alaptétele

Tétel (Algebra alaptétele 1.)

Minden nem 0-adfokd polinomnak van gybke a komplex szamok halmazan.

Ez alapjan egy n-edfokd p(z) polinomnak van komplex gydk z; és a
Bézout-tétel alapjan kiemelheté beldle egy (z — z1). Ami marad, az z egy
(n — 1)-edfokd polinomja. Ezt ismételve kapjuk, hogy a gyoktényezés
felbontasa n db elséfok( tagbdl all. Itt persze lehetnek tébbszords gydkok
is és ezek alapjan atfogalmazhatjuk az algebra alaptételét:

Tétel (Algebra alaptétele 2.)

Minden p(z) n-edfoki polinomnak multiplicitssal szamolva n db gyéke
van a komplex szamok halmazan és

p(z) = anz" + an1z" 4+t az4 a0 = an(z—21)(z = 22)...(z — zp)
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. CsmaGém |
Példa

Az algebra alaptételét nem bizonyitjuk, de érdemes megfontolni, hogy a
valés szamok halmazan minden polinom felbomlik elséfokiiak és negativ
diszkriminansi masodfokiak szorzatara. A komplexek korében pedig mar a
negativ diszkriminansi masodfokdak is tovabb bomlanak, mert mar
tudunk negativ szamokbdl is gyokot vonni.

menedzser
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. CsmaGém |
Példa

Az algebra alaptételét nem bizonyitjuk, de érdemes megfontolni, hogy a
valés szamok halmazan minden polinom felbomlik elséfokiiak és negativ
diszkriminansi masodfokiak szorzatara. A komplexek korében pedig mar a
negativ diszkriminansi masodfokdak is tovabb bomlanak, mert mar
tudunk negativ szamokbdl is gyokot vonni.

1. példa Adjuk meg a p(z) = z3 — 7z? + 19z — 13 polinom gydkeit és a
gyoktényezos felbontast.
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Példa

Az algebra alaptételét nem bizonyitjuk, de érdemes megfontolni, hogy a
valés szamok halmazan minden polinom felbomlik elséfokiiak és negativ
diszkriminansi masodfokiak szorzatara. A komplexek korében pedig mar a
negativ diszkriminansi masodfokdak is tovabb bomlanak, mert mar
tudunk negativ szamokbdl is gyokot vonni.

1. példa Adjuk meg a p(z) = z3 — 7z? + 19z — 13 polinom gydkeit és a
gyoktényezos felbontast.
A konstans tag osztéival prébalkozunk
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Az algebra alaptételét nem bizonyitjuk, de érdemes megfontolni, hogy a
valés szamok halmazan minden polinom felbomlik elséfokiiak és negativ
diszkriminansi masodfokiak szorzatara. A komplexek korében pedig mar a
negativ diszkriminansi masodfokdak is tovabb bomlanak, mert mar
tudunk negativ szamokbdl is gyokot vonni.

1. példa Adjuk meg a p(z) = z3 — 7z? + 19z — 13 polinom gydkeit és a
gyoktényezos felbontast.

A konstans tag osztéival prébalkozunk (41, +13), és kideriil, hogy az 1 jé,
igy zi=1, kiemelve (z — 1)-et
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diszkriminansi masodfokiak szorzatara. A komplexek korében pedig mar a
negativ diszkriminansi masodfokdak is tovabb bomlanak, mert mar
tudunk negativ szamokbdl is gyokot vonni.

1. példa Adjuk meg a p(z) = z3 — 7z? + 19z — 13 polinom gydkeit és a
gyoktényezos felbontast.

A konstans tag osztéival prébalkozunk (41, +13), és kideriil, hogy az 1 jé,
igy z1=1, kiemelve (z — 1)-et 23 — 722 + 19z — 13 = (z — 1)(z%> — 6z + 13)
A masik két gyok meghatarozasahoz
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diszkriminansi masodfokiak szorzatara. A komplexek korében pedig mar a
negativ diszkriminansi masodfokdak is tovabb bomlanak, mert mar
tudunk negativ szamokbdl is gyokot vonni.

1. példa Adjuk meg a p(z) = z3 — 7z? + 19z — 13 polinom gydkeit és a
gyoktényezos felbontast.

A konstans tag osztéival prébalkozunk (41, +13), és kideriil, hogy az 1 jé,
igy z1=1, kiemelve (z — 1)-et 23 — 722 + 19z — 13 = (z — 1)(z%> — 6z + 13)
A masik két gyok meghatarozasdhoza megolddképletet hasznéljuk:

23 =
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igy z1=1, kiemelve (z — 1)-et 23 — 722 + 19z — 13 = (z — 1)(z%> — 6z + 13)
A masik két gyok meghatarozasdhoza megolddképletet hasznéljuk:

6+36 4 13

23 =

2
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A konstans tag osztéival prébalkozunk (41, +13), és kideriil, hogy az 1 jé,
igy z1=1, kiemelve (z — 1)-et 23 — 722 + 19z — 13 = (z — 1)(z%> — 6z + 13)
A masik két gyok meghatarozasdhoza megolddképletet hasznéljuk:

61\/36—4-13:61\2/—16:3i2ﬁ:

23 =

2

Matematika A2 miiszaki menedzser Komplex szamok 2020 tavasz 17 /17



. CsmaGém |
Példa

Az algebra alaptételét nem bizonyitjuk, de érdemes megfontolni, hogy a
valés szamok halmazan minden polinom felbomlik elséfokiiak és negativ
diszkriminansi masodfokiak szorzatara. A komplexek korében pedig mar a
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1. példa Adjuk meg a p(z) = z3 — 7z? + 19z — 13 polinom gydkeit és a
gyoktényezos felbontast.

A konstans tag osztéival prébalkozunk (41, +13), és kideriil, hogy az 1 jé,
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6+ 362—4-13:6ﬂtg—716:3i2\/?1:3i2i

Tehdt o =3 -2/, 3=3+2i és p(z) = (z — 1)(z — 3+ 2i)(z — 3 — 2i).

23 =
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