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Definicid

Elképzelhetiink olyan fliggvényeket, amelyek kiilonboz6 vektorterek kézott
hatnak. Gondolhatunk itt példaul a vetitésre, ami egy harom dimenzids
térbeli vektorhoz rendel hozza egy két dimenzids vektort. Ezek koziil a
leképezések koziil csak a kovetkezé osztallyal foglalkozunk:

Matematika A2 m
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Definicid

Elképzelhetiink olyan fliggvényeket, amelyek kiilonboz6 vektorterek kézott
hatnak. Gondolhatunk itt példaul a vetitésre, ami egy harom dimenzids
térbeli vektorhoz rendel hozza egy két dimenzids vektort. Ezek koziil a
leképezések koziil csak a kovetkezé osztallyal foglalkozunk:
Definicié
Az A R" — R¥ leképezést linearis leképezésnek nevezziik, ha adott
x,y € R" és \ € R-re:

Q A(x+y)=A(x)+ Ay)

Q@ A(Xx) = MA(x)

Ha n = k, akkor a A-t linearis transzformacionak nevezziik.
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hatnak. Gondolhatunk itt példaul a vetitésre, ami egy harom dimenzids
térbeli vektorhoz rendel hozza egy két dimenzids vektort. Ezek koziil a
leképezések koziil csak a kovetkezé osztallyal foglalkozunk:

Definicié
Az A R" — R¥ leképezést linearis leképezésnek nevezziik, ha adott
x,y € R" és \ € R-re:

Q A(x+y)=A(x)+ Ay)

Q@ A(Xx) = MA(x)
Ha n = k, akkor a A-t linearis transzformacionak nevezziik.
Azaz olyan leképezés, ahol két vektor Gsszegének képe, a képvektorok
Osszege és vektor szamszorosanak képe, a képvektor szamszorosa. Két

kiilonb6zo tér kozott leképezés, és két egyforma tér kdzott transzformacid
ara val6 leképezése).
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Emlékezteto

Ha egy n-dimenzids térben n db linearisan figgetlen vektorunk van, akkor
azok bazist alkotnak, azaz a tér minden vektora el6all ezen vektorok
linedris kombinéacidjaként, rdadasul ez az eldallitas egyértelmi. A
bazisvektorok egyiitthatéi voltak a koordinatak. Mondjuk egy szokasos
térvektor koordinatait tgy kaptuk meg, hogy megnéztitk mennyi kell az x,y
és z koordinatatengelyekkel parhuzamos i, j, k egységvektorokbdél. Ha n
dimenziéban dolgozunk, akkor ezeket e, e, .. .e,-vel jeloltik és
természetes, vagy standard bazisnak neveztiik. De masféle bazisok is
vannak, azok szerint is vezethetliink be koordinatazast.
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Altalanos vektor képe

Most vizsgaljuk meg, mi torténik egy altalanos
v = \je; + Aqex + - - - + A\pe, vektorral (v koordindtaja a standard
bazisban (A1, A2,...A,), ha alkalmazzuk ré az A lineéris leképezést:

A(v) =
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v = \je; + Aqex + - - - + A\pe, vektorral (v koordindtaja a standard
bazisban (A1, A2,...A,), ha alkalmazzuk ré az A lineéris leképezést:

A(v) = A(Mer+Xea+ - +Aqnen) =
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Altalanos vektor képe

Most vizsgaljuk meg, mi torténik egy altalanos
v = \je; + Aqex + - - - + A\pe, vektorral (v koordindtaja a standard
bazisban (A1, A2,...A,), ha alkalmazzuk ré az A lineéris leképezést:

.A(V) = .A(/\lel—l-)\QEQ—i-' . -—i—)\,,e,,) = A()\lel)—i-A()\zez)—i-' . -—i—A()\,,en) =
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Altalanos vektor képe

Most vizsgaljuk meg, mi torténik egy altalanos
v = \je; + Aqex + - - - + A\pe, vektorral (v koordindtaja a standard
bazisban (A1, A2,...A,), ha alkalmazzuk ré az A lineéris leképezést:

A(v) = A(M1e1+ X ex+- -+ e,) = A(Are1)+A(Xze2)+- - -+ A(Npe,) =

= A1A(e1) + 2A(e2) + -+ - + A\ Alep)

Ahol a masodik és a harmadik egyenlGség a linerais leképezés
definiciéjaban szerepl6 tulajdonsagok miatt teljesiil.
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Altalanos vektor képe

Most vizsgaljuk meg, mi torténik egy altalanos
v = \je; + Aqex + - - - + A\pe, vektorral (v koordindtaja a standard
bazisban (A1, A2,...A,), ha alkalmazzuk ré az A lineéris leképezést:

A(v) = A(M1e1+ X ex+- -+ e,) = A(Are1)+A(Xze2)+- - -+ A(Npe,) =

= A1A(e1) + 2A(e2) + -+ - + A\ Alep)

Ahol a masodik és a harmadik egyenlGség a linerais leképezés
definiciéjaban szerepl6 tulajdonsagok miatt teljesiil.

Igy azt kaptuk, hogy egy linearis leképezésnél a bazisvektorok
képe(.A(e;)) meghatarozza minden vektor képét. Csak annyi a
dolgunk, hogy a képként kapott vektoroknak kell venniink ugyanazon
Aj-kel valé lineéris kombinacidjat.
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Linearis kombinacié matrixos-szorzasos alakja

Legyen most adott egy by, by ...b, bazis (az egyszeriiség kedvéért
gondolhatunk nyugodtan a standard béazisra is), tovabba ebben a bazisban

egy v vektor (A1, A2, ... A,) koordinatakkal. Ekkor felirhatjuk az alabbi
szorzatot:
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Linearis kombinacié matrixos-szorzasos alakja
Legyen most adott egy by, by ...b, bazis (az egyszeriiség kedvéért

gondolhatunk nyugodtan a standard béazisra is), tovabba ebben a bazisban

egy v vektor (A1, A2, ... A,) koordinatakkal. Ekkor felirhatjuk az alabbi
szorzatot:

v=Abi+Xbo+---+Ab, =
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szorzatot:

A1

A2
V= Ab;+Xobot---+A,b, = [bl by ... b,,] D=

An
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Linearis kombinacié matrixos-szorzasos alakja

Legyen most adott egy by, by ...b, bazis (az egyszeriiség kedvéért
gondolhatunk nyugodtan a standard béazisra is), tovabba ebben a bazisban

egy v vektor (A1, A2, ... A,) koordinatakkal. Ekkor felirhatjuk az alabbi
szorzatot:

M At
Ao Ao
v=Jibi+doby et Aby= [ by by .. by || | =B
An An

Matematika A2 miiszaki menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 5/ 24



Linearis kombinacié matrixos-szorzasos alakja

Legyen most adott egy by, by ...b, bazis (az egyszeriiség kedvéért
gondolhatunk nyugodtan a standard béazisra is), tovabba ebben a bazisban
egy v vektor (A1, A2, ... A,) koordinatakkal. Ekkor felirhatjuk az alabbi
szorzatot:

)\1 )\1
)\2 )\2
v = MAb;+X b+ -+ Ab, = {bl b, ... bn} . =B| .
An An

Tehat ha a bazisvektorokat, mint oszlopvektorokat bepakoljuk egy B
matrixba, akkor a linearis kombinacié felfoghatd gy, mint egy matrix
szorzas.
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Linearis leképezés matrixos alakja

Az el6zd két dia alapjan:
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Linearis leképezés matrixos alakja

Az el6zd két dia alapjan:
A(v) == MA(er) + \aA(e2) + - + AnA(en) =

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor

2020 tavasz

6/ 24



Linearis leképezés matrixos alakja

Az el6zd két dia alapjan:

AW) = - = AA(er) + AoA(er) + - + AnA(en) =
M A1
Ao Ao

[ Aler) A(e2) .. Aen) || |=A]"" | =Av
An An

Ahol A a bazisvektorok képébdl osszeallitott matrix. Az utolsé
egyenldséghez felhasznaljuk, hogy a v vektor koordinatai a standard
bazisban (A1, A2,...,A,). Tehat kimondhatjuk az alabbi tételt:
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Linearis leképezés matrixos alakja

Az el6zd két dia alapjan:

AW) = - = AA(er) + AoA(er) + - + AnA(en) =
M A1
Ao Ao

[ Aler) A(e2) .. Aen) || |=A]"" | =Av
A Y

Ahol A a bazisvektorok képébdl osszeallitott matrix. Az utolsé
egyenldséghez felhasznaljuk, hogy a v vektor koordinatai a standard
bazisban (A1, A2,...,A,). Tehat kimondhatjuk az alabbi tételt:

Tétel

Barmely A : R" — R™ linearis leképezéshez létezik egy és csak egy olyan
A € R™*" mdtrix, hogy barmely x € R"-re A(x) = Ax.

Vagyis minden leképezés reprezentalhatdé mint egy méatrix és minden
matrix felfoghatd egy linearis leképezésként!
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Linearis leképezések kompozicidja

Tekintsitk a A : R" — R™ és B : R™ — RX linearis leképezések

s sz

képre a B leképezést. Ekkor kapjuk a B o A leképezést, ami szintén egy
linearis leképezés lesz, tovabba:

Matematika A2 miiszaki mer

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 7/ 24



-
Linearis leképezések kompozicidja

Tekintsitk a A : R" — R™ és B : R™ — RX linearis leképezések
képre a B leképezést. Ekkor kapjuk a B o A leképezést, ami szintén egy
linearis leképezés lesz, tovabba:

Tétel

7

Legyenek adott a A : R" +— R™ és B : R™ — R linedris leképezések a
hozzdjuk tartozé A és B matrixokkal. Ekkor a Bo A : R" R linearis
leképezés reprezentalhaté a BA szorzat-matrixszal, azaz

Bo A(x) = B(A(x)) = (BA)x
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Linearis leképezések kompozicidja

Tekintsitk a A : R" — R™ és B : R™ — RX linearis leképezések
képre a B leképezést. Ekkor kapjuk a B o A leképezést, ami szintén egy
linearis leképezés lesz, tovabba:

Tétel
Legyenek adott a A : R" +— R™ és B : R™ — R linedris leképezések a

hozzdjuk tartozé A és B matrixokkal. Ekkor a Bo A : R" R linearis
leképezés reprezentalhaté a BA szorzat-matrixszal, azaz

Bo A(x) = B(A(x)) = (BA)x

Nyilvan, ha egy x vektorra el6szor alkalmazunk egy A leképezést, majd egy
masik B leképezést a képére, akkor a szorzas sorrendjét Ggy kell
megallapitanunk, hogy a x vektor el6szér az A matrixszal szorzédjon, majd

a képet azaz az (Ax)-et kell szorozni (balrdl) a B-vel.
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|
Példak

1. Példa Irjuk fel a sikban az x-tengelyre vonatkozé titkrézés matrixat.
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Példak

1. Példa Irjuk fel a sikban az x-tengelyre vonatkozé titkrézés matrixat.

Mint minden hasonlé feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.
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1. Példa Irjuk fel a sikban az x-tengelyre vonatkozé titkrézés matrixat.

Mint minden hasonlé feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.

Az x irdnyl egységvektor marad az, ami volt,
y mert rajta van a tiikrozés tengelyén.

menedzser
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Mint minden hasonl6 feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.

Az x irdnyl egységvektor marad az, ami volt,
mert rajta van a tiikrozés tengelyén.

Az y irdnyl egységvektor pedig pont az
ellentetjére valtozik, mert merdleges a tiikrozés
tengelyére.
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megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.
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ellentetjére valtozik, mert merdleges a tiikrozés
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o )e) ()05

y
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Példak
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Mint minden hasonlé feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.

y

Matematika A2 miisza

menedzser

Az x irdnyl egységvektor marad az, ami volt,
mert rajta van a tiikrozés tengelyén.

Az y irdnyl egységvektor pedig pont az
ellentetjére valtozik, mert merdleges a tiikrozés
tengelyére.

~ (-0 (2)-(4)

Tehat az x-tengelyre vonatkozé tiikrozés

1 0
4 H . X __
matrixa: l = [ 0 _1 ]
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2. Példa Irjuk fel a sikban az origd koriili o szogii forgatas matrixat.
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Mint minden hasonlé feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.

Az x irdnyl egységvektor elsdé koordinataja a
y trigonometrikus fliggvények altalanos definicidja
szerint pont cos(«) lesz, mig a masodik
koordinataja sin(«).

menedzser

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 9 /24



|
Példak

2. Példa Irjuk fel a sikban az origd koriili o szogii forgatas matrixat.

Mint minden hasonl6 feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.
Az x irdnyl egységvektor elsdé koordinataja a

y trigonometrikus fliggvények altalanos definicidja
szerint pont cos(«) lesz, mig a masodik
koordinataja sin(«). Az y irdnyl egységvektor
_ els6 koordinataja — sin(«), masodik
i koordinataja pedig cos(«) lesz.

menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 9 /24



Példak
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Mint minden hasonlé feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.

Matematika A2 m

Az x irdnyl egységvektor elsdé koordinataja a
trigonometrikus fliggvények altalanos definicidja
szerint pont cos(«) lesz, mig a masodik
koordinataja sin(«). Az y irdnyl egységvektor
els6 koordinataja — sin(«), masodik
koordinataja pedig cos(«) lesz.

—
X .
o 1 cos 0 —sina
F& — ) , >
0 sin 1 cos

i menedzser
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Mint minden hasonlé feladatnal, csak a természetes bazis vektorainak kell
megallapitanunk a képét és abbdl all 6ssze a matrix.

Az x irdnyl egységvektor elsdé koordinataja a
y trigonometrikus fliggvények altalanos definicidja
szerint pont cos(«) lesz, mig a masodik
koordinataja sin(«). Az y irdnyl egységvektor

. els6 koordinataja — sin(«), masodik
i) koordinataja pedig cos(«) lesz.
A/ BN
;a_ 1 _, [ cose 0 . —sina
{0 sinae J7\ 1 cos &

Fo — [ cosa —sina ]

sina cosa

Matematika A2 m
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Példak

3. Példa Irjuk fel térben a z tengely koriili o szogii forgatas matrixat és

irjuk fel a P(1,2,3) koordinataju pont z tengely korili 60°-os elforgatott
képét.

matika A2 n
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3. Példa Irjuk fel térben a z tengely koriili o szogii forgatas matrixat és
irjuk fel a P(1,2,3) koordinataju pont z tengely korili 60°-os elforgatott
képét.

Az el6z6 példat hasznaljuk fel. Az x és y tengelyekkel parhuzamos
egységvektor megmarad az xy koordinatasikban, igy a harmadik
koordinata O lesz, az els6 kettdé pedig pontosan Ugy viselkedik, mint az
elé6z6 példaban(az el6z6 dia rajzan képzeljik azt, hogy a z tengely
irdnyabdl néziink az 4brara). A z irdnyl egységvektor pontosan a forgatas
tengelyére esik, igy nem valtozik a képe.

1 cos « 0 —sina 0 0
Feol 0| = | sina |,] 1 |+~ cos 0 0 |—1]0
0 0 0 0 1 1
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Példak
cosae —sina 0
iﬁ‘ = | sinae cosa O
0 0 1

A z tengely koriili 60°-os elforgatas matrixat Ggy kapjuk meg, hogy
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Példak
cosae —sina 0
iﬁ‘ = | sinae cosa O
0 0 1

A z tengely koriili 60°-os elforgatas matrixat Ggy kapjuk meg, hogy «

helyére beirjuk a 60°-ot:

1 _V3 g

2 2
FO=| v3 1
=z 2 2

0 0 1

A P pont képét pedig tgy kapjuk, hogy

Matematika A2 miiszaki menedzser

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor
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Példak
cosae —sina 0
ij = | sinae cosa O
0 0 1

A z tengely koriili 60°-os elforgatas matrixat Ggy kapjuk meg, hogy «
helyére beirjuk a 60°-ot:

1 _V3 g

2 2
FO=| v3 1
=z 2 2

0 0 1

A P pont képét pedig tgy kapjuk, hogy megszorozzuk a transzformacio
matrixat a pont koordinataival:

3% o] 2 -3
= | B

Bl o2 =| %+l

0 0 1 3 3

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 11 /24
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4. példa Adjuk meg térben az x tengelyli 2-szoros nyujtads matrixat.
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4. példa Adjuk meg térben az x tengelyli 2-szoros nyujtads matrixat.
Az x irdny( egységvektor a kétszeresére
valtozik.

Vv
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4. példa Adjuk meg térben az x tengelyli 2-szoros nyujtads matrixat.
Az x irdny( egységvektor a kétszeresére
valtozik. Az y és z iranyl egységvektorok pedig
nem valtoznak.

Vv
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4. példa Adjuk meg térben az x tengelyli 2-szoros nyujtads matrixat.
Az x irdny( egységvektor a kétszeresére
valtozik. Az y és z iranyl egységvektorok pedig

nem valtoznak.

z
1 2 0 0
Nl OO, 1 ]|—~]|1],
. 0 0 0 0
./y,,
| \|
— -~ 0 0
O|—1| O
1 1
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4. példa Adjuk meg térben az x tengelyli 2-szoros nyujtads matrixat.
Az x irdny( egységvektor a kétszeresére
valtozik. Az y és z iranyl egységvektorok pedig

nem valtoznak.

z
1 2 0 0
N O |l—=|[O0O ], 1T |—]1]/,
. 0 0 0 0
AT
' i
— -~ 0 0
0O [—=| O
1 1
Tehat az x-tengelyre vonatkozé tiikrozés
2 00
métrixa: N =10 1 0
0 01
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-
Példak
5. Példa Adjuk meg a z tengely koriili 60°-os forgatas utani x-tengely

irdny( kétszeres ny(jtas kompoziciéjanak matrixat, majd adjuk meg a
P(1,2,3) koordinataji pont transzforméacié utani képét.
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Példak

5. Példa Adjuk meg a z tengely koriili 60°-os forgatas utani x-tengely
irdny( kétszeres ny(jtas kompoziciéjanak matrixat, majd adjuk meg a
P(1,2,3) koordinataji pont transzforméacié utani képét.

Elébb az F2 forgatast hajtjuk végre, majd az N5 nyiijtast, igy a
kompoziciéjuk méatrixat az aldbbi matrixszorzassal kaphatjuk meg:
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Példak

5. Példa Adjuk meg a z tengely koriili 60°-os forgatas utani x-tengely
iranyli kétszeres nyljtas kompoziciéjanak matrixat, majd adjuk meg a
P(1,2,3) koordinataji pont transzforméacié utani képét.

Elébb az F2 forgatast hajtjuk végre, majd az N5 nyiijtast, igy a
kompoziciéjuk méatrixat az aldbbi matrixszorzassal kaphatjuk meg:

200][ 1 -2 0 1 —V/3 0
Ny EX=|0 10|85 1 o|=|% 1 o
0010 0 1 0 0 1

A P pont képét pedig gy kapjuk meg, hogy
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Példak

5. Példa Adjuk meg a z tengely koriili 60°-os forgatas utani x-tengely
iranyli kétszeres nyljtas kompoziciéjanak matrixat, majd adjuk meg a
P(1,2,3) koordinataji pont transzforméacié utani képét.

Elébb az F2 forgatast hajtjuk végre, majd az N5 nyiijtast, igy a
kompoziciéjuk méatrixat az aldbbi matrixszorzassal kaphatjuk meg:

200][ 1 -2 0 1 —V/3 0
Ny EX=1010||v3 1 g|=|%¥ L o
001 0 0 1 0 0 1

A P pont képét pedig gy kapjuk meg, hogy a transzformacié matrixszat
szorozzuk a pont koordinataival:

1 —vV3 0 1 1-2V3

3 1 — 3
2o of|2]=| £+
0 0 1 3 3
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Sajatérték, sajatvektor

Tekintsiink egy transzformaciét az R"-en.
Kérdések: Vannak-e esetleg olyan részei a térnek, ami egy transzormacio

elvégzése utan 6Gnmagaba megy at, vagyis invarians? Es ha igen, akkor ez
hogyan néz ki? Milyen valtozas megy végbe ezen a téren?

matika A2 m

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 14 / 24



Sajatérték, sajatvektor

Tekintsiink egy transzformaciét az R"-en.

Kérdések: Vannak-e esetleg olyan részei a térnek, ami egy transzormacio
elvégzése utan 6Gnmagaba megy at, vagyis invarians? Es ha igen, akkor ez
hogyan néz ki? Milyen valtozas megy végbe ezen a téren?

Keressiink olyan vektorokat, amelyek a transzformacié soran alig valtoznak,
azaz legfeljebb csak a hosszukat valtoztatjak, az irdnyuk megmarad.

menedzser
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Sajatérték, sajatvektor

Tekintsiink egy transzformaciét az R"-en.

Kérdések: Vannak-e esetleg olyan részei a térnek, ami egy transzormacio
elvégzése utan 6Gnmagaba megy at, vagyis invarians? Es ha igen, akkor ez
hogyan néz ki? Milyen valtozas megy végbe ezen a téren?

Keressiink olyan vektorokat, amelyek a transzformacié soran alig valtoznak,
azaz legfeljebb csak a hosszukat valtoztatjak, az irdnyuk megmarad.

Definicié
Az A € R™" mdtrix sajatvektora v # 0 és X a v-hez tartozé sajatérték, ha
Av = \v.

Azaz a v vektor a transzformacié soran csak A-szorosara valtozik. Nyilvan
a 0-vektorra minden )\ € R-re sajatérték lenne, éppen ezért kizarjuk a
nullvektort a sajatvektorok koziil.
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Karakterisztikus egyenlet

Mind az Av, mind a Av egy vektor, igy a kiilonbségiik
a nullvektor. Av = \v

Av—)Av=0
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Karakterisztikus egyenlet

Mind az Av, mind a A\v egy vektor, igy a kiildnbségiik

a nullvektor. Av = \v
Becsempésziink az egyenletbe egy egységmatrixot. 0
Av—)Av=0
)
Av—)E v=0
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Karakterisztikus egyenlet

Mind az Av, mind a A\v egy vektor, igy a kiildnbségiik

a nullvektor. Av = \v
Becsempésziink az egyenletbe egy egységmatrixot. 0
Kiemeljiik jobbra a v-t. Igy a zardjeles kifejezés egy
matrix, a v pedig egy ismeretlen vektor, tehat ez Av—)Av=0
felfoghaté Ggy, mint egy homogén lineéris 0
egyenletrendszer. Mivel a v = 0 megoldast kizartuk,
ezért a célunk egy nemtrivialis megoldas keresése. Av—)E v=0
)
(A—AE )v=10

Matematika A2 miiszaki menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 15 / 24




Karakterisztikus egyenlet

Mind az Av, mind a A\v egy vektor, igy a kiildnbségiik
a nullvektor.

Becsempésziink az egyenletbe egy egységmatrixot.
Kiemeljiik jobbra a v-t. Igy a zardjeles kifejezés egy
matrix, a v pedig egy ismeretlen vektor, tehat ez
felfoghaté Ggy, mint egy homogén lineéris
egyenletrendszer. Mivel a v = 0 megoldast kizartuk,
ezért a célunk egy nemtrividlis megoldas keresése.
Nemtrivialis megoldast pedig akkor taldlunk, ha az
egyltthaté matrix determinansa 0.

Matematika A2 miiszaki menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor

Av = \v
3
Av—)Av=0
(3
év—)\gnv:(]
(3
(A—XE )v=0
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Karakterisztikus egyenlet

Mind az Av, mind a A\v egy vektor, igy a kiildnbségiik

a nullvektor. Av = \v
Becsempésziink az egyenletbe egy egységmatrixot.

Kiemeljiik jobbra a v-t. Igy a zardjeles kifejezés egy ¢
matrix, a v pedig egy ismeretlen vektor, tehat ez Av—)Av=0
felfoghaté Ggy, mint egy homogén lineéris 0
egyenletrendszer. Mivel a v = 0 megoldast kizartuk,

ezért a célunk egy nemtrivialis megoldas keresése. Av—)E v=0
Nemtrivialis megoldast pedig akkor taldlunk, ha az 0

egyltthaté matrix determinansa 0.
(A—AE )v=10

Definicié
Az A € R™" mitrix karakterisztikus egyenlete: det (A —AE ) =0
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Karakterisztikus egyenlet

Hogyan is néz ki a karakterisztikus egyenlet?
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Karakterisztikus egyenlet

Hogyan is néz ki a karakterisztikus egyenlet?

di1 d12 ... din 1 0 . 0
dp1 a2 ... ap o1 ... 0
det(A — \E ) = det o R = N R I

= = : S -
anl am ... amn 00 ... 1

aig — A ain cen din

B ani doo — AL aon

an1 an B
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Karakterisztikus egyenlet

Hogyan is néz ki a karakterisztikus egyenlet?

di1 d12 ... din 1 0 . 0
dp1 a2 ... ap 0o 1 . 0
det(A—AE ) =det| | 7 T | =X =
anl am ... amn 00 ... 1
aig — A ain cen din
B ani doo — AL aon
an1 an B

Ennek a determinansnak a kiszamitasanal az egyik szorzat a f6atlé
elemeibél all (egy az n! db szorzat kéziil), amelynek minden tényezjében
van ), igy az eredmény A\-nak egy n-edfoki polinomja lesz (p,(\)), aminek
a gyokei lesznek a sajatértékek.

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 16 / 24

Matematika A2 miiszaki menedzser



Példa

1. Példa Keressiik meg az alabbi A matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

1 -1 1
A=|1 1 -1
2 -1 0

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 17 / 24
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Példa

1. Példa Keressiik meg az alabbi A matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

1 -1 1
A=|1 1 -1
2 -1 0

1-A -1 1 [1-x -1
det(A—ME,)=| 1 1-A
2
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Példa

1. Példa Keressiik meg az alabbi A matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

1 -1 1
A=|1 1 -1
2 -1 0

1-2 -1 1 1-2 -1

det(A—XE)=| 1 1-A -1 | 1 1-X=
2

= (1=A)?(=A)+2-1—(2(1=A)+(1-X)+A) =
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Példa

1. Példa Keressiik meg az alabbi A matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

1 -1 1
A=|1 1 -1
2 -1 0

1-2 -1 1 1-2 -1

det(A—XE)=| 1 1-A -1 | 1 1-X=
2

= (1=-N)2(=N)4+2—-1—(2(1=N)+(1-N)+N) = =X342X2-A+1-(3-2)\) =

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 17 / 24
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Példa

1. Példa Keressiik meg az alabbi A matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

1 -1 1
A=|1 1 -1
2 -1 0

1-2 -1 1 1-2 -1
1 1-A -1 1 1-X =

det (A — AE,) =
1 0-XA| 2 -1

= (1=A)2(=N)4+2-1—(2(1=A)+(1-N)+A) = =X342X2—\+1—-(3-2))

=23 4202 4\ —2=0 « Karakterisztikus egyenlet

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 17 / 24
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Példa

Mult félévben tanultuk, hogy egy harmad, vagy annal magasabb foki
polinom lehetséges egész gyokeinek (a feladott feladatok ilyenek lesznek)
megkeresésekor a konstans tag osztdival kell prébalkoznunk. Azaz a

—A3 4+ 2X%2 + X — 2 = 0 egyenlet esetében ezek

Matematika A2 m(

menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 18 / 24



Példa

Mult félévben tanultuk, hogy egy harmad, vagy annal magasabb foki
polinom lehetséges egész gyokeinek (a feladott feladatok ilyenek lesznek)
megkeresésekor a konstans tag osztdival kell prébalkoznunk. Azaz a

—A3 4+ 2X%2 + X — 2 = 0 egyenlet esetében ezek a 1, +2. Példalul j6
lesz

Matematika A2 m(
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Példa

Mult félévben tanultuk, hogy egy harmad, vagy annal magasabb foki
polinom lehetséges egész gyokeinek (a feladott feladatok ilyenek lesznek)
megkeresésekor a konstans tag osztdival kell prébalkoznunk. Azaz a

—A3 4+ 2X%2 + X — 2 = 0 egyenlet esetében ezek a 1, +2. Példalul j6
leszaz 1 (A1 = 1 lesz az egyik sajatérték) és kiemelve a gyokot:

N2 A2 =

Matematika A2 miiszaki menedzser
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. CsmaGém |
Példa

Mult félévben tanultuk, hogy egy harmad, vagy annal magasabb foki
polinom lehetséges egész gyokeinek (a feladott feladatok ilyenek lesznek)
megkeresésekor a konstans tag osztdival kell prébalkoznunk. Azaz a

—A3 4+ 2X%2 + X — 2 = 0 egyenlet esetében ezek a 1, +2. Példalul j6
leszaz 1 (A1 = 1 lesz az egyik sajatérték) és kiemelve a gyokot:

422 A -2=(A=1D(=X2+21+2)=0

A maradék masodfokinak mar a megoldé képlet segitségével
megkaphatjuk a gyokeit:

Matematika A2 miiszaki menedzser
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. CsmaGém |
Példa

Mult félévben tanultuk, hogy egy harmad, vagy annal magasabb foki
polinom lehetséges egész gyokeinek (a feladott feladatok ilyenek lesznek)
megkeresésekor a konstans tag osztdival kell prébalkoznunk. Azaz a

—A3 4+ 2X%2 + X — 2 = 0 egyenlet esetében ezek a 1, +2. Példalul j6
leszaz 1 (A1 = 1 lesz az egyik sajatérték) és kiemelve a gyokot:

422 A -2=(A=1D(=X2+21+2)=0
A maradék masodfokinak mar a megoldé képlet segitségével
megkaphatjuk a gyokeit:

~-1+y1-4.2-(-1) -14+v9 -143
Az = —2 T2 T2

= X=-1A3=2

Matematika A2 miiszaki menedzser
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. CsmaGém |
Példa

Mult félévben tanultuk, hogy egy harmad, vagy annal magasabb foki
polinom lehetséges egész gyokeinek (a feladott feladatok ilyenek lesznek)
megkeresésekor a konstans tag osztdival kell prébalkoznunk. Azaz a

—A3 4+ 2X%2 + X — 2 = 0 egyenlet esetében ezek a 1, +2. Példalul j6
leszaz 1 (A1 = 1 lesz az egyik sajatérték) és kiemelve a gyokot:

422 A -2=(A=1D(=X2+21+2)=0
A maradék masodfokinak mar a megoldé képlet segitségével
megkaphatjuk a gyokeit:

~-1+y1-4.2-(-1) -14+v9 -143
Az = —2 T2 T2

= X=-1A3=2

Tehat az A matrix sajatértékei a -1, az 1 és a 2!

Matematika A2 miiszaki menedzser

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 18 / 24



-
Sajatvektorok

Ha mar megvan egy matrix sajatértéke, akkor hogyan hatarozzuk meg a
hozzajuk tartozd sajatvektorokat?
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-
Sajatvektorok

Ha mar megvan egy matrix sajatértéke, akkor hogyan hatarozzuk meg a
hozzajuk tartozé sajatvektorokat? Mit is tudunk akkor, ha példaul A az A
sajatértéke? Azt, hogy a A — AE matrix determinansa 0 és igy a

(A — AE )v = 0 homogén linedris egyenletrendszernek
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-
Sajatvektorok

Ha mar megvan egy matrix sajatértéke, akkor hogyan hatarozzuk meg a
hozzajuk tartozé sajatvektorokat? Mit is tudunk akkor, ha példaul A az A
sajatértéke? Azt, hogy a A — AE matrix determinansa 0 és igy a
(A—-)XE )v =0 homogen I|near|s egyenletrendszernek van nemtrivialis
megoldasa Tehat minden sajatértékhez meg kell oldanunk egy homogén
linedris egyenletrendszert, aminek tudjuk, hogy végtelen sok megoldasa
lesz (mivel az egyiitthatomatrix determinédnsa 0, ezért van nemtrivialis
megoldas is és akkor mar végtelen sok van).
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-
Sajatvektorok

Ha mar megvan egy matrix sajatértéke, akkor hogyan hatarozzuk meg a
hozzajuk tartozé sajatvektorokat? Mit is tudunk akkor, ha példaul A az A
sajatértéke? Azt, hogy a A — AE matrix determinansa 0 és igy a
(A—-)XE )v =0 homogen I|near|s egyenletrendszernek van nemtrivialis
megoldasa Tehat minden sajatértékhez meg kell oldanunk egy homogén
linedris egyenletrendszert, aminek tudjuk, hogy végtelen sok megoldasa
lesz (mivel az egyiitthatomatrix determinédnsa 0, ezért van nemtrivialis
megoldas is és akkor mar végtelen sok van).

Azt is érdemes végiggondolni, hogy ha v egy A\-hoz tartozd sajatvektor,
akkor tetszéleges tv (t # 0) vektor is sajatvektor lesz:

A(tv) = t(Av) = t(Av) = A(tv)

Igy akarmelyik sajatvektort taldljuk is meg, venniink kell a t-szeresét
(t € R\ {0}), hogy az 6sszes sajatvektort felirhassuk.

Matematika A2 miiszaki menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 19 / 24



|
Példa

1. Példa(folytatas) Keressitk meg az A matrix sajatvektorait!
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Példa

1. Példa(folytatas) Keressitk meg az A matrix sajatvektorait!

@ )1 =1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A;(= 1)-szeresét:
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. CsmaGém |
Példa

1. Példa(folytatas) Keressitk meg az A matrix sajatvektorait!

@ )1 =1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A;(= 1)-szeresét:

1 -1 1 100 0 -1 1
A-ME)=|1 1 -1|-1.]010|=|1 0 -1
2 -1 0 001 2 -1 -1

Matematika A2 miiszaki menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 20 / 24




. CsmaGém |
Példa

1. Példa(folytatas) Keressitk meg az A matrix sajatvektorait!

@ )1 =1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A;(= 1)-szeresét:

1 -1 1 100 0 -1 1
A-ME)=|1 1 -1|-1.]010|=|1 0 -1
2 -1 0 001 2 -1 -1

Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:

0 -1 10
1 0 -110
2 -1 -1|0
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@ )1 =1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A;(= 1)-szeresét:

1 -1 1 100 0 -1 1
A-ME)=|1 1 -1|-1.]010|=|1 0 -1
2 -1 0 001 2 -1 -1

Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:

0 -1 110
1 0 -—-1]0| %%
2 -1 —-1]0
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1. Példa(folytatas) Keressitk meg az A matrix sajatvektorait!

@ )1 =1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A;(= 1)-szeresét:

1 -1 1 100 0 -1 1
A-ME)=|1 1 -1|-1-|010|=]|1 0 -1
2 -1 0 001 2 -1 -1

Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:

0 -1 110 1 0 -1]0
1 0 —1lo0|®82 |0 -1 110
2 —1 —-110 2 —1 —110
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1 -1 1 100 0 -1 1
A-ME)=|1 1 -1|-1.]010|=|1 0 -1
2 -1 0 001 2 -1 -1

Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:

0 -1 1]0 1 0 -1]0
1 0 —1]0| 982 |0 -1 1 |0 | ==
2 -1 -110 2 -1 —1]0
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1. Példa(folytatas) Keressitk meg az A matrix sajatvektorait!

@ )1 =1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A;(= 1)-szeresét:

1 -1 1 100 0 -1 1
(A-ME)=|1 1 -1|-1-1010|=f1 0 -1
2 -1 0 0 01 2 -1 -1
Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:
0 -1 10 1 0 —-1/0 1 0 —-1/0
1 0 —1]0 %820 -1 1]0|®3% |0 -1 1|0
2 -1 —-110 2 -1 —-1]0 0 -1 110
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Példa

1. Példa(folytatas) Keressitk meg az A matrix sajatvektorait!

@ )1 =1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A;(= 1)-szeresét:

1 -1 1 100 0 -1 1
(A-ME)=|1 1 -1|-1-1010|=f1 0 -1
2 -1 0 0 01 2 -1 -1
Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:
0 -1 10 1 0 —-1/0 1 0 —-1/0
1 0 —1]0 %820 -1 1]0|®3% |0 -1 1|0
2 -1 —-110 2 -1 —-1]0 0 -1 110

Latszik, hogy az utols6 két sor ugyanaz (itt az Gsszefliggés), igy az
egyik elhagyhaté és a kovetkez6 egyenleteket kapjuk: x —z =0 és
—y 4+ 2z =0, amibdl x = z és y = z és z szabad valtozé.
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. CsmaGém |
Példa

Most valasztunk a szabad valtozénknak egy tetszéleges értéke. Ezt
tgy érdemes kitalalni, hogy a vektorunk "szép" legyen, pl z := 1.
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Most valasztunk a szabad valtozénknak egy tetszéleges értéke. Ezt
tgy érdemes kitalalni, hogy a vektorunk "szép" legyen, pl z := 1.
Ekkor sy sajatvektort Ggy adhatjuk meg, hogy:

1
s1=| 1| -t;, ahol , € R\ {0}
1

Matematika A2 miiszaki menedzser Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 21 /24



. CsmaGém |
Példa

Most valasztunk a szabad valtozénknak egy tetszéleges értéke. Ezt
tgy érdemes kitalalni, hogy a vektorunk "szép" legyen, pl z := 1.
Ekkor sy sajatvektort Ggy adhatjuk meg, hogy:

1
s1=| 1| -t;, ahol , € R\ {0}
1

Lathatjuk egyébként a kiinduldsi matrixbdl is, hogy ha a hdrom
oszlopot 6sszeadjuk ( az (1,1,1) vektorral valé szorzas ezt csinélja),
akkor megkapjuk a nullvektort.

Q h=-1
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Most valasztunk a szabad valtozénknak egy tetszéleges értéke. Ezt
tgy érdemes kitalalni, hogy a vektorunk "szép" legyen, pl z := 1.
Ekkor sy sajatvektort Ggy adhatjuk meg, hogy:

1
s1=| 1| -t;, ahol , € R\ {0}
1

Lathatjuk egyébként a kiinduldsi matrixbdl is, hogy ha a hdrom
oszlopot 6sszeadjuk ( az (1,1,1) vektorral valé szorzas ezt csinélja),
akkor megkapjuk a nullvektort.

@ )2 = —1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix \o(= —1)-szeresét:
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Most valasztunk a szabad valtozénknak egy tetszéleges értéke. Ezt
tgy érdemes kitalalni, hogy a vektorunk "szép" legyen, pl z := 1.
Ekkor sy sajatvektort Ggy adhatjuk meg, hogy:

1
s1=| 1| -t;, ahol , € R\ {0}
1

Lathatjuk egyébként a kiinduldsi matrixbdl is, hogy ha a hdrom
oszlopot 6sszeadjuk ( az (1,1,1) vektorral valé szorzas ezt csinélja),
akkor megkapjuk a nullvektort.

@ )2 = —1 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix \o(= —1)-szeresét:

1 -1 1 100 2 -1 1
A-ME)=|1 1 -1|+1-|010|=|1 2 -1
2 -1 0 00 1 2 -1 1
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Példa

Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:

1 2 -1

2 -1 1
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Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:
1 2 1| s-25
2 -1 1
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Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:

1 2 _1 527251 1 2 _1

2 -1 1 0 -5 3
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Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:

1 2 -1 52;251 1 2 -1 Sz/r(\;_S)

2 -1 1 0 -5 3
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Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:

[1 2 —1] 925 [1 2 —1] 52/(-5)

2 1 1 0 -5 3
12—11

3
01 -3
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Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:

1 2 “1]s2 |1 2 —1]sa/>

~

2 -1 1 0 -5 3
1 2 -1 51—,\‘252
01 -3
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Példa

Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora

ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:
ll 2 —1] =281 ll 2 —1] %/(-5)

2 -1 1 0 -5 3
12—1]51_252[10 :

3 ~ 3 )
01 -3 01 -3

Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor 2020 tavasz 22 /24
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Példa

Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:

1 2 -1]|s92q |1 2 —1] /(-5
2 -1 1 0 -5 3

12 -1 51_252[1 0o 1 ] )
3 ~ 3 |, tehat azt kaptuk, hogy
l 01 -3 1 01 -3
x—f—gz:Oésy—gz:O, azaz x = ——z és y = —z és z szabad

valtozé.
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Itt mar a kiindulasi matrixon lathaté, hogy az elsé és harmadik sora
ugyanaz. Elhagyva az elsé sort:

1 2 -1]|s92q |1 2 —1] /(-5
2 -1 1 0 -5 3

1 2 —1] s-29 [ 10 ] .
3 ~ 3 |, tehat azt kaptuk, hogy
lO 1 —51 01 -3

Ol =

5

x—f—gz:Oésy—gz:O, azaz x = ——z és y = —z és z szabad
valtozé.

Ahhoz, hogy szép legyen a sajatvektor, most valasszuk meg z értékét
5-nek, igy

-1

Sy = 3 - tp, ahol tp € R\ {0}
5

Matematika A2 miiszaki menedzser
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Példa

© )3 =2 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A3(= 2)-szorosat:
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© )3 =2 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A3(= 2)-szorosat:

1 -1 1 100 -1 -1 1
(A-XME))=|1 1 -1 |-2/1010/|= 1 -1 -1
2 -1 0 0 01 2 -1 =2
Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:
-1 -1 1
1 -1 -1
2 -1 =2
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© )3 =2 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A3(= 2)-szorosat:

1 -1 1 100 -1 -1 1
(A-XME))=|1 1 -1 |-2/1010/|= 1 -1 -1
2 -1 0 0 01 2 -1 -2
Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:
-1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 [%2% | -1 -1 1
2 -1 =2 2 -1 =2
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© )3 =2 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A3(= 2)-szorosat:

1 -1 1 100 -1 -1 1
(A-E)=|1 1 —-1]|-2-/0 1 0]= 1 -1 -1
2 -1 0 0 01 2 -1 =2
Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:
-1 -1 1 1 -1 -1
1 1 -1 s160s2 1 -1 1 S2+51£3—251
2 -1 -2 2 -1 =2
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© )3 =2 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A3(= 2)-szorosat:

1 -1 1 100 -1 -1 1
(A-E)=|1 1 —-1]|-2-/0 1 0]= 1 -1 -1
2 -1 0 0 01 2 -1 -2
Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:
-1 -1 1 1 -1 -1 ) 1 -1 -1
1 -1 —1 | %82 | -1 -1 1 | #7870 2 o0
2 -1 =2 2 -1 =2 0 1 O
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© )3 =2 Vonjuk ki A-bdl az egységmatrix A3(= 2)-szorosat:

1 -1 1 100 -1 -1 1
(A-E.))=]1 1 —-1]-2-1/0 1 0]= 1 -1 -1
- 2 -1 0 001 2 -1 -2
Keressiik meg a nemtrivialis megoldasokat:

-1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1
1 -1 -1 [ %R% | -1 -1 1 |28 g 2 0
2 -1 =2 2 -1 =2 0 1 O

Lathatd, hogy az utolsé két sor egymas szamszorosa és mindkett6bol
y = 0 kovetkezik. Az els6 egyenlet igy x —z =10, azaz x =z és z
szabad valtozé. A z =1 vélasztassal:
1
s3= | 0 | - t3, ahol t3 GR\{O}
1
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Hasznos tételek (bizonyitas nélkal)

Tétel

Ha az A € R"™*" matrix szimmetrikus, akkor valésak a sajitértékei.

A karakterisztikus egyenlet a valésak kozott csak elséfoklak és negativ
diszkriminansi masodfokiak szorzatara bomlik. A tétel azt allitja, hogy ha
a matrix szimmetrikus, akkor a karakterisztikus polinomnak nincsen
masodfok( a szorzat alakjiban, és n db (nem feltétlen kiilonb6zd) valds
gyoke lesz.
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Tétel

Ha az A € R"™*" matrix szimmetrikus, akkor valésak a sajitértékei.

A karakterisztikus egyenlet a valésak kozott csak elséfoklak és negativ
diszkriminansi masodfokiak szorzatara bomlik. A tétel azt allitja, hogy ha
a matrix szimmetrikus, akkor a karakterisztikus polinomnak nincsen
masodfok( a szorzat alakjiban, és n db (nem feltétlen kiilonb6zd) valds
gyoke lesz.

Tétel

Ha az A € R™" madtrix szimmetrikus, akkor van n darab paronként
merdleges sajatvektora.

Ezeknek komoly jelentGsége van, mert igy kapunk egy, a természetes
bazishoz hasonld, csak sajatvektorokbdl allé Gn. sajatbazist, ami felfoghaté
gy, mint a szokasos Descartes koordinata-rendszeriink egy "mozgatasa".
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