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Motivacid

1. példa Megkaphaté-e az (3,6, 8) vektor az (1,-1,2), (1,2,3) és
(5,4,12) vektorok valamilyen linearis kombinaciéjaként R3-ban?
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Motivacid

1. példa Megkaphaté-e az (3,6, 8) vektor az (1,-1,2), (1,2,3) és

(5,4, 12) vektorok valamilyen linearis kombinaciéjaként R3-ban?

A kérdés eldontéséhez meg kell vizsgdlnunk az aldbbi linedris kombinaciét:
(1,-1,2)x + (1,2,3)y + (5,4,12)z = (3,6,8)
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S CeimaGéa
Motivacid

1. példa Megkaphaté-e az (3,6, 8) vektor az (1,-1,2), (1,2,3) és

(5,4, 12) vektorok valamilyen linearis kombinaciéjaként R3-ban?

A kérdés eldontéséhez meg kell vizsgdlnunk az aldbbi linedris kombinaciét:
(1,-1,2)x 4+ (1,2,3)y + (5,4,12)z = (3,6, 8) vekotregyenletbdl
koordinatanként kapunk egy-egy egyenletet:

X+y+5z =

3
—Xx+2y+4z = 6
2x+3y+12z = 8
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Motivacid

1. példa Megkaphaté-e az (3,6, 8) vektor az (1,-1,2), (1,2,3) és

(5,4, 12) vektorok valamilyen linearis kombinaciéjaként R3-ban?

A kérdés eldontéséhez meg kell vizsgdlnunk az aldbbi linedris kombinaciét:
(1,-1,2)x 4+ (1,2,3)y + (5,4,12)z = (3,6, 8) vekotregyenletbdl
koordinatanként kapunk egy-egy egyenletet:

xX+y+5bz = 3
—Xx+2y+4z = 6
2x+3y+12z = 8

Készitsiink az x, y és z egyltthatdibdl egy tablazatot:

1 1 53
-1 2 416
2 3 128

A vonal el6tti részt az egyenletrendszer egylitthatd matrixanak nevezziik, a

vonal uténi részt pedig eredmény vektornak.
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Motivacid

1. példa Megkaphaté-e az (3,6, 8) vektor az (1,-1,2), (1,2,3) és

(5,4, 12) vektorok valamilyen linearis kombinaciéjaként R3-ban?

A kérdés eldontéséhez meg kell vizsgdlnunk az aldbbi linedris kombinaciét:
(1,-1,2)x 4+ (1,2,3)y + (5,4,12)z = (3,6, 8) vekotregyenletbdl
koordinatanként kapunk egy-egy egyenletet:

xX+y+5bz = 3
—Xx+2y+4z = 6
2x+3y+12z = 8

Készitsiink az x, y és z egyltthatdibdl egy tablazatot:

1 1 53
-1 2 416
2 3 128

A vonal el6tti részt az egyenletrendszer egylitthatd matrixanak nevezziik, a

vonal uténi részt pedig eredmény vektornak. Megoldas késobb.
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Matrix bevezetése

Legyen A valds szdmokbdl készitett tablazat, melynek n sora és m oszlopa
van. Az igy kapott objektumot n x m-es matrixnak nevezziik. Példaul

egy 3 X 4-es matrix.
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Matrix bevezetése

Legyen A valds szdmokbdl készitett tablazat, melynek n sora és m oszlopa
van. Az igy kapott objektumot n x m-es matrixnak nevezziik. Példaul

2 -1 1 1 a1 aw a3 di4
A= 1 2 -1 2 = dp1 do2 a3 aoa
-2 3 1 -1 a1 as a3 ay

egy 3 X 4-es matrix.

Az 6sszes n x m méretii (tipusd) matrixot R™™-el jeloljik. Az A matrix
i-edik soranak j-edik elemét (ahol 1 < i < nés 1< j < m) aj-vel jeloljik.
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Matrix bevezetése

Legyen A valds szdmokbdl készitett tablazat, melynek n sora és m oszlopa
van. Az igy kapott objektumot n x m-es matrixnak nevezziik. Példaul

2 -1 1 1 a1 aw a3 di4
A= 1 2 -1 2 = dp1 do2 a3 aoa
-2 3 1 -1 a1 as a3 ay

egy 3 X 4-es matrix.

Az 6sszes n x m méretii (tipusd) matrixot R™™-el jeloljik. Az A matrix
i-edik soranak j-edik elemét (ahol 1 < i < nés 1< j < m) aj-vel jeloljik.
Ha n = m, akkor a matrixot négyzetes matrixnak nevezziik.
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Matrix bevezetése

Legyen A valds szdmokbdl készitett tablazat, melynek n sora és m oszlopa
van. Az igy kapott objektumot n x m-es matrixnak nevezziik. Példaul

2 -1 1 1 a1 aw a3 di4
A= 1 2 -1 2 = dp1 do2 a3 aoa
-2 3 1 -1 a1 as a3 ay

egy 3 X 4-es matrix.

Az 6sszes n x m méretii (tipusd) matrixot R™™-el jeloljik. Az A matrix
i-edik soranak j-edik elemét (ahol 1 < i < nés 1< j < m) aj-vel jeloljik.
Ha n = m, akkor a matrixot négyzetes matrixnak nevezziik.

Az A matrix f6atldja: (a11, a22, - - ., akk), ahol k = min(n, m) pl.: (2,2,1)
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S CeimaGéa
Matrix bevezetése

Legyen A valds szdmokbdl készitett tablazat, melynek n sora és m oszlopa
van. Az igy kapott objektumot n x m-es matrixnak nevezziik. Példaul

2 -1 1 1 a1 aw a3 di4
A= 1 2 -1 2 = dp1 do2 a3 aoa
-2 3 1 -1 a1 as a3 ay

egy 3 X 4-es matrix.

Az 6sszes n x m méretii (tipusd) matrixot R™™-el jeloljik. Az A matrix
i-edik soranak j-edik elemét (ahol 1 < i < nés 1< j < m) aj-vel jeloljik.
Ha n = m, akkor a matrixot négyzetes matrixnak nevezziik.

Az A matrix f6atldja: (a11, a22, - - ., akk), ahol k = min(n, m) pl.: (2,2,1)
Az A matrix mellékatléja: (aim, a (m-1),---) Pl (1,—1,3)
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Matrix bevezetése

Legyen A valds szdmokbdl készitett tablazat, melynek n sora és m oszlopa
van. Az igy kapott objektumot n x m-es matrixnak nevezziik. Példaul

2 -1 1 1 21 ; _32

A= 1 2 -1 2 | =AT =
-2 3 1 -1 -1 1
1 2 -1

egy 4 x 3-as matrix.

Az ésszes n x m méretli (tipust) matrixot R"*M-el jel6ljik. Az A matrix
i-edik soranak j-edik elemét (ahol 1 < i < nés1l < j < m) aj-vel jeloljik.
Ha n = m, akkor a matrixot négyzetes matrixnak nevezziik.

Az A matrix f6atldja: (a11, @22, ..., akk), ahol k = min(n, m) pl.: (2,2,1)
Az A matrix mellékatléja: (aim, a (m-1),---) pl.: (1,—1,3)

Az A matrix transzponaltja B, ha B € R™*", és bjj = ajj. Jelolés: B = AT
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Matrix bevezetése

Legyen A valds szdmokbdl készitett tablazat, melynek n sora és m oszlopa
van. Az igy kapott objektumot n x m-es matrixnak nevezziik. Példaul

2 -1 1 1 21 ; _32

A= 1 2 -1 2 | =AT =
-2 3 1 -1 -1 1
1 2 -1

egy 4 x 3-as matrix.

Az ésszes n x m méretli (tipust) matrixot R"*M-el jel6ljik. Az A matrix
i-edik soranak j-edik elemét (ahol 1 < i < nés1l < j < m) aj-vel jeloljik.
Ha n = m, akkor a matrixot négyzetes matrixnak nevezziik.

Az A matrix f6atldja: (a11, @22, ..., akk), ahol k = min(n, m) pl.: (2,2,1)
Az A matrix mellékatléja: (aim, a (m-1),---) pl.: (1,—1,3)

Az A matrix transzponaltja B, ha B € R™*", és bjj = ajj. Jelolés: B = AT
A definiciébdl latszik, hogy (A7) = A.
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- CimGém |
Matrixok Osszeadasa, kivonasa

Osszeadas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat

A, B € R™™Ml Az dsszeadas elemenként torténik, azaz A+ B € R"™™ és
(A+ B)jj = ajj + bjj.
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Matrixok Osszeadasa, kivonasa

Osszeadas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat

A, B € R™™Ml Az dsszeadas elemenként torténik, azaz A+ B € R"™™ és
(A + B),’j = ajj + b,J Példa:

1 0 2 0 1 1 11 3
A‘[—132]’5_l2 1 1]$A+B_l123]
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Matrixok Osszeadasa, kivonasa

Osszeadas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat

A, B € R™™Ml Az dsszeadas elemenként torténik, azaz A+ B € R"™™ és
(A + B),’j = ajj + b,J Példa:

1 0 2 0 1 1 11 3
A‘[—132]’5_l2 1 1]$A+B_l123]

Tulajdonsagok: zart, kommutativ, asszociativ, van nullmatrix (a; = 0)
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Matrixok Osszeadasa, kivonasa

Osszeadas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat
A, B € R™™Ml Az dsszeadas elemenként torténik, azaz A+ B € R"™™ és
(A + B),’j = ajj + b,J Példa:

1 0 2 0 1 1 11 3
A‘[—132]’5_l2 1 1]$A+B_l123]

Tulajdonsagok: zart, kommutativ, asszociativ, van nullmatrix (a; = 0)
Kivonas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat

A, B € R™™Ml A kivonas elemenként torténik, azaz A — B € R"™™ és
(A= B)j = aj — bjj.
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Matrixok Osszeadasa, kivonasa

Osszeadas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat
A, B € R™™Ml Az dsszeadas elemenként torténik, azaz A+ B € R"™™ és
(A + B),’j = ajj + b,J Példa:

1 0 2 0 1 1 1 1 3
A_l—l 3 2]’5_[2 -1 1]$A+B_l1 2 3]
Tulajdonsagok: zart, kommutativ, asszociativ, van nullmatrix (a; = 0)
Kivonas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat

A, B € R™™Ml A kivonas elemenként torténik, azaz A — B € R"™™ és
(A — B)U = a,-j — b,J Példa:

1 0 2 0 1 1 1 -1 1
A_[—l 3 2]’3_l2 1 11:/\_8_[—3 4 11
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Matrixok Osszeadasa, kivonasa

Osszeadas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat
A, B € R™™Ml Az dsszeadas elemenként torténik, azaz A+ B € R"™™ és
(A + B),’j = ajj + b,J Példa:

1 0 2 0 1 1 1 1 3
A_l—l 3 2]’5_[2 -1 1]$A+B_l1 2 3]
Tulajdonsagok: zart, kommutativ, asszociativ, van nullmatrix (a; = 0)
Kivonas: Csak azonos tipusti A és B matrixra értelmezziik, tehat

A, B € R™™Ml A kivonas elemenként torténik, azaz A — B € R"™™ és
(A — B)U = a,-j — b,J Példa:

1 0 2 0 1 1 1 -11
A‘l—1321’3_[2 -1 11:/\_8_[—3 4 11
Tulajdonsagok: zart, antikommutativ, van ellentett matrix (=A); = —aj
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Matrixok szorzasa

Matrix szorzasa valos szammal: Legyen A € R és \ € R, ekkor
(AA)jj := Aajj, azaz a matrix minden elemét szorozzuk A-val.
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Matrixok szorzasa

Matrix szorzasa valos szammal: Legyen A € R és \ € R, ekkor
(AA)jj := Aajj, azaz a matrix minden elemét szorozzuk A-val.
Tulajdonsagok: zart, kommutativ, asszociativ, egységelemes, disztributiv
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Matrixok szorzasa

Matrix szorzasa valos szammal: Legyen A € R és \ € R, ekkor
(AA)jj := Aajj, azaz a matrix minden elemét szorozzuk A-val.
Tulajdonsagok: zart, kommutativ, asszociativ, egységelemes, disztributiv

Tétel
Az R™™M halmaz az imént definidlt 6sszeaddssal és szammal valé
szorzassal vektorteret alkot.
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Matrixok szorzasa

Matrix szorzasa valos szammal: Legyen A € R és \ € R, ekkor
(AA)jj := Aajj, azaz a matrix minden elemét szorozzuk A-val.
Tulajdonsagok: zart, kommutativ, asszociativ, egységelemes, disztributiv

Tétel

Az R™™M halmaz az imént definidlt 6sszeaddssal és szammal valé
szorzassal vektorteret alkot.

Matrixok kozotti szorzas: Legyen A € R"™™M és B € R™*/ ekkor
m

értelmezheté az A - B szorzés, ahol AB € R"*/ és (AB)jj = Z ajic byj
k=1
Tehat az eldl 1évé matrixnak ugyanannyi oszlopa van, mint a hatdl [évének

sora. A szorzat méas esetben nem hajthaté végre! Az eredménynek
ugyanannyi sora van, mint az eldl 1évé matrixnak és ugyanannyi oszlopa,
mint a hatul [évonek.
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Matrixszorzas
b1 b2
b1 b2
bml bm2
[ @11 a2 ... aim | [ abix abio
a1 a» ... am abi1  abio
a1 a2 ... dm 35;1 81.?:'2
L dnl dp2 ... dnm i L at;n]_ ab-,,g
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Matrixszorzas
b11 b12 . blj . b1/
b1 byp ... by ... by
bmi bm2 ... bmj ... bm
i a1l a1 ... alm i i ab11 ab12 . ablj . abll i
dp1 a2 ... am ab11 ab12 . ablj e abl/
H ajp ... aim ab,-1 ab,'2 e ab,-j e ab,-,
| ant @2 ... amm | | abp1 abmx ... abp ... abpy |

m
abj = Y aybi; = ajbij + ajzbyj + - - - + aimbm,
k=1
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Matrixszorzas
b11 b12 . blj . b1/
b1 byp ... by ... by
bmi bm2 ... bmj ... bm
i a1l a1 ... alm i [ ab11 ab12 . ablj e abll i
dp1 a2 ... am ab11 ab12 . ablj e abl/
EH ajp ... aim ab,-1 ab,'2 ce ab,-j e ab,-,
| ant @2 ... amm | | abp1 abmx ... abp ... abpy |

m
abj = Y aubi; = ajbij + ajzbyj + - - - + aimbm,
k=1
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Matrixszorzas
b11 b12 . blj . b1/
bo1 by ... | by |... by
bmi bm2 .. | bmj| ... bm
i a1l a1 ... alm i [ ab11 ab12 . ablj e abll i
dp1 a2 ... am ab11 ab12 . ablj e abl/
EH ajp ... aim ab,-1 ab,'2 ce ab,-j e ab,-,
| ant @2 ... amm | | abp1 abmx ... abp ... abpy |

m
abj = Y aubi; = ajbij + ajzbyj + - - - + aimbm,
k=1
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 2 -1 , B
A_[O 1 3]esB— -1 2 -1

Matematika A2x Matrixok 2020 8sz 7 /18



. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
1 2 -1 , B
A_[O 1 3 ]esB— -1 2 -1

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

1 0 2
-1 2 -1
3 0 2
-1
3
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
1 2 -1 , B
A_[O 1 3 ]esB— -1 2 -1

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

110 2
-1 2 -1
30 2
-1
3
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
1 2 -1 , B
A_[O 1 3 ]esB— -1 2 -1

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

110 2
-1 2 -1
30 2
-1 -4 ..
3 cee
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
1 2 -1 , B
A_[O 1 3 ]esB— -1 2 -1

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

170 2
—-1/2|-1
3102
-1 -4 | ..
3 cee
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

170 2
—-1/2|-1
3102
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

1 02
-1 2 -1
3 012
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

1 02
-1 2 -1
3 012
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

110 2
-1 2 -1
30 2
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

110 2
-1 2 -1
30 2
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

170 2
—-1/2|-1
3102
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

170 2
—-1/2|-1
3102

w |
—
| I —
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o |
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

1 02
-1 2 -1
3 012

w |
—
| I —
L —
o |
N
N D
|
)
| I
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

1 02
-1 2 -1
3 012
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. CsmaGém |
Példa

Adjuk meg az AB szorzatot, ahol

1 0 2
A:“ i _;]ésB: -1 2 -1
3 0 2

Az AB szorzas elvégezhetd, mert az A méatrixnak 3 oszlopa, mig a B
matrixnak 3 sora van, az eredményiinknek pedig 2 sora és 3 oszlopa lesz:

1 0 2
-1 2 -1
3 0 2
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-
Tulajdonsagok

O A szorzas sorrendje nem felcserélhetd, az eredmény nem is biztos,
hogy létezik.
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-
Tulajdonsagok

O A szorzas sorrendje nem felcserélhetd, az eredmény nem is biztos,
hogy létezik.

© Négyzetes matrixok kozott sem cserélhetd fel a sorrend:

. |11 1 0| (00O
EIIenpeIda.[OO]-l_1 0]—[0 0]
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-
Tulajdonsagok

O A szorzas sorrendje nem felcserélhetd, az eredmény nem is biztos,
hogy létezik.

© Négyzetes matrixok kozott sem cserélhetd fel a sorrend:
. |11 1 0| (00O
Ellenpélda: [ 0 0 ] . l 10 ] = l 0 0 ]

© Nem nullosztémentes, azaz A- B = 0 eset (gy is el6fordulhat, hogy
A, B egyik sem nullmatrix (pl.: el8bbi példa).
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-
Tulajdonsagok

O A szorzas sorrendje nem felcserélhetd, az eredmény nem is biztos,
hogy létezik.

© Négyzetes matrixok kozott sem cserélhetd fel a sorrend:
. |11 1 0| |00
Ellenpélda: [ 0 0 ] . l 10 ] = l 0 0 ]

© Nem nullosztémentes, azaz A- B = 0 eset (gy is el6fordulhat, hogy
A, B egyik sem nullmatrix (pl.: el8bbi példa).
Q A(z azonos méretii) négyzetes matrixok kdzott a szorzasnak van
egységeleme, melyet Ep-el, vagy I,-el jeloliink és
(En)j = 05 = {1 N3 T=J 7az a féaticban 163 elemek mindegyike
0 hai#j
1, azon kiviil pedig 0 (6;;-t szokas Kronecker-szimbélumnak nevezni).
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-
Tulajdonsagok

Tétel
Az A € R™™ matrixra AE,, = A és E,A = A.
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-
Tulajdonsagok

Tétel
Az A € R™™ matrixra AE,, = A és E,A = A.

Tétel (Asszociativitas)

Ha az (AB)C szorzds végrehajthaté, akkor az A(BC) szorzas is és
(AB)C = A(BC).
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-
Tulajdonsagok

Tétel
Az A € R™™ matrixra AE,, = A és E,A = A.

Tétel (Asszociativitas)

Ha az (AB)C szorzds végrehajthaté, akkor az A(BC) szorzas is és
(AB)C = A(BC).

Tétel (Disztributivitas)

Ha az A, B, C matrixokra az (A + B)C miivelet végrehajthatd, akkor az
AC + BC is végrehajthaté és(A+ B)C = AC + BC.

Hasonléan, ha az A, B, C matrixokra az A(B + C) miivelet végrehajthatd,
akkor az AB + AC is végrehajthaté és A(B + C) = AB + AC.
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Kapcsolat a kordbbiakban tanultakkal

@ Minden vektor kétféleképpen is értelmezhetd, mint matrix. Ha
v € R", akkor gondolhatjuk v-t 1 X n-es és n x 1-es matrixnak is.
El6bbi esetben v-re azt mondjuk, hogy sorvektor, mig utdbbi esetben

azt, hogy oszlopvektor.
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Kapcsolat a kordbbiakban tanultakkal

@ Minden vektor kétféleképpen is értelmezhetd, mint matrix. Ha
v € R", akkor gondolhatjuk v-t 1 X n-es és n x 1-es matrixnak is.
El6bbi esetben v-re azt mondjuk, hogy sorvektor, mig utdbbi esetben
azt, hogy oszlopvektor.

o Az A € R™™ matrix soraibdl és oszlopaibdl is képezhetiink
vektorokat. Minden a; (1 < i < n) sorvektor R™-beli és minden a/
(1 < j < m) oszlopvektor R"-beli.
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Kapcsolat a kordbbiakban tanultakkal

@ Minden vektor kétféleképpen is értelmezhetd, mint matrix. Ha
v € R", akkor gondolhatjuk v-t 1 X n-es és n x 1-es matrixnak is.
El6bbi esetben v-re azt mondjuk, hogy sorvektor, mig utdbbi esetben
azt, hogy oszlopvektor.

o Az A € R™™ matrix soraibdl és oszlopaibdl is képezhetiink
vektorokat. Minden a; (1 < i < n) sorvektor R™-beli és minden a/
(1 < j < m) oszlopvektor R"-beli.

o Laithat6 az is, hogy A € R™™ és B € R™*/ esetén AB € R"*! és
(AB)j = (ai,b/)
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|
Kapcsolat a kordbbiakban tanultakkal

@ Minden vektor kétféleképpen is értelmezhetd, mint matrix. Ha
v € R", akkor gondolhatjuk v-t 1 X n-es és n x 1-es matrixnak is.
El6bbi esetben v-re azt mondjuk, hogy sorvektor, mig utdbbi esetben
azt, hogy oszlopvektor.

o Az A € R™™ matrix soraibdl és oszlopaibdl is képezhetiink
vektorokat. Minden a; (1 < i < n) sorvektor R™-beli és minden a/
(1 < j < m) oszlopvektor R"-beli.

o Laithat6 az is, hogy A € R™™ és B € R™*/ esetén AB € R"*! és
(AB)j = (ai,b/)

o Az egységmatrixban a természetes bazis vekotrai szerepelnek
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Matrix inverze

Tekintsiik az Ax = b egyenletet, ahol A € R"*" és x,b € R". Ha talalnank
egy olyan B € R™" matrixot, amelyre BA = E,,, akkor az egésze
egyenletet balrél megszorzva B-vel, adédik, hogy BAx = E,x = x = Bb.
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Matrix inverze

Tekintsiik az Ax = b egyenletet, ahol A € R"*" és x,b € R". Ha talalnank
egy olyan B € R™" matrixot, amelyre BA = E,,, akkor az egésze
egyenletet balrél megszorzva B-vel, adédik, hogy BAx = E,x = x = Bb.
Ha ismernénk B-t, akkor az egyenletet egy szorzassal meg tudnank oldani.
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Matrix inverze

Tekintsiik az Ax = b egyenletet, ahol A € R"*" és x,b € R". Ha talalnank
egy olyan B € R™" matrixot, amelyre BA = E,,, akkor az egésze
egyenletet balrél megszorzva B-vel, adédik, hogy BAx = E,x = x = Bb.
Ha ismernénk B-t, akkor az egyenletet egy szorzassal meg tudnank oldani.
Definicié

Az A € R™" mdtrix balinverze A;l € R"™" ha AglA = (5
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Matrix inverze

Tekintsiik az Ax = b egyenletet, ahol A € R"*" és x,b € R". Ha talalnank
egy olyan B € R™" matrixot, amelyre BA = E,,, akkor az egésze
egyenletet balrél megszorzva B-vel, adédik, hogy BAx = E,x = x = Bb.
Ha ismernénk B-t, akkor az egyenletet egy szorzassal meg tudnank oldani.

Definicié
Az A € R™" mdtrix balinverze A;l € R"™" ha AglA = (5
Az A € R™" matrix jobbinverze Aj_1 € R™" ha AAJ-_1 = [
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Matrix inverze

7

Tekintsiik az Ax = b egyenletet, ahol A € R"*" és x,b € R". Ha talalnank
egy olyan B € R™" matrixot, amelyre BA = E,,, akkor az egésze
egyenletet balrél megszorzva B-vel, adédik, hogy BAx = E,x = x = Bb.
Ha ismernénk B-t, akkor az egyenletet egy szorzassal meg tudnank oldani.
Definicié

Az A € R™" mdtrix balinverze A;l € R"™" ha AglA = (5

Az A € R™" matrix jobbinverze Aj_1 € R™" ha AAJ-_1 = [

Tétel

Barmely A € R™" matrixra A;l = Ajfl, azaz az inverz egyértelmii.
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Matrix inverze

7

Tekintsiik az Ax = b egyenletet, ahol A € R"*" és x,b € R". Ha talalnank
egy olyan B € R™" matrixot, amelyre BA = E,,, akkor az egésze
egyenletet balrél megszorzva B-vel, adédik, hogy BAx = E,x = x = Bb.
Ha ismernénk B-t, akkor az egyenletet egy szorzassal meg tudnank oldani.
Definicié

Az A € R™" mdtrix balinverze A;l € R"™" ha AglA = (5

Az A € R™" matrix jobbinverze Aj_1 € R™" ha AAJ-_1 = [

Tétel

Barmely A € R™" matrixra A;l = Ajfl, azaz az inverz egyértelmii.

Biz: AJTAATT = AN(AATY) = ATE, = ALY, de
—142-1 -1 -1 -1 -1 4 oa—1 -1
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Inverz megkeresése

1 -1 =2
1. példa Keressitk meg az A = 0o 2 3 matrix inverzét.
-6 -1 2
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Inverz megkeresése

1 -1 =2
1. példa Keressitk meg az A = 0o 2 3 matrix inverzét.
-6 -1 2
X1 X2 X3
Legyen A1 = | y1 y» y3 | matrix és végezziik el az AA™! szorzast és
71 2 Z3

tegylik egyenlévé az egységmatrixszal:

1 -1 -2 X1 Xp X3 1 00
0 2 3 | |yv yy|=|010
-6 -1 2 zZ1 2o Z3 0 01
Ez alapjan van 9 db egyenletiink és 9 ismeretleniink, amit 3 db 3-as
csoportba tudunk osztani azonos egylitthatématrixszal:
xx—y1—2z = 1 xx—y2—2z = 0 x3—y3—2z3 = 0
21y +3zz = 0 2yo+3z = 1 2y3+3z3 = 0
—6x1—y1+2zz = 0 —6xo—yp+2z2 = 0 —b6x3—y3+2z3 = 1
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-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 2|1 1 -1 -210 1 -1 =210

0 2 310 0 2 311 0 2 310

-6 -1 210 -6 -1 2|0 -6 -1 2|1
Eszrevétel:

Matematika A2x
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-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 =271 1 -1 -2|0 1 -1 =210
0 2 310 0 2 31 0 2 310
-6 -1 2|0 -6 -1 210 -6 -1 2|1

Eszrevétel: A Gauss-Jordan eliminciét csak az egyiitthatématrix alapjan
végezziik, csak az eljaras végén érdekes, mi van a | utan. Ezért akar
végezhetjik egyszerre is, ez a szimultan egyenletrendszer megoldas:

1 -1 =21 0 0

0 2 3|010

-6 -1 2|0 0 1
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-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 =271 1 -1 -2|0 1 -1 =210
0 2 310 0 2 31 0 2 310
-6 -1 2|0 -6 -1 210 -6 -1 2|1

Eszrevétel: A Gauss-Jordan eliminciét csak az egyiitthatématrix alapjan
végezziik, csak az eljaras végén érdekes, mi van a | utan. Ezért akar
végezhetjik egyszerre is, ez a szimultan egyenletrendszer megoldas:

1 -1 2|1 0 0| s3+6s

0 2 3|010 ~

-6 -1 2|0 0 1
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-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 =271 1 -1 -2|0 1 -1 =210
0 2 310 0 2 31 0 2 310
-6 -1 2|0 -6 -1 210 -6 -1 2|1

Eszrevétel: A Gauss-Jordan eliminciét csak az egyiitthatématrix alapjan
végezziik, csak az eljaras végén érdekes, mi van a | utan. Ezért akar
végezhetjik egyszerre is, ez a szimultan egyenletrendszer megoldas:

1 -1 2|1 0 0| s3+6s 1 -1 -2|1 00

0 2 3|010 ~ 0 2 3 1010

-6 -1 2|0 0 1 0 -7 —-10(6 0 1

Matematika A2x Matrixok 2020 8sz 13 /18



-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 =271 1 -1 -2|0 1 -1 =210
0 2 310 0 2 31 0 2 310
-6 -1 2|0 -6 -1 210 -6 -1 2|1

Eszrevétel: A Gauss-Jordan eliminciét csak az egyiitthatématrix alapjan
végezziik, csak az eljaras végén érdekes, mi van a | utan. Ezért akar
végezhetjik egyszerre is, ez a szimultan egyenletrendszer megoldas:
1 -1 2|1 0 0| s3+6s 1 -1 -2 |1 0 0| s3+4s
0 2 3|010 ~ 0 2 3 1010 ~
-6 -1 2|0 0 1 0 -7 —-10(6 0 1
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-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 =271 1 -1 -2|0 1 -1 =210
0 2 310 0 2 31 0 2 310
-6 -1 2|0 -6 -1 210 -6 -1 2|1

Eszrevétel: A Gauss-Jordan eliminciét csak az egyiitthatématrix alapjan
végezziik, csak az eljaras végén érdekes, mi van a | utan. Ezért akar
végezhetjik egyszerre is, ez a szimultan egyenletrendszer megoldas:

1 -1 -2]1 0 0] 5465 [1 =1 —21]1 0 0] s3+4s;
0 2 3/010 ~ 0 2 3 (010 ~
-6 -1 2 (0 0 1 0 -7 —10(6 0 1

1 -1 —2]1 0 0
0 2 3|010
0 1 216 41
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-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 =271 1 -1 -2|0 1 -1 =210
0 2 310 0 2 31 0 2 310
-6 -1 2|0 -6 -1 210 -6 -1 2|1

Eszrevétel: A Gauss-Jordan eliminciét csak az egyiitthatématrix alapjan
végezziik, csak az eljaras végén érdekes, mi van a | utan. Ezért akar
végezhetjik egyszerre is, ez a szimultan egyenletrendszer megoldas:

1 -1 —2|1 0 0] s346s1 [1 =1 —2|1 0 0] s3+4s
0 2 3/010 ~ 0 2 3 1]010 ~
-6 -1 2|00 1 0 -7 —10(6 0 1

(1 -1 —2]1 0 0] si+s3
0 2 3010 ~
0 1 2|6 4 1| s—2s3
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-
Példa — folytatas

Az el6z6 egyenletekbdl a kovetkezé matrixos alakokat irhatjuk fel:

1 -1 =271 1 -1 -2|0 1 -1 =210
0 2 310 0 2 31 0 2 310
-6 -1 2|0 -6 -1 210 -6 -1 2|1

Eszrevétel: A Gauss-Jordan eliminciét csak az egyiitthatématrix alapjan
végezziik, csak az eljaras végén érdekes, mi van a | utan. Ezért akar
végezhetjik egyszerre is, ez a szimultan egyenletrendszer megoldas:

1 -1 -2]1 0 0] 5465 [1 =1 —21]1 0 0] s3+4s;
0 2 3/010 ~ 0 2 3 (010 ~
-6 -1 2 (0 0 1 0 -7 —10(6 0 1

(1 -1 —2]1 00| ssi4ss [1 0 0| 7 4 1
0 2 3|010 ~ 00 —-1[-12 -7 -2
01 21/6 41| -2 |01 2|6 4 1
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-
Példa — folytatas

10 O 7 4 1
00 —-1|-12 -7 =2
01 2 6 4 1
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-
Példa — folytatas

10 0] 7 4 17 (1)
00 —-1|-12 -7 =2 ~
01 2 6 4 1 Sy <> S3
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-
Példa — folytatas

10 O 7 4 1 s2 - (1) 10017 41
00 —-1|-12 -7 =2 ~ 01 2|6 41
01 2 6 4 1 Sy <+ 83 0 0 1|12 7 2
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-
Példa — folytatas

10 0|7 4 1] s (-1)[100]7 4 1] s—2s5
00 —1|-12 -7 -2 ~ 0126 41 ~
01 26 4 1 | s |00 1]127 2
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-
Példa — folytatas

0 7 4 1 SO (—1) 1 0 0|7 41 So — 253
-1|-12 -7 -2 ~ 01 2|6 41 ~
2 6 4 1 Sy <+ 83 0 0 1|12 7 2

0| 7 4 1
0|-18 —-10 -3
1] 12 7 2

1
OO +Hr OOH
O, O = OO
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Példa — folytatas

(10 0| 7 4 1] s-(-1)[100]7 4 1] s—2s
00 —1|-12 -7 =2 ~ 0126 41 ~
01 2|6 4 1 | ss¢s3 |00 1[12 7 2

(1 00| 7 4 1 7 4 1
010|-18 -10 3| =>A1=|-18 —10 -3
00112 7 2 12 7 2
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-
Példa — folytatas

10 0 7 4 1 s2:(=1) |1 0 0|7 4 1| s—2s3
00 —-1|-12 -7 =2 ~ 01 2|6 41 ~
01 2 6 4 1 SH > 53 00 1|12 7 2
(1 00| 7 4 1 74 1
010/-18 -10 3| =>A'!1=|-18 —-10 -3
0 0 1] 12 7 2 12 7 2
2. példa Oldjuk meg az inverz segitségével az alabbi egyenletrendszert:
xX—y—2z = 6
2y +3z = 2
—bx—y+2z =1
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-
Példa — folytatas

10 0|7 4 1] s(-1)[100]7 4 1] s-2s
00 -1[-12 -7 =2 ~ 0126 41 ~
01 2] 6 4 1 s<rs3 |00 1|12 7 2

1 0 0] 7 4 1 7 4 1

010[-18 -10 3| =A1=|-18 -10 -3

00112 7 2 2 7 2

2. példa Oldjuk meg az inverz segitségével az alabbi egyenletrendszert:
xX—y—2z = 6
2y +3z = 2
—bx—y+2z =1
A fenti egyenletrendszer egliytthatématrixa éppen az elsé példabeli A
matrix, aminek az inverze A1, és eredményvektora b = (6,2,1). Tehat:

7 4 1 6
x=Allb=| -18 —-10 -3 | -|2 | =
2 7 2 1
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-
Példa — folytatas

10 0|7 4 1] s(-1)[100]7 4 1] s-2s
00 -1[-12 -7 =2 ~ 0126 41 ~
01 2] 6 4 1 s<rs3 |00 1|12 7 2

1 0 0] 7 4 1 7 4 1

010[-18 -10 3| =A1=|-18 -10 -3

00112 7 2 2 7 2

2. példa Oldjuk meg az inverz segitségével az alabbi egyenletrendszert:
xX—y—2z = 6
2y +3z = 2
—bx—y+2z =1
A fenti egyenletrendszer egliytthatématrixa éppen az elsé példabeli A
matrix, aminek az inverze A1, és eredményvektora b = (6,2,1). Tehat:

7 4 1 6 51
x=Allb=| -18 -10 -3 | -|2]| =] —-131
2 7 2 1 88
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|
Példa

3. példa Adjuk meg a B = matrix inverzét.

-1
1

O W N
I =
w

o= O O
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Példa

1 -1 0 1
, . 12 1 0 2 e ,

3. példa Adjuk meg a B = 3 .3 1 1 matrix inverzét.
0 0 0 1

1 -1 0 1|1 0 0 O

2 1 0 21/0100

3 -3 1 —-1/0 010

0O 0 0 110 0 01
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Példa

3. példa Adjuk meg a B =
1 -1 0 1|1 00
2 1 0 2|010
3 -3 1 -1{0 01
0 0 0 1000

Matematika A2x

O W N

= O O O

matrix inverzét.

—_
o= OO
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Példa

1 -1 0 1
, . |2 1 0 2 ,
3. példa Adjuk meg a B = 3 .3 1 1 matrix inverzét.

0 0 0 1
1 10 1]/1t000] [l -10 1|1 000
2 1 0 2]/0100/(? “* 0o 3 0 0]|-2100
3 31 -1{0010| ", |0 0 1 —4/-3010
0 0 0 1]/000 1|2 10 0 0 1/0 001
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Példa

3. példa Adjuk meg a B =

1 -1 0 1|1 00
2 1 0 2]010
3 -3 1 -1]0 01
0 0 0 1/00O0
51 — S4
S3 + 454
52/3

Matematika A2x

O W N =

= O O O

—_
o= OO

Matrixok

O O O

matrix inverzét.

O O W

1
0

—4
1

1 0
-2 1
-3 0
0 O

2020 8sz
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Példa

3. példa Adjuk meg a B =

O W iN =
o= O O
OO O =
o O = O
o = O O

51 — S4
S3 + 454

O O O
O = OO
= O O O

52/3

Matematika A2x

O W N =

= O O O

O Owr O

-1 0 1

1 0 2 o .

31 -1 matrix inverzet.

0 0 1

o 25| L "1 0O 1|1 000
0 3 0 0,-2100

535351 0 0 1 —4/-3010
0 0 0 1,0 O0O0T1

0 -1

0 0

1 4

0 1
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Példa

1 -1 0 1
, . |2 1 0 2 ,
3. példa Adjuk meg a B = 3 .3 1 1 matrix inverzét.

0 0 0 1
1 10 1]/1t000] [l -10 1|1 000
210201002N10300—2100
3 31 -1{0010| ", |0 0 1 —4/-3010
0 0 0 1]/000 1|2 10 0 0 1/0 001
ss—ss[1 -1 001 00 —1
ss+4s,| 0 1 00[-2 10 0 |s1+5
~ 0 0 10/-3 01 4 ~
£/3 |0 0 010 00 1
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Példa

3. példa Adjuk meg a B =
1 -1 0 1|1 00
2 1 0 2|0 10
3 -3 1 —-1{0 0 1
0O 0 0 110 0O

51 — S4 1 -1 0 0 1

ss+4s,| 0 1 0 0|—3
~ 0O 0 1 0f-3
s2/3 0O 0 0 1|0

Matematika A2x

O W N =

= O O O

O Owr O

-1 0 1

1 0 2 o .

31 -1 matrix inverzet.

0 0 1

o 25 |1 10 1][1 000
0 3 0 0,-2100

535351 0 0 1 —4/-3010
0 0 0 1,0 O0O0T1

0 -1 %2 % 0 -1

0 O S1+ 5 E, -3 3 0 O

1 4 ~ -3 01 4

0 1 0 0 0 1
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Rangfogalmak

Emlék: Vektorok linerais fliggetlenségének ellen6rzését homogén lineéris

egyenletrendszerrel végezitk. Ha volt szabad valtozd, akkor fliggbek, ha
nem volt, akkor fliggetlenek.
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Rangfogalmak

Emlék: Vektorok linerais fliggetlenségének ellen6rzését homogén lineéris
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Tétel
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Kovetkezmény: r(A) = r(AT) és r(A) < min(m, n)
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Egyenletrendszer matrixrangos vizsgalata

Eszrevétel: Az elemi sormiveletek és oszlopmiiveletek nem valtoztatjak
meg a matrix rangjat!
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@ elemi sor-és oszlopmiiveletek utdn a matrixban taladlhaté nem 0
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Az utébbi azt jelenti, hogy minden sorban és oszlopban legfeljebb 1 darab
nem nulla szdm (tipikusan 1-es) all.

Tétel (Kronecker-Capelli)
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Példa
2 3 1 5
4. példa Szdmitsuk kiaz A= | —2 5 —3 7 | matrix rangjat.
4 2 3 4
2 3 1 5| <o [ 1 3 2 5] 5435
-2 5 -3 7 ~ -3 5 27 ~
4 2 3 4 3 2 4 4 53 — 351

1 3 2 5 2=301 1y 5 0 0 ] s-2s

0 14 4 2 0 14 4 2 ~
0 -7 -2 —11] B2 |0 27 2 _11
- 04—501 -
1 0 0 0 2 [10 0 0 Jo3+20[1 0 0 0
00 0 0 00 0 O ~ 0000
0 -7 —2 —11 01 —2 —11 |og+110,| 0 1 0 0

Tehat az A matrix rangja 2. (A 4 oszlopvektor egy sikban van!)
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