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N LCL
Definicidk
Definicio
n
Legyen a, egy sorozat, ekkor az s, := Z ai=ay+ a)+---+ a, sorozatot

i=1
részletésszeg-sorozatnak nevezziik.
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Definicidk

Definicid

n
Legyen a, egy sorozat, ekkor az s, := Z ai=ap +ax+---+ a, sorozatot
i=1
részletésszeg-sorozatnak nevezziik.

Definicid
o

Az a, sorozathoz tartozé numerikus sornak nevezziik a Za; Osszeget.
i=1

menedzser Numerikus sorok 2020 tavasz 2/22




Definicidk
Definicié
n
Legyen a, egy sorozat, ekkor az s, := Z ai=ap +ax+---+ a, sorozatot
i=1
részletésszeg-sorozatnak nevezziik.
Definicié
[o.¢]

Az a, sorozathoz tartozé numerikus sornak nevezziik a Za; osszeget.
i=1

Definicid

(0.0
A Za,- sor konvergens, ha a hozza tartozé s, részletésszeg-sorozat

i=1
konvergens és a hatarértéke lesz a sor dsszege. A sor divergens, ha nem
konvergens.
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. CsmaGém |
Példa

1. példa Allapitsuk meg az a, := on részletosszeg-sorozatat és dontsiik el,

o0
hogy a Za,- sor konvergens-e.
i=1
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. CsmaGém |
Példa

1. példa Allapitsuk meg az a, := on részletosszeg-sorozatat és dontsiik el,

o0
hogy a Za,- sor konvergens-e.
i=1

Az elsé par tag: Tehat a részletoszeg sorozat s, = 1 — %
n| ap Sn
11
JE
I
‘E B
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. CsmaGém |
Példa

1. példa Allapitsuk meg az a, := on részletosszeg-sorozatat és dontsiik el,

o0
hogy a Za,- sor konvergens-e.

i=1
Az elsé par tag: Tehat a részletoszeg sorozat s, = 1 — %
ami konvergens, mert
n| an Snh
1 1 1
113 3 lim sy = lim1— — =1,
n—00 n—00 2n
2| 1 3
4 4 =1 =1
tehat a — sor konvergens és » — = 1.
3| L I ;2 ¢ ;2
8 8 = =
1 15
411 16
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Példa

1. példa Allapitsuk meg az a, :

o0
hogy a Za,- sor konvergens-e.

i=1

Az elsé par tag:

n
1

Matematika A2

QL
M\l—‘z

=

|

Bw NP

|~

1 . N
= on részletosszeg-sorozatat és dontsiik el,

Tehat a részletoszeg sorozat s, = 1 — in

2
ami konvergens, mert
1

ims,= liml——=1

n—00 n—00 2n ’

=1 =1
tehat a ZE sor konvergens és ZE =1
i=1 i=1
Gondolhatunk arra, hogy egy egész tortanak

csak a felét esszilk meg, aztan a maradék
felét, aztan annak a felét és igy tovabb.
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Mértani/Geometriai sor

Emlékezteto:

o Meértani sorozat: a, = ag - q", ahol ag a kiindulasi elem és g a
kvéciens.
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Mértani/Geometriai sor

Emlékeztetd:

o Meértani sorozat: a, = ag - q", ahol ag a kiindulasi elem és g a

kvéciens.

1— qn+1

1-gq
Ez Ggy jon ki, hogy s, =ap+ap-qg+---+ap-q" és
Sh-q=ap-q+ag-q>+---+ag- g™ és ha kivonjuk egymasbdl a
két egyenletet, akkor majdnem minden kiesik:
Sn—5n-q=5,(1—q) =ap—ao-q""?, amibél (1 — g)-val valé osztas
utan adédik a formula. Ha ¢ = 1, akkor s, = (n+ 1) - ap.

@ Mértani sorozat 6sszegképlete: s, = ag -
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Mértani/Geometriai sor

Emlékeztetd:
o Meértani sorozat: a, = ag - q", ahol ag a kiindulasi elem és g a
kvéciens.
1— qn+1
1-gq
Ez Ggy jon ki, hogy s, =ap+ap-qg+---+ap-q" és
Sh-q=ap-q+ag-q>+---+ag- g™ és ha kivonjuk egymasbdl a
két egyenletet, akkor majdnem minden kiesik:
Sn—5n-q=5,(1—q) =ap—ao-q""?, amibél (1 — g)-val valé osztas
utan adédik a formula. Ha ¢ = 1, akkor s, = (n+1) - ag
Ha tekintjik az ap kezdeti értékii és g # 1 kvéciensii mértani sort (¢ =1
esetén Iim N Sp = +00), akkor ez pontosan akkor lesz konvergens, ha az

@ Mértani sorozat 6sszegképlete: s, = ag -

osszegkepletenek szamlaléjaban |évo q 1 exponencialis kifejezésnek véges
a
a hatarértéke, azaz ha |q| < 1. Tehat Za g =-—"— halqg|l < 1.
i=0 1 -9
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|
Példa

o 23n+2
2. példa Szamitsuk ki a ZW sor Osszegét, ha az véges.
n=2
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. CsmaGém |
Példa

o0 23n+2
2. példa Szamitsuk ki a ZW sor Osszegét, ha az véges.
n=2

A geometriai sor 6sszegképletét szeretnénk alkalmazni, ehhez olyan alakiira
kell hoznunk az Osszegezendd kifejezést.

> 93n+2 2 53(n+2)+2

— 32n—1 i 32(n+2)-1

n—

Els6 |épésben a szummanak 0-tél kel indulnia, ezért atindexeljiik.

Numerikus sorok 2020 tavasz 5/22



. CsmaGém |
Példa

> 23n+2
2. példa Szamitsuk ki a ZW sor Osszegét, ha az véges.

A geometriai sor 6sszegképletét szeretnénk alkalmazni, ehhez olyan alakiira
kell hoznunk az Osszegezendd kifejezést.

X 23n+2 2 53(n+2)+2 > 93n+8 X 98 8n 256 n
ZW - ;)32(n+2)—1 - ;)32n+3 - 23073 Z ’ ( >

n=2

Elsé 1épésben a szummanak 0-tdl kel indulnia, ezért atindexeljik. Majd a
hatvanyozas azonossagait alkalmazzuk.
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. CsmaGém |
Példa

> 23n+2
2. példa Szamitsuk ki a ZW sor Osszegét, ha az véges.

A geometriai sor 6sszegképletét szeretnénk alkalmazni, ehhez olyan alakiira
kell hoznunk az Osszegezendd kifejezést.

2n—1 2(n+2)—1 2nt3 — £33
3 n:O3 n:O3 n:O

% 53n+2 X 93(nt+2)+2 20 93n+8 20 8 8" 2256 ()"
n=2

Elsé 1épésben a szummanak 0-tdl kel indulnia, ezért atindexeljik. Majd a

hatvanyozas azonossagait alkalmazzuk. Végil alkalmazzuk a megometriai

sor Osszegképletét a = 256 és q= 8 < l-re:
27 9

31~ 2.7
31~ 47

9

SEait C LN W
1
9

n=2
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Teleszkdpikus O0sszegek

o
3. példa Szamitsuk ki a Z sor Osszegét.
n:ln

1
(n+1)
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Teleszkopikus 0sszegek

o
3. példa Szamitsuk ki a ———— sor dsszegét.
P nz::ln(n 1) &

1
Bontsuk parcialis tortekre az (7 tortet:
n(n

+1)
1 A B Aln+1)+Bn_(A+B)n+A
n(n+1) n n+1  nln+1) n(n+1)
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Teleszkopikus 0sszegek

o
3. példa Szamitsuk ki a ———— sor dsszegét.
P nz::ln(n 1) &

1
Bontsuk parcialis tortekre az (7 tortet:
n(n

+1)
1 A B Aln+1)+Bn_(A+B)n+A
n(n+1) n n+1  nln+1) n(n+1)

= A=1,
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Teleszkopikus 0sszegek

o
3. példa Szamitsuk ki a ———— sor dsszegét.
P nz::ln(n 1) &

1
Bontsuk parcialis tortekre az (7 tortet:
n(n

+1)
1 A B Aln+1)+Bn_(A+B)n+A
n(n+1) n n+1  nln+1) n(n+1)

=A=1,B=-1
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Teleszkopikus 0sszegek

o
1
3. példa Szamitsuk ki a 2:217”(”_’_ )
1
Bontsuk parcialis tortekre az —— tortet:
n(n+1)
1 A B Aln+1)+Bn (A+B)n+ A
_— = ——i— = =
n(n+1) n n+1 n(n+1) n(n+1)
A zérdjeles kifejezésben 1évo -
negativ elGjelli rész mindig ( _ )
kiesik az utdna jovd tag Z n(n +1) nz:l n n+1
pozitiv részével. gy csak az 1 1 1
elsd tag p/02|t/|v és az utolsé n|l_>n<1>O Kl — 2) + (2 ) ( - 4> +
tag negativ része marad
bent az 6sszegzésben, o ( 1 ]
minden méas 6sszecsliszik, n+1
mint a teleszkdp.

sor Osszegét.

=A=1,B=-1

o0
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Teleszkopikus 0sszegek

o
1
3. példa Szamitsuk ki a nz::lm sor Osszegét.
1
Bontsuk parcialis tortekre az —— tortet:
n(n+1)
1 A B A 1)+ B A+ B A
_AL _Aln+1)+Bn_(A+B)n+ M A—1.B— 1
n(n+1) n n+1 n(n+1) n(n+1)
A zérdjeles kifejezésben 1évo - -
negativ elGjelli rész mindig Z 1 _ Z (1 1 ) _
kiesik az utdna jovd tag =n(n+1) “\n n+l

1
pozitiv részével. Igy csak az ‘ 1 11 11
elsd tag pozitiv és az utolsé Jim Kl - 2) + (2 - 3> + <3 — 4> +
tag negativ része marad
bent az Gsszegzésben, (1 1 ] — lim1—
minden mas 6sszecsUszik,

mint a teleszkdp.
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Numerikus sor konvergenciajanak sziikséges feltétele

Néhany ritka eset (geometriai és teleszkdpikus sorok) kivételével a konkrét
Osszeg nem allapithaté meg, azonban a konvergencia ténye kritériumok
segitségével igen. ElGszor nézzilk a konvergencia egy sziikséges feltételét:

Matematika A2 miiszaki mer
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Numerikus sor konvergenciajanak sziikséges feltétele

Néhany ritka eset (geometriai és teleszkdpikus sorok) kivételével a konkrét
Osszeg nem allapithaté meg, azonban a konvergencia ténye kritériumok
segitségével igen. ElGszor nézziik a konvergencia egy sziikséges feltételét:

Tétel
o

A Zan sor konvergenciajanak sziikséges feltétele, hogy lim a, = 0.
—0 n—oo

Nem bizonyitjuk, de az allitas hihetd, mert ha egy sorozat nem 0-hoz,
mondjuk 2-héz tartana, akkor végtelen sok 2-h6z kozeli szamot adnank
6ssze, ami nem lehet véges. Igy a sor konvergencidjanak vizsgalatanal
amolyan 0. |épés gyanant érdemes megnézni az 6szegezendd sorozat
hatarértékét. Ha nem 0, akkor biztosan nem lehet konvergens az Gsszeg,
ha 0, akkor vizsgalédhatunk tovabb.
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Nemnegativ tagl sorok

Definicié
o0

Nem negativ tagti sornak nevezziik a Zan sort, ha minden n-re 0 < a,.
n=1

Matematika A2 miiszak Numerikus sorok 2020 tavasz 8 /22



Nemnegativ tagl sorok

Definicid
o

Nem negativ tagti sornak nevezziik a E an sort, ha minden n-re 0 < a,.

n=1

Tétel
o0
Ha a Za,, nem negativ tagu sor divergens, akkor ésszege oc.
n=1
o0

Emiatt a Za,, nem negativ tagd sornal a konvergencia vagy divergencia
n=1

o0 oo
helyett elég csak azt irnunk, hogy Zan < 00, vagy Za,, = 00.
n=1 n=1

Matematika A2 m
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Osszehasonlitd kritériumok

Tétel (Majorans kritérium)

o
Legyen 0 < a,, < b, igaz minden n € N*-ra. Ekkor ha an konvergens,
o0 oo o0 n=1
akkor Zan is konvergens tovabba Za,, < an.

n=1 n=1 n=1

Matematika A2 miiszaki mer
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Osszehasonlitd kritériumok

Tétel (Majorans kritérium)

o
Legyen 0 < a,, < b, igaz minden n € N*-ra. Ekkor ha Zb,, konvergens,
o0 oo oo n=1
akkor Zan is konvergens tovabba Za,, < an.

n=1 n=1 n=1

Tétel (Minorans kritérium)

o
Legyen 0 < b, < a,, igaz minden n € N*-ra. Ekkor ha an divergens,
n=1

o
akkor Zan is divergens.
n=1

Matematika A2 miiszaki menedzser
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|
Példa

o]
1
4. példa Vizsgaljuk meg a » = sor konvergenciéjét.
n

n=1
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Példa
o]
4. példa Vizsgaljuk meg a Zi sor konvergencidjat.
n
n=1
Alkalmazzuk az aldbbi becslést:
il—1+1+1+1+1+ +1+1+ i+
“~n " 2 3 4 5 8 9 16
i1>1+1+1+i+1+ +1+i+ i—I—
—n 2 4 4 8 8 16 16
n=1 ——
: 3 7
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Példa
o]
4. példa Vizsgaljuk meg a Zi sor konvergencidjat.
n
n=1
Alkalmazzuk az aldbbi becslést:
i1—1+1+1+1+1+ +1+1+ i—I—
“~n " 2 3 4 5 8 9 16
i1>1+1+1+i+1+ +1+i—|— i—l—
—n 2 4 4 8 8 16 16
n=1 ——
: 3 7

Azt latjuk tehat, hogy a kisebb sorban is minden 2-hatvanyra jut egy %
igy ez a sor nem lehet véges. Alkalmazva a minorans kritériumot latjuk,

o0 o
1 . .
hogy a E — Ugynevezett harmonikus sor divergens, azaz E — = 00.
n
n=1 n=1
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|
Példa

o0
1
5. példa Vizsgdljuk meg a Z—z sor konvergenciajat.
n

n=1
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. CsmaGém |
Példa

o
1
5. példa Vizsgdljuk meg a Z—z sor konvergenciajat.
n:ln
Alkalmazzuk az aldbbi becslést:

> 1 > 1
an _1+Zn2
n=1 n=2

Az dszegezendd kifejezésrél levalasztjuk az els6 tagot,
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Példa
o0

5. példa Vizsgdljuk meg a Z 5 sor konvergencidjat.
n=1

Alkalmazzuk az aldbbi becslést:

=1 =1 > 1

n=1

Az dszegezendd kifejezésrol levalasztjuk az els6 tagot, a tobbit pedig a
nevezd csokkentésével (n — (n — 1)) ndveljik.
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Példa
o0

5. példa Vizsgdljuk meg a Z—z sor konvergenciajat.
n=1

Alkalmazzuk az alabbi becslést:

o0

— =1+ — <1+ 1+
Yol e Nty = S

Az dszegezendd kifejezésrol levalasztjuk az els6 tagot, a tobbit pedig a
nevezd csokkentésével (n — (n — 1)) noveljik. Atindexelve a sort, a
teleszképikus Osszegnél latott példat kapjuk,
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. CsmaGém |
Példa

[e.o]

1
5. példa Vizsgdljuk meg a Z—z sor konvergenciajat.
n=1

Alkalmazzuk az alabbi becslést:

> 1 =1 s 1 > 1

S =14) S <14y =14 ————=1+1=2
2 2 = _

i =n n:2n(n 1) nzl(n + 1)n

Az dszegezendd kifejezésrol levalasztjuk az els6 tagot, a tobbit pedig a

nevezd csokkentésével (n — (n — 1)) noveljitk. Atindexelve a sort, a

teleszképikus Osszegnél latott példat kapjuk, ami 6sszegezhet6 és 1 volt az

Osszeg. Alkalmazhatjuk tehat a majorans kritériumot és ezért
o0

1

2—2 < 2 < oo konvergens.
n

n=1
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. CsmaGém |
Példa

[e.o]

1
5. példa Vizsgdljuk meg a Z—z sor konvergenciajat.

n=1

Alkalmazzuk az alabbi becslést:
1 =1 > 1 > 1

—Z=14) <14 —— =14y ———=1+4+1=2
;"z nzzznz n;n(n—l) ;(nﬂ)n
Az dszegezendd kifejezésrol levalasztjuk az els6 tagot, a tobbit pedig a
nevezd csokkentésével (n — (n — 1)) noveljitk. Atindexelve a sort, a
teleszképikus Osszegnél latott példat kapjuk, ami 6sszegezhet6 és 1 volt az
Osszeg. Alkalmazhatjuk tehat a majorans kritériumot és ezért

— < 2 < o0 konvergens. Valdjaban — = —1
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Hiperharmonikus sorok

Definicid
oo

A E — alaku sorokat hiperharmonikus soroknak nevezziik.
n
n=1

”_

Az el6z6 két példa soran megvizsgaltuk az o = 1 és a = 2 eseteket és azt
lattuk, hogy a = 1-re divergens, de o = 2-re mér konvergens.

Matematika A2 m i menedzser
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Hiperharmonikus sorok

Definicid
oo

A E — alaku sorokat hiperharmonikus soroknak nevezziik.
n
n=1

”_

Az el6z6 két példa soran megvizsgaltuk az o = 1 és a = 2 eseteket és azt
lattuk, hogy o = 1-re divergens, de a = 2-re mar konvergens.
Kérdés: Milyen « értékre lesz a hiperharménius sor konvergens?

Matematika A2 m i menedzser
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Hiperharmonikus sorok

Definicié
o

A Z—a alakd sorokat hiperharmonikus soroknak nevezziik.
n=1

1

Az el6z6 két példa soran megvizsgaltuk az o = 1 és a = 2 eseteket és azt
lattuk, hogy o = 1-re divergens, de a = 2-re mar konvergens.

Kérdés: Milyen « értékre lesz a hiperharménius sor konvergens?

Az 6sszehasnlité kritériumok miatt tudjuk, hogy minden o < 1-re
divergens és o > 2-re konvergens, tehat a valasztépont valahol a kettd
kozoétt van, de hol?
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Hiperharmonikus sorok

Definicié
o

A Z—a alakd sorokat hiperharmonikus soroknak nevezziik.
n=1

1

Az el6z6 két példa soran megvizsgaltuk az o = 1 és a = 2 eseteket és azt
lattuk, hogy o = 1-re divergens, de a = 2-re mar konvergens.

Kérdés: Milyen « értékre lesz a hiperharménius sor konvergens?

Az 6sszehasnlitd kritériumok miatt tudjuk, hogy minden o < 1-re
divergens és o > 2-re konvergens, tehat a valasztépont valahol a kettd
kozoétt van, de hol?

Tétel

(0.0
1
A Z—a hiperharmonikus sor pontosan akkor konvergens, ha o > 1.
n

n=1
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|
Példa

> n+3
6. példa Vizsgdljuk meg a Z% sor konvergenciajat.
r—nctn
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. CsmaGém |
Példa

> n+3
6. példa Vizsgdljuk meg a Zzi sor konvergenciajat.
r—nctn

Vizsgaljuk meg a nagysagrendeket. A szamlalé elséfokd, nevezd
masodfok, tehat egyszerisités utan ez egy olyan sor lenne, melynek
szamlaléja konstans, nevezdje pedig elséfoki. Es az elbbi tétel miatt azt
az a sejtésiink, hogy ez a sor

menedzser Numerikus sorok 2020 tavasz 13 / 22



. CsmaGém |
Példa

> n+3
6. példa Vizsgdljuk meg a Zzi sor konvergenciajat.
r—nctn

Vizsgaljuk meg a nagysagrendeket. A szamlalé elséfokd, nevezd
masodfok, tehat egyszerisités utan ez egy olyan sor lenne, melynek
szamlaléja konstans, nevezdje pedig elséfoki. Es az elbbi tétel miatt azt
az a sejtésiink, hogy ez a sor divergens. Ennek bizonyitasdhoz pedig
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. CsmaGém |
Példa

=~ n+3
6. példa Vizsgaljuk mega Y —

n=1
Vizsgaljuk meg a nagysagrendeket. A szamlalé elséfokd, nevezd

masodfok, tehat egyszerisités utan ez egy olyan sor lenne, melynek
szamlaléja konstans, nevezdje pedig elséfoki. Es az elbbi tétel miatt azt
az a sejtésiink, hogy ez a sor divergens. Ennek bizonyitasdhoz pedig
minorans kritériumot hasznalunk. A becsléseiknél mindig oda kell figyelni,
hogy a tort szamlaléjanak és nevezdjének nagysagrendjét sose mddositsuk:

sor konvergenciajat.
nc—+n

OOn+3>OO n>OO n .- n =1 1X1
ngln2+n_n§1n2+n_n§1n2+n2_;ﬁ_;ﬂ_igg_w'

Ahol az els6 egyenlotlenségnél a szamlalét csokkentettitk, a masodiknal
pedig a nevez6t noveltitk. Mindkét esetben csokkent az 6sszegezendo
tortek értéke és még igy is végtelen az Osszeg, tehat eredetileg sem
lehetett véges.
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|
Példa

sor konvergenciajat.

X p—1
7. példa Vizsgaljuk meg a —_—
példa Vizsgaljuk meg ,,2221”3—"2“‘1
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. CsmaGém |
Példa

= n-1
7. példa Vizsgdljuk meg a Z 3 sor konvergenciajat.
n ln

—n3—n2+1
Vizsgaljuk meg a nagysagrendeket. A szamlalé elséfokd, nevezd
harmadfokd, tehat egyszeriisités utan ez egy olyan sor lenne, melynek
szamlaléja konstans, nevezbje pedig masodfoki. Es az el8bbi tétel miatt
azt az a sejtésiink, hogy ez a sor
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. CsmaGém |
Példa

= n-1
7. példa Vizsgdljuk meg a Z 3 sor konvergenciajat.
n ln

—n3—n2+1
Vizsgaljuk meg a nagysagrendeket. A szamlalé elséfokd, nevezd
harmadfokd, tehat egyszeriisités utan ez egy olyan sor lenne, melynek
szamlaléja konstans, nevezbje pedig masodfoki. Es az el8bbi tétel miatt
azt az a sejtésilink, hogy ez a sor konvergens. Ennek bizonyitdsahoz pedig
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. CsmaGém |
Példa

X p—1
7. példa Vizsgaljuk meg a —_—
példa Vizsgaljuk meg nz::ln3—n2+l

Vizsgaljuk meg a nagysagrendeket. A szamlalé elséfokd, nevezd
harmadfokd, tehat egyszeriisités utan ez egy olyan sor lenne, melynek
szamlaléja konstans, nevezbje pedig masodfoki. Es az el8bbi tétel miatt
azt az a sejtésilink, hogy ez a sor konvergens. Ennek bizonyitdsahoz pedig
majorans kritériumot hasznalunk. A becsléseiknél mindig oda kell figyelni,
hogy a tort szamlaléjanak és nevezbjének nagysagrendjét sose mddositsuk:

sor konvergenciajat.

—_ = — = — < 0.
3_ 2 — 3_ 2 - 3_1.3 3 2
n:ln n”+1 n:ln n”+1 n:ln 2n n:ln n:ln

Ahol az elsé egyenl6tlenségnél a szamlalét noveltitk, a masodiknal pedig a
nevezot csokkentettiik. Mindkét esetben nét az 6sszegezendd tortek értéke
és még igy is véges az Osszeg, tehat eredetileg sem lehetett végtelen.
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Miveletek konvergens numerikus sorokkal

Tétel

oo (e.e]
Legyen Za,, és an konvergens sorok, tovabba c € R. Ekkor

n=1 n=1

[o.¢] o o o

° Z(an + by,) konvergens, tovibba Z(an + b,) = Za,, + Zb,,,
n=1 n=1 n=1 n=1
o0 o0 o0 (o)

° Z(a,, — b,) konvergens, tovabba Z(a,, — b)) = Za,, — an,
n=1 n=1 n=1 n=1
o [o.¢] o

° Z(c - ap) konvergens, tovabba Z(c > glp)) = cZa,,.
n=1 n=1 n=1
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Gyokkritérium

Tétel

o0
Legyen Za,, nemnegativ tagu sor. Ekkor ha

n=1

o0
<1l = Y a;<oo
n=1

lim /a,=qg< =1 = semmi

n—o0

(0.
>1 = Zan:oo
n=1
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-
Gyokkritérium

Tétel

o0
Legyen Za,, nemnegativ tagu sor. Ekkor ha

n=1

o0
<1l = Y a;<oo
n=1

lim /a,=qg< =1 = semmi

n—o0 00
>1 = Zan = 00
n=1

Megjegyzés: Ha a, nem nemnegativ tagl sor, akkor |ap|-et kell vizsgalni!
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Hanyados kritérium

Tétel

o0
Legyen Za,, nemnegativ tagu sor. Ekkor ha

n=1

oo
<1l = Y a;<o0

. dn+1 =l .
lim = =1 = semmi
q

n—oo an 00
>1 = Zan = 0
n=1
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Hanyados kritérium

Tétel

o0
Legyen Za,, nemnegativ tagu sor. Ekkor ha

n=1 59
<1l = Y a;<o0

=1
. any1 n .
lim 2L — gs =1 = semmi

n—oo an 00
>1 = Zan = 0
n=1

Megjegyzés: Ha a, nem nemnegativ tagl sor, akkor |ap|-et kell vizsgalni!

Matematika A2 m i me Numerikus sorok 2020 tavasz 17 / 22



Gyok-és Hanyados kritérium

A két tétel szerkezete nagyon hasonlé, olyannyira, hogy a bennlik szerepl6
q ugyanaz a szam. Ebbdl kovetkezik, hogy a két kritérium egyszerre
miikodik (g # 1), vagy nem miikddik (g = 1). Ha egy adott feladatnal g
értékét az egyik kritériummal 1-nek allapitottuk meg, akkor nem érdemes a
masikkal prébalkozni, mert az is 1-et fog adni (ilyenkor mas tipusi
kritériumot kell majd hasznalnunk, pl. minorans, majorans). Ezért csupan
kényelmi kérdés, hogy egy konkrét feladatnal melyik kritériumot érdemes
hasznalni. Okélszabaly példaul, hogy ha faktorilis szerepel a sorban, akkor
a hanyados kritériumot érdemes hasznalni, mert a gyokkel nem miikodik.
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Példak
> n

8. példa Vizsgaljuk meg a Z? sor konvergenciajat.
n=1

Alkalmazzuk a gyokkritériumot:
lim /n
. _ n
lim a, = lim ¢ N300

)
n
n—o0 n—00 2”:T {’/2!7:§:q<1:>25<00‘
n—00 n=1

matika A2

Numerikus sorok 2020 tavasz 19 / 22



|
Példak

o0
n
8. példa Vizsgaljuk meg a Z? sor konvergenciajat.

n=1
Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

lim /n o0
im /3 — lim o L eV T 1 Zi
n||—>ngo an_nango on lim \727_2_q<1:>n_12" =0
n—o0 -
o0 3n
9. példa Vizsgaljuk meg a E

nl
= n

sor konvergenciajat.

Matematika A2 m
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|
Példak

o0
n
8. példa Vizsgaljuk meg a ZE sor konvergenciajat.
n=1
Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

lim /n

n o nsoo _ 1 n
n||_>ngow/a,,—||m on 7“m\,727—2—q<1:>2 < 00.
n—o0
o0 3n
9. példa Vizsgaljuk meg a Z—I sor konvergenciajat.
n!
n=1
Alkalmazzuk a hanyados kritériumot:
3n+1
. ant1 . (n+1) . 3ntipl _ 3-3"nl
lim = lim —F—=Ilm —/——F+ = |lim —F/——— =
n—oo g, n—oo 3 n—>oo3"(n + ]_)! n—)oo3’7(n + ]_)n!
nl
) 3 3"
n||_>nc1>on_i_1 :O:q<1:>21ﬁ<oo'
n—=
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Leibniz-sor

Definicid

o0
A Zan sor Leibniz-sor, vagy Leibniz tipust sor, ha
n=1

@ a, sorozat valtakozo elbjelii, azaz alternald

@ |a,| monoton csékkend sorozat

o lim |a,|=0
n—o0

menedzser Numerikus sorok 2020 tavasz 20/ 22



S CeimaGéa
Leibniz-sor

Definicié

A Zan sor Leibniz-sor, vagy Leibniz tipust sor, ha
n=1
@ a, sorozat valtakozo elbjelii, azaz alternald
@ |a,| monoton csékkend sorozat

o lim |a,|=0
n—o0

Tétel

Minden Leibniz-sor konvergens.

menedzser Numerikus sorok 2020 tavasz
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Leibniz-sor

Definicid

A Zan sor Leibniz-sor, vagy Leibniz tipust sor, ha
n=1
@ a, sorozat valtakozo elbjelii, azaz alternald

@ |a,| monoton csékkend sorozat

o lim |a,|=0
n—o0

Tétel
Minden Leibniz-sor konvergens.

A Leibniz-sorok akkor keriilnek el6, ha a sorozatban van valami, ami miatt
folyamatosan viéltozik az eléjel (tipikusan van benne példaul egy (—1)").
Ilyenkor gyanakodhatunk arra, hogy egy sor Leibniz tipus( és ellendrizziik a
definiciéban szereplé masik két feltételt.
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|
Példa

10. példa Vizsgaljuk meg a Z

n=1

sor konvergenciajat.

- (=1)"

atematika A2 i ki me Numerikus sorok 2020 tavasz 21 /22



Példa

[0.9] _1 n
10. példa Vizsgéljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
n

n=1
Mivel az 6sszegezni kivant sorozat valtakozé elGjelll, ezért megvizsgaljuk,
hogy Leibniz-sor-e.

matika A2

Numerikus sorok 2020 tavasz 21 /22



. CsmaGém |
Példa

[0.9]
, N —1)"
10. példa Vizsgéljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
n
n=1
Mivel az 6sszegezni kivant sorozat valtakozé elGjelll, ezért megvizsgaljuk,

hogy Leibniz-sor-e. Ehhez azt kell belatnunk, hogy abszolat értékben

monoton csokken és 0-hoz tart. |a,| = —, ami nulldhoz tart és monoton
n

) _ = (-1)"
csokken is, tehat 27 sor konvergens.

n=1
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. CsmaGém |
Példa

[0.9]
—1)n
10. példa Vizsgaljuk meg a Zu sor konvergencidjat.
n
n=1
Mivel az 6sszegezni kivant sorozat valtakozé elGjelll, ezért megvizsgaljuk,
hogy Leibniz-sor-e. Ehhez azt kell belatnunk, hogy abszolat értékben

monoton csokken és 0-hoz tart. |a,| = —, ami nulldhoz tart és monoton
n

) _ = (-1)"
csokken is, tehat 27 sor konvergens.
n

n=1
oo

11. példa Vizsgaljuk meg a Z(—l)

n=1

,n+3
1 sor konvergencidjat.

Matematika A2 m( menedzser
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. CsmaGém |
Példa

[0.9]
, N —1)"
10. példa Vizsgéljuk meg a Zu sor konvergenciajat.
n
n=1
Mivel az 6sszegezni kivant sorozat valtakozé elGjelll, ezért megvizsgaljuk,

hogy Leibniz-sor-e. Ehhez azt kell belatnunk, hogy abszolat értékben

monoton csokken és 0-hoz tart. |a,| = —, ami nulldhoz tart és monoton
n

) _ = (-1)"
csokken is, tehat E ~——— sor konvergens.
=1
" [e.e]

3
11. példa Vizsgaljuk meg a Z(—l)”n+ T konvergencidjat.
n —

n=1
Megint latjuk, hogy a sorozat alterndl, igy vizsgaljuk az abszolat értékét:

3
nt 1= 1 # 0, tehat nem teljesiil a

n+ . . .
lan| = ——, amire lim |a,| = lim
n—1 n—oo n—oon —

o0
- o L n+3
Leibniz-sor kritériumai, ezért Z(—l)” , Sor nem lesz konvergens.
n —

n=1
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Abszolut-és feltételes konvergencia

Definicidé

e} e}
A Zan sor abszoliit konvergens, ha Z|a,,| konvergens.

n=1 n=1
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Abszolut-és feltételes konvergencia

Definicidé

e} e}
A Zan sor abszoliit konvergens, ha Z|a,,| konvergens.

n=1 n=1

Tétel
Minden abszoliit konvergens sor konvergens.
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Abszolut-és feltételes konvergencia

Definicié
o (0.¢]

A Zan sor abszoliit konvergens, ha Z|a,,| konvergens.
n=1 n=1

Tétel

Minden abszoliit konvergens sor konvergens.

Definicié
(©.9]
A Za,, sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolit

n=1
konvergens.
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Abszolut-és feltételes konvergencia

Definicié
o (0.¢]

A Zan sor abszoliit konvergens, ha Z|a,,| konvergens.
n=1 n=1

Tétel

Minden abszoliit konvergens sor konvergens.

Definicié
(©.9]
A Za,, sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolit

n=1
konvergens.

oo (_1\n

Példaul a Zu sor konvergens, de nem abszolit konvergens, ezért
n=1 n

feltételesen konvergen.
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