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Definicid

Definicié
Az a:NT — R fiiggvényt valdés szimsorozatnak (réviden sorozatnak)
neveziink.

Egy tetszéleges n € NT esetén az a(n) jeldlés helyett az a, jelélést
hasznaljuk, és azt mondjuk, hogy a, a sorozat n-edik eleme. Ha egyszerre
tobb sorozatrdl beszéliink, akkor csak az egyiket jelolhetjiik a-el, a tobbit
b, c¢ betiikkel. Lattuk, hogy a, az a sorozat n-edik elemét jeldli, de ha ez
nem okoz félreértést, az egész sorozatot is jeldlheti. Néha a sorozat
értelmezési tartomanya nem a teljes N, hanem valamilyen k értéktdl
kezdédik pl {8,9,10,...}. Ezt nem mindig jelezzik kilon.
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Sorozat szemléltetése

Egy sorozat els6 néhany eleme sosem hatdrozza meg a sorozatot, de jol
szemléltetheti azt.

1. példa Abrazoljuk az a, = n és b, = 2 sorozat elsé 10 tagjat.
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Sorozat korlatossaga

Definicié
Azt mondjuk, hogy az a, sorozat
o feliilrél korlatos, ha AK € R, Vne N :a, < K
alulrél korlatos, ha 3k € R, Vn € N : a, > k
korlatos, ha alulrél és feliilrél is korlatos.
legkisebb felsé korlatja L, haVn:a, <L, deVC < L,dn:a, > C
legnagyobb also korlatja I, haVn:a, > 1, deVc > [,dn:a, < c

Az elézb példaban 1évé a, sorozat alulrdl korlatos, de feliilrol nem, ezért
nem korlatos.

Az b,-nek a 3 felso korlat, és mivel a sorozat minden eleme pozitiv a 0
alsé korlat, tehat b, korlatos.

Nem minden esetben érdemes megkeresni a legkisebb fels6 és legnagyobb
alsé korlatot. Nekiink altaldban csak az kell, hogy egyet talaljunk.
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Sorozat monotonitasa

Definicié
Azt mondjuk, hogy az a, sorozat
@ monoton n6vs, haVn e N: a, < api1
@ monoton csékkend, haVn € N: a, > ap1
@ szigortian monoton nové, haVn € N : a, < apy1
@ szigortian monoton csékkend, haVn € N : a, > api1
Az el6z6 példaban szerepl6 a, szigorian monoton névé, b, pedig
szigorian monoton csokkend.

A monotonitasnal mindig két szomszédos elem kapcsolatat kell tehat
megvizsgalni. Ezt feladattdl fliggden tobb mddon is megtehet;jiik:

dn

< < <
an < a1 an—Xny1 s 0 & = 1(an - any1 > 0)

dn+1
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Sorozat hatarértéke

Definicio
Az a, sorozat konvergens és hatarértéke A € R, ha

Ve > 0,3N(e) € N,Vn > N(e) : |a, — Al < e

Jelélés: lim a, = A, lima, = A vagy a, — A
n—o00
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Sorozat hatarértéke
Definicié
Az a, sorozat konvergens és hatarértéke A € R, ha
Ve > 0,3N(e) € N,Vn> N(e): |a, — Al < e
Jelélés: |lim a, = A, lima, = A vagy a, -+ A
n—o00

Azaz minden pozitiv € szdmhoz tudunk talalni egy kiiszébindexet, hogy
onnantél kezdve a sorozat és a hatarérték eltérése legfeljebb e.

€1 =05

el .
it 12345678 91011121314
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Sorozat hatarértéke
Definicié
Az a, sorozat konvergens és hatarértéke A € R, ha
Ve > 0,3N(e) € N,Vn> N(e): |a, — Al < e
Jelélés: |lim a, = A, lima, = A vagy a, -+ A
n—o00

Azaz minden pozitiv € szdmhoz tudunk talalni egy kiiszébindexet, hogy
onnantél kezdve a sorozat és a hatarérték eltérése legfeljebb e.

€1 =05

O
“if 12345678 91011121314
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Sorozat hatarértéke
Definicié
Az a, sorozat konvergens és hatarértéke A € R, ha
Ve > 0,3N(e) € N,Vn> N(e): |a, — Al < e
Jelélés: |lim a, = A, lima, = A vagy a, -+ A
n—o00

Azaz minden pozitiv € szdmhoz tudunk talalni egy kiiszébindexet, hogy
onnantél kezdve a sorozat és a hatarérték eltérése legfeljebb e.

e = 0.25

A_g% -
12345678 91011121314
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Sorozat hatarértéke

Definicié
Az a, sorozat konvergens és hatarértéke A € R, ha

Ve > 0,3N(e) € N,Vn> N(e): |a, — Al < e
Jelélés: |lim a, = A, lima, = A vagy a, -+ A
n—o00

Azaz minden pozitiv € szdmhoz tudunk talalni egy kiiszébindexet, hogy
onnantél kezdve a sorozat és a hatarérték eltérése legfeljebb e.

e = 0.25

N(EQ) =11

12345678 91011121314

Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 6 /30

€l
A—€2




Példa

. L 2n—1 o i
1. példa Vizsgaljuk az a, = e sorozatot korlatossag, monotonitas és
n

hatarérték szempontjabdl.
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Példa

2n—1
1. példa Vizsgaljuk az a, = !

sorozatot korlatossadg, monotonitas és

hatarérték szempontjabdl.

A sorozat elsé néhany eleme: 11 .
0.5,1,1.25,1.4,1.5,...
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Példa
1. példa Vizsgaljuk az a, = 2n— 1 sorozatot korlatossag, monotonitas és
hatarérték szempontjabdl.
2 1
A sorozat elsé néhany eleme: 14 . )

0.5,1,1.25,1.4,1.5,...

12345

Legyen most n elég nagy. Ekkor a szdmlal6 2n értékébdl levonjuk-e az 1-et
vagy sem, az nem nagyon szamit. Ugyanlgy a nevez6nél sem szamit sokat
az a +1. Ennek alapjan nagy n értékre a szamlalé kb kétszer akkora, mint
a nevezd. A sorozat elsé par tagja és az elobbi gondolat utén
megfogalmazhatjuk az alabbi sejtéseket:
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Példa
1. példa Vizsgaljuk az a, = 2n— 1 sorozatot korlatossag, monotonitas és
hatarérték szempontjabdl.
2 1
A sorozat elsé néhany eleme: 14 . )

0.5,1,1.25,1.4,1.5,...

12345
Legyen most n elég nagy. Ekkor a szdmlal6 2n értékébdl levonjuk-e az 1-et
vagy sem, az nem nagyon szamit. Ugyanlgy a nevez6nél sem szamit sokat
az a +1. Ennek alapjan nagy n értékre a szamlalé kb kétszer akkora, mint
a nevezd. A sorozat elsé par tagja és az elobbi gondolat utén
megfogalmazhatjuk az alabbi sejtéseket:

@ szigorllan monoton novo;
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Példa
1. példa Vizsgaljuk az a, = 2n— 1 sorozatot korlatossag, monotonitas és
hatarérték szempontjabdl.
2 1
A sorozat elsé néhany eleme: 14 . )

0.5,1,1.25,1.4,1.5,...

12345
Legyen most n elég nagy. Ekkor a szdmlal6 2n értékébdl levonjuk-e az 1-et
vagy sem, az nem nagyon szamit. Ugyanlgy a nevez6nél sem szamit sokat
az a +1. Ennek alapjan nagy n értékre a szamlalé kb kétszer akkora, mint
a nevezd. A sorozat elsé par tagja és az elobbi gondolat utén
megfogalmazhatjuk az alabbi sejtéseket:

@ szigorllan monoton novo;

@ konvergens és lim a, =2
n—-00
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Példa
1. példa Vizsgaljuk az a, = 2n 1 sorozatot korlatossag, monotonitas és
hatarérték szempontjabdl.
2 1
A sorozat elsé néhany eleme: 14 . )

0.5,1,1.25,1.4,1.5,...

12345
Legyen most n elég nagy. Ekkor a szdmlal6 2n értékébdl levonjuk-e az 1-et
vagy sem, az nem nagyon szamit. Ugyanlgy a nevez6nél sem szamit sokat
az a +1. Ennek alapjan nagy n értékre a szamlalé kb kétszer akkora, mint
a nevezd. A sorozat elsé par tagja és az elobbi gondolat utén
megfogalmazhatjuk az alabbi sejtéseket:

@ szigorllan monoton novo; @ korlatos, alsé korlatja 0.5, a

@ konvergens és lim a, =2 felsd pedig a 2
n—-00
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|
Példa

Most bebizonyitjuk, hogy a sorozat hatarértéke 2.
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. CsmaGém |
Példa

Most bebizonyitjuk, hogy a sorozat hatarértéke 2.

Defininié szerinti hatarérték-szamitasnal mindig az |a, — A| < € egyenlét-
lenségbdl indulunk, és ekvivalens atalakitasok sordn at belatjuk, hogy
minden e-ra taldlunk olyan N(e) értéket, ahonnan kezdve mar igaz lesz:

2n—1
n+1

—2’<€<=>
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. CsmaGém |
Példa

Most bebizonyitjuk, hogy a sorozat hatarértéke 2.

Defininié szerinti hatarérték-szamitasnal mindig az |a, — A| < € egyenlét-
lenségbdl indulunk, és ekvivalens atalakitasok sordn at belatjuk, hogy
minden e-ra taldlunk olyan N(e) értéket, ahonnan kezdve mar igaz lesz:

2n—1 ’ ’2n12(n+1)
-2 <es
n+1 n+1

€ <&
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. CsmaGém |
Példa

Most bebizonyitjuk, hogy a sorozat hatarértéke 2.

Defininié szerinti hatarérték-szamitasnal mindig az |a, — A| < € egyenlét-
lenségbdl indulunk, és ekvivalens atalakitasok sordn at belatjuk, hogy
minden e-ra taldlunk olyan N(e) értéket, ahonnan kezdve mar igaz lesz:

2n—1 2n—1-2 1
n —2’<6<=>’n (n+1)

3
e ——<€e=

n+1 n+1 n+1

Matematika A2x

Sorozatok 2020 8sz 8 /30



. CsmaGém |
Példa

Most bebizonyitjuk, hogy a sorozat hatarértéke 2.

Defininié szerinti hatarérték-szamitasnal mindig az |a, — A| < € egyenlét-
lenségbdl indulunk, és ekvivalens atalakitasok sordn at belatjuk, hogy
minden e-ra taldlunk olyan N(e) értéket, ahonnan kezdve mar igaz lesz:

2n—1
n+1

—2’<€<=>

2n1xn+n‘

3
<ess ——<ess—-——1<n
n+1 n €

+1
) 3 3 Lo
Legyen tehdt N(e) = |- —1| +1= |—|, ahol |-]| az als6 egészrész
€

€

fuggvény. Azért adunk hozza egyet, hogy biztosan j6 kiiszobot kapjunk.

Itt sem a legkisebb kiiszobot sziikséges megallapitani. ILm a, = 2.
n—o0
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. CsmaGém |
Példa

Most bebizonyitjuk, hogy a sorozat hatarértéke 2.

Defininié szerinti hatarérték-szamitasnal mindig az |a, — A| < € egyenlét-
lenségbdl indulunk, és ekvivalens atalakitasok sordn at belatjuk, hogy
minden e-ra taldlunk olyan N(e) értéket, ahonnan kezdve mar igaz lesz:

2n—1
n+1

3 3
<ess ——<ess—-——1<n
n €

2n1xn+n‘
+1

n+1

—2’<€<=>

3 3
Legyen tehat N(e) = { — lJ +1= {J ahol |-| az als6 egészrész

€ €
fuggvény. Azért adunk hozza egyet, hogy biztosan j6 kiiszobot kapjunk.
Itt sem a legkisebb kiiszobot sziikséges megallapitani. ILm a, = 2.

n—oo
A monotonitas vizsgalatanak egyik médja, ha kivonjuk a hatarértékbdl a
3

2n—1
1 =...= PaEE ami egyre kisebb, ahogy n — oo,
ezért egyre kozelebb keriiliink a 2-hoz = a,, szigortian monoton no.

sorozatot: 2 —
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. CsmaGém |
Példa

Megvizsgalhatjuk a monotonitast hagyomanyos mddszerekkel is:

?
an < an+1
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. CsmaGém |
Példa

Megvizsgalhatjuk a monotonitast hagyomanyos mddszerekkel is:
2n_1—a;a ~2(n+1)-1 2n+41
n+l " Ty )41 nt2

Keresztbe szorzas utan:
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. CsmaGém |
Példa

Megvizsgalhatjuk a monotonitast hagyomanyos mddszerekkel is:
2n_1—a;a ~2(n+1)-1 2n+41
n+l " Ty )41 nt2

?
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(2n—1) < (2n+1)(n+1)

Kibontva a zardjeleket:

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

Megvizsgalhatjuk a monotonitast hagyomanyos mddszerekkel is:
2n—1 :an;3n+1: 2(n+1)—-1 _2n+1
n+1 (n+1)+1 n+2

Keresztbe szorzés utén: (n+ 2)(2n— 1) < (2n+ 1)(n + 1)

Kibontva a zardjeleket: 2n? +3n — 2 ; 2n® +3n+1

Mindkét oldalbél kivonva (2n? 4 3n)-et:

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

Megvizsgalhatjuk a monotonitast hagyomanyos mddszerekkel is:
2n_1—a;a ~2(n+1)-1 2n+41
n+l " Ty )41 nt2

?
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(2n—1) < (2n+1)(n+1)
?
Kibontva a zardjeleket: 2n°> +3n—2 < 2n°> +3n+1

?
Mindkét oldalbél kivonva (2n? + 3n)-et: —2 < 1, ami n-tdl fiiggetlenil
igaz, ezért a kérdojel eltiinik: Vn: a, < ap11 = a, szigorlan monoton noé.
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Példa

Megvizsgalhatjuk a monotonitast hagyomanyos mddszerekkel is:
2n—1_a;a ~2(n+1)-1 2n+41
n+l " Ty )41 nt2

?
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(2n—1) < (2n+1)(n+1)
?
Kibontva a zardjeleket: 2n°> +3n—2 < 2n°> +3n+1

Mindkét oldalbél kivonva (2n? + 3n)-et: —2 ; 1, ami n-tdl fuggetlenil
igaz, ezért a kérddjel eltiinik: Vn: a, < ap41 = a, szigorllan monoton ndé.
A korlatossagnal igy mar egyszer(i a dolgunk, mert monoton novekedo
sorozat mindig alulrdl korlatos, az els6 tag jé alsé korlatnak: Vn : % < ap.
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Példa

Megvizsgalhatjuk a monotonitast hagyomanyos mddszerekkel is:
2n—1_a;a ~2(n+1)-1 2n+41
n+l " Ty )41 nt2

?
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(2n—1) < (2n+1)(n+1)
?
Kibontva a zaréjeleket: 2n*> +3n—2 < 2n®> +3n+1

Mindkét oldalbél kivonva (2n? + 3n)-et: —2 ; 1, ami n-tdl fuggetlenil
igaz, ezért a kérddjel eltiinik: Vn: a, < ap41 = a, szigorllan monoton ndé.
A korlatossagnal igy mar egyszer(i a dolgunk, mert monoton novekedo
sorozat mindig alulrdl korlatos, az els6 tag jé alsé korlatnak: Vn : % < ap.
Most belatjuk, hogy a hatarértéket nem lépheti tdl a, a monotonitas
miatt. Ugyanis ha lenne olyan a; tagja a sorozatnak, ami nagyobb, mint 2,
akkor az Gsszes tObbi tag innentdl kezdve nagyobb lesz mint a; és az

€ = a; — 2 értékhez nem taldlunk megfelel6 kiiszobot, ami ellentmondana
a hatarérték definicidjanak, ezért: Vn : a, < 2, tehat a, korlatos.
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Korlatossdg — monotonitas — hatarérték

Az elébbi példa soran mar lényegében lattuk az alabbi tételek indoklasat:

Tétel (Elégséges feltétel)

Ha az a, sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

A fenti tételt szokas "mozgdlépcs6" szabalynak is nevezni. Monoton névé
sorozatoknal felfelé megylink és a hatarérték a legkisebb fels6 korlat lesz,
mig monoton csokkenés esetén lefelé megyiink és a hatarérték a
legnagyobb alsé korlat.
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Korlatossdg — monotonitas — hatarérték

Az elébbi példa soran mar lényegében lattuk az alabbi tételek indoklasat:

Tétel (Elégséges feltétel)

Ha az a, sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

A fenti tételt szokas "mozgdlépcs6" szabalynak is nevezni. Monoton névé
sorozatoknal felfelé megylink és a hatarérték a legkisebb fels6 korlat lesz,
mig monoton csokkenés esetén lefelé megyiink és a hatarérték a
legnagyobb alsé korlat.

Tétel (Szikséges feltétel)

Ha az a, sorozat konvergens, akkor korlatos.

Ha van hatarérték, akkor annak barmilyen, mondjuk 1 sugar( kdrnyezetébe

esik véges sok tagtdl eltekintve az 0sszes. A maradék véges sok tag pedig
biztosan korlatos halmaz lesz.
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Hatarérték tulajdonsagai

Tétel
Legyen a,, és b, két sorozat, gy, hogy hﬁm ahn=AcRés
n—oo
nIi_r)n b, = B € R, tovabb c € R. Ekkor
o

@ lima,+b,=A+B
n—o0o
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Hatarérték tulajdonsagai

Tétel
Legyen a,, és b, két sorozat, gy, hogy hﬁm ahn=AcRés
n—oo
nIi_r)n b, = B € R, tovabb c € R. Ekkor
o

@ lima,+b,=A+B
n—o0o

@ lima,—b,=A-—B

n—o0
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Hatarérték tulajdonsagai

Tétel
Legyen a,, és b, két sorozat, gy, hogy ILm ahn=AcRés
n—oo

lim b, = B € R, tovabb c € R. Ekkor
n—o00

@ lima,+b,=A+B

n—o0
@ lima,—b,=A-—B

n—o0

@ limc-a,=c-A
n—o0o
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Hatarérték tulajdonsagai

Tétel
Legyen a,, és b, két sorozat, gy, hogy hﬁm ahn=AcRés
n—oo
nIi_r)n b, = B € R, tovabb c € R. Ekkor
o

@ lima,+b,=A+B
n—o0o
@ lima,—b,=A-—B

n—o0

@ limc-a,=c-A
n—o0o

@ lima,-b,=A-B
n—o0
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Hatarérték tulajdonsagai

Tétel
Legyen a,, és b, két sorozat, gy, hogy ILm ahn=AcRés
n—oo
lim b, = B € R, tovabb c € R. Ekkor
n—o00
@ lima,+b,=A+B
n—o0
@ lima,—b,=A-—B
n—o0
@ limc-a,=c-A

n—o0o
@ lima,-b,=A-B
n—o0
a, A
0 Jm e =g EFY

sz

hasznos lesz a nem definicié szerinti hatarérték-szamitasnal.
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-
Végtelen hatarértékek

Definicid

Ha az a, sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.
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-
Végtelen hatarértékek

Definicié
Ha az a, sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az a, sorozat hatarértéke oo, ha

VK € R,AN(K) € N,Vn > N(K) : a, > K.

Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 12 / 30



Végtelen hatarértékek

Definicié
Ha az a, sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az a, sorozat hatarértéke oo, ha

VK € R,AN(K) € N,Vn > N(K) : a, > K.

Azt mondjuk, hogy az a, sorozat hatarértéke —oo, ha

Vk € R,3IN(k) € N,¥n > N(k) : a, < k.
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-
Végtelen hatarértékek

Definicié
Ha az a, sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az a, sorozat hatarértéke oo, ha

VK € R,AN(K) € N,Vn > N(K) : a, > K.
Azt mondjuk, hogy az a, sorozat hatarértéke —oo, ha
Vk € R,3IN(k) € N,¥n > N(k) : a, < k.

Ezeket rendre ugy is mondhatjuk, hogy a, tart vagy divergal oco-hez illetve
—o0-hez, és igy jeldljiik: n||~>rTo]o an = 00, vagy ap — o9, illetve

lim a, = —oco vagy a, —
n—o0

Vagyis minden K /k korlatra létezik egy olyan kiiszébindex, hogy a sorozat

kiiszobindex utani tagjai mar K /k értékeit feltl/alulmaljak.
Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 12 /30




. CsmaGém |
Példa

—2n%2 —6n+2

n+1
sorozatot korlatossadg, monotonitas és

hatarérték szempontjabdl.

2. példa Vizsgaljuk az b, =
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Példa
. o —2n% —6n+2 e
2. példa Vizsgaljuk az b, = B 123 4 5
sorozatot korlatossadg, monotonitas és Y
hatarérték szempontjabdl.
Nézzik meg (most utdljara) a sorozat elsé -1
néhany elemét, hogy sejtéseket
foglamazhassunk meg (késébb mashogy —67 *
csinaljuk): —3,-6,—-8.5,—10.8,-13,...
Sejtések: —81 .
—104
_12 4
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Példa

. o —2n% —6n+2 e
2. példa Vizsgaljuk az b, = B 123 4 5
sorozatot korlatossadg, monotonitas és Y
hatarérték szempontjabdl.
Nézzik meg (most utdljara) a sorozat elsé -1
néhany elemét, hogy sejtéseket
foglamazhassunk meg (késébb mashogy —67 *
csinaljuk): —3,-6,—-8.5,—10.8,-13,...
Sejtések: —81 .

@ szigortian monoton csokken; 10
_12 4
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Példa
. o —2n% —6n+2 e
2. példa Vizsgaljuk az b, = B 123 4 5
sorozatot korlatossadg, monotonitas és Y
hatarérték szempontjabdl.
Nézzik meg (most utdljara) a sorozat elsé -1
néhany elemét, hogy sejtéseket
foglamazhassunk meg (késébb mashogy —67 *
csinaljuk): —3,-6,—-8.5,—10.8,-13,...
Sejtések: —81 .
@ szigortian monoton csokken; 10
@ divergens és |lim b, = —o0 R
n—o0
121
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Példa
. o —2n% —6n+2 e

2. példa Vizsgaljuk az b, = B 123 4 5
sorozatot korlatossadg, monotonitas és Y
hatarérték szempontjabdl.
Nézzik meg (most utdljara) a sorozat elsé -1
néhany elemét, hogy sejtéseket
foglamazhassunk meg (késébb mashogy —67 *
csinaljuk): —3,-6,—-8.5,—10.8,-13,...
Sejtések: —81 .

@ szigortian monoton csokken; 10

@ divergens és |lim b, = —o0 R

n—o0
o fels6 korlatotja —3, alsé korlatja nincs 121

Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 13 / 30



. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat tart —oo-be. Ehhez minden k € R korlathoz kell
tudni mondani egy kiiszomindexet, amitol kezdve b, < k.
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat tart —oo-be. Ehhez minden k € R korlathoz kell
tudni mondani egy kiiszomindexet, amitol kezdve b, < k. A késOGbbiekben
sziikséglink lesz ra, ezért mar most elkezdjiik a becslés technikajat, amuagy
egy paraméteres masodfoku egyenlGtlenséget kellene megoldani:

_2pn2 _ _2pn2 _ _ _ _
b — 2n" —6n+2 —2n"—2n (4n —2) < 2n(n+1) _ oon<k
n+1 n+1 n+1
k k
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat tart —oo-be. Ehhez minden k € R korlathoz kell
tudni mondani egy kiiszomindexet, amitol kezdve b, < k. A késOGbbiekben
sziikséglink lesz ra, ezért mar most elkezdjiik a becslés technikajat, amuagy
egy paraméteres masodfoku egyenlGtlenséget kellene megoldani:

_2pn2 _ _2pn2 _ _ _ _
b, — 2n* —6n+2 _ 2n° —2n— (4n-2) < 2n(n+1) _ oon<k
n+1 n+1 n+1
o k k _
Amib8l n > —— = N(k)=|—= |+ 1= lim b, = —¢
2 2 n—00

A b,-nél mondunk egy nagyobb kifejezést és ha az is kisebb, mint k, akkor
b, is. Egy tortet Ggy noéveliink, hogy vagy a szamlalét noveljik, vagy a
nevezot csokkentjiik. Itt a szadmlaléban kevesebbet vonunk le, mert a

(4n — 2) mindig pozitiv.
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat tart —oo-be. Ehhez minden k € R korlathoz kell
tudni mondani egy kiiszomindexet, amitol kezdve b, < k. A késOGbbiekben
sziikséglink lesz ra, ezért mar most elkezdjiik a becslés technikajat, amuagy
egy paraméteres masodfoku egyenlGtlenséget kellene megoldani:

b — —2n% —6n+2 _ —2n? —2n — (4n—2) < —2n(n+1)  on <k
n+1 n+1 n+1

Amibdl n > K = N(k) = _k +1= lim b, = -0

2 2 n—o00
A b,-nél mondunk egy nagyobb kifejezést és ha az is kisebb, mint k, akkor
b, is. Egy tortet Ggy noéveliink, hogy vagy a szamlalét noveljik, vagy a
nevezot csokkentjiik. Itt a szadmlaléban kevesebbet vonunk le, mert a
(4n — 2) mindig pozitiv.
Mivel a sorozat minden értéket alul tud mulni, ezért egylttal azt is
belattuk, hogy alulrél nem korlatos.
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat szigoriian monoton csokken:

?
bn > bn+1
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat szigoriian monoton csokken:

—2n2—6n—|—2_b 2y _ —2(n+1)2—6(n+1)+2 —2n*—10n—6
n+1 T oo P (n+1)+1 B n+2

Keresztbe szorzas utan:
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat szigoriian monoton csokken:

—2n2—6n—|—2_b 2y _ —2(n+1)2—6(n+1)+2 —2n*—10n—6
n+1 T oo P (n+1)+1 B n+2

5
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(—2n% —6n+2) > (—2n? —10n—6)(n+1)

Kibontva a zardjeleket:
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat szigoriian monoton csokken:

—2n% —6n+2 _p 2 By = —2(n+1)2—-6(n+1)+2 _ —2n% —10n— 6
n+1 (n+1)+1 n+2
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(—2n? —6n+2) ; (—2n%> —10n—6)(n+1)
Kibontva a zaréjeleket: —2m3 — 10 — 100+ 4 > —2n3 — 122 — 160 — 6

Mindkét oldalhoz hozzaadva 2n3 + 12n? 4- 16n + 6-ot:
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat szigorian monoton csokken:

—2n% —6n+2 ? —2(n+1)2-6(n+1)+2 —2n*>—10n—6
SRS by > by = =
n+1 (n+1)+1 n+2
?
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(—2n% —6n+2) > (—2n? —10n—6)(n+1)
?
Kibontva a zaréjeleket: —2n3 — 100> — 10n +4 > —2n3 — 120> — 16n — 6
?
Mindkét oldalhoz hozzdadva 2n® + 12n2 + 16n + 6-ot: 2n° + 6n+ 10 > 0,
aminek a bal oldala egy pozitiv féegyltthatdjd, negativ diszkriminansi
masodfokl (D =36 —4-2-10 = —44), ami n-tdl figgetlendl pozitiv, tehat
a kérdgjel eltlinik: Vn : b, > bpy1 =, by, szigorian monoton csokken.
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat szigorian monoton csokken:

—2n% —6n+2 ? —2(n+1)2-6(n+1)+2 —2n*>—10n—6
SRS by > by = =
n+1 (n+1)+1 n+2
?
Keresztbe szorzas utan: (n+2)(—2n% —6n+2) > (—2n? —10n—6)(n+1)
?
Kibontva a zaréjeleket: —2n3 — 100> — 10n +4 > —2n3 — 120> — 16n — 6
?
Mindkét oldalhoz hozzdadva 2n® + 12n2 + 16n + 6-ot: 2n° + 6n+ 10 > 0,
aminek a bal oldala egy pozitiv féegyltthatdjd, negativ diszkriminansi
masodfokl (D =36 —4-2-10 = —44), ami n-tdl figgetlendl pozitiv, tehat
a kérdgjel eltlinik: Vn : b, > bpy1 =, by, szigorian monoton csokken.

Mivel szigoriian monoton csokken, ezért b, feliilrdl korlatos és az els6
tagja j6 lesz fels6 korlatnak, tehat Vn: —3 > b,
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. CsmaGém |
Példa

Belatjuk, hogy b, sorozat szigorian monoton csokken:

—2n2—6n—|—2_b 2y _ —2(n+1)2—6(n+1)+2 —2n*—10n—6
n+1 Coon o o (n+1)+1 B n+2

?

Keresztbe szorzas utan: (n+2)(—2n% —6n+2) > (—2n? —10n—6)(n+1)
?

Kibontva a zaréjeleket: —2n3 — 100> — 10n +4 > —2n3 — 120> — 16n — 6

Mindkét oldalhoz hozzaadva 23 + 122 + 160 + 6-0t: 2% + 60+ 10 = 0,
aminek a bal oldala egy pozitiv féegyltthatdjd, negativ diszkriminansi
masodfokl (D =36 —4-2-10 = —44), ami n-tdl figgetlendl pozitiv, tehat
a kérdgjel eltlinik: Vn : b, > bpy1 =, by, szigorian monoton csokken.
Mivel szigoriian monoton csokken, ezért b, feliilrdl korlatos és az els6
tagja j6 lesz fels6 korlatnak, tehat Vn: —3 > b,

A b, sorozat felllrél korlatos, de alulrél nem, ezért b, nem korlatos.
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Nevezetes hatarértékek — hatvany

Tétel
Legyen oo € R, ekkor

oo, ha a >0,

nli_)m n“=< 1, haa=0,
o0

0, haa<0.
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Nevezetes hatarértékek — hatvany

Tétel
Legyen o € R, ekkor

oo, ha a >0,
ILm n*=<¢ 1, haa=0,
n o0

0, haa<0.

Tétel

Minden legalabb elséfokii polinom hatarértéke oo, vagy —oo, ahol a oo
eléjele megegyezik a féegyiitthato elbjelével.
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Nevezetes hatarértékek — hatvany

Tétel
Legyen o € R, ekkor

oo, ha a >0,
ILm n*=<¢ 1, haa=0,
n o0

0, haa<0.

Tétel

Minden legalabb elséfokii polinom hatarértéke oo, vagy —oo, ahol a oo
eléjele megegyezik a féegyiitthato eljelével.

3 1

n T
zardjelben [évé kifejezések rendre 2-ho6z, 0-hoz és 0-hoz tartanak, igy

alkalmazva a hatarértékre vonatkozé miiveleti szabalyokat, a zaréjelen
belili kifejezés 2-hdz tart, amit megszorzunk egy oo-hez tartéval.

Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 16 / 30

3. példa lim2n®> —=3n+1= limn?(2— = 00, mert a
n—o0 n—o0




Nevezetes hatarértékek — racionalis tortfliggvény

Mi a hatarértéke egy racionalis tortfliggvénynek:
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-
Nevezetes hatarértékek — raciondlis tortfiggvény

Mi a hatarértéke egy racionalis tortfliggvénynek:

Tétel
Legyen p(n) és q(n) az n két polinomja, ekkor

1) +o0, ha deg(p) > deg(q),
nhrgom = ¢ fdegyltthaték hanyados, ha deg(p) = deg(q),

0, ha deg(p) < deg(q),

ahol divergencia esetén a oo elbjele a féegyiitthatok szorzatanak elGjele.

Matematika A2x
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Nevezetes hatarértékek — raciondlis tortfiggvény

Mi a hatarértéke egy racionalis tortfliggvénynek:
Tétel
Legyen p(n) és q(n) az n két polinomja, ekkor

1) +o0, ha deg(p) > deg(q),
Jim D = ( féegyutthaték hanyados, ha deg(p) = deg(q),
o
o 0, ha deg(p) < deg(q),
ahol divergencia esetén a co elbjele a féegyiitthatok szorzatanak elGjele.
2n—1
4. példa lim a, = lim & = 2, mert két els6foki polinom van
n—o0 n—oo n+1
; . " .. / . L2
elosztva egymadssal és a fegyltthatok hanyadosa: § =2

Matematika A2x
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Nevezetes hatarértékek — raciondlis tortfiggvény

Mi a hatarértéke egy racionalis tortfliggvénynek:
Tétel
Legyen p(n) és q(n) az n két polinomja, ekkor

1) +o0, ha deg(p) > deg(q),
Jim D = ( féegyutthaték hanyados, ha deg(p) = deg(q),
o
o 0, ha deg(p) < deg(q),
ahol divergencia esetén a co elé'je/e a féegylitthatok szorzatanak elGjele.
on —
4. példa I|m N ap = lim <" = 2, mert két els6foki polinom van
n—oo n -+ ]_
. s 7 L2
elosztva egymassal gs a féegyiitthatdk hanyadosa: § =2
—2n* —6n+2
lim b, = lim n—n+ = —00, mert a szamlalé fokszdma nagyobb,
n—o0 n—o0 n+1

mint a nevezd fokszdma és a féegyltthatok kiilonbozé eldjeliiek.

Matematika A2x
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|
Példa

5. példa Hatdrozzuk meg az a, = v/'n? + n+ 1 — n sorozat hatarértékét.
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Példa

5. példa Hatdrozzuk meg az a, = v/'n? + n+ 1 — n sorozat hatarértékét.
Két oco-hez tartd sorozat Osszegérdl tudjuk, hogy oo, de két oo kiilonbsége
barmi lehet. llyen estre nincs altaldnos médszer, de itt gyoktelenithetiink:

vn2+n+1+n
limvn2+n+1—n= lim(vVn?4+n+1—n =
n—o00 n—)oo( ),/n2+n_|_]_+n

Matematika A2x
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Példa

5. példa Hatdrozzuk meg az a, = v/'n? + n+ 1 — n sorozat hatarértékét.
Két oco-hez tartd sorozat Osszegérdl tudjuk, hogy oo, de két oo kiilonbsége
barmi lehet. llyen estre nincs altaldnos médszer, de itt gyoktelenithetiink:

vn2+n+1+n
limvn2+n+1—n= lim(vVn?4+n+1—n =
n—o00 n—)oo( ),/n2+n_|_]_+n

i m”P+n+1—n?
im =
n—oo\/n24+n+1+n

Matematika A2x
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Példa

5. példa Hatdrozzuk meg az a, = v/'n? + n+ 1 — n sorozat hatarértékét.
Két oco-hez tartd sorozat Osszegérdl tudjuk, hogy oo, de két oo kiilonbsége
barmi lehet. llyen estre nincs altaldnos médszer, de itt gyoktelenithetiink:

V'n? 1
lim vV +n+1—n= Ii_)m(\/n2+n+1—n) mAntitn
n—oo

n—00 vVn2+n+1+n
i m”P+n+1—n? i n+1
= m - m
n—oo\/n24+n+1+4+n "on24+n+1+n

A tort szamlaldja elséfoki, a nevezdben pedig egy masodfoki

négyzetgyoke (tehat elséfokil) és egy elséfokl 6sszege szerepel. A
legerGsebb tényezd tehat elséfokd.
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Hatdrozzuk meg az a, = v/'n? + n+ 1 — n sorozat hatarértékét.
Két oco-hez tartd sorozat Osszegérdl tudjuk, hogy oo, de két oo kiilonbsége
barmi lehet. llyen estre nincs altaldnos médszer, de itt gyoktelenithetiink:

vVn2+n+1+n
limvnmn+n+1l—n=lim(VnmR+n+1—n =
n—o0 n—)oo( ),/n2+n_|_]_+n

i m”P+n+1—n? ) n+1
im =
n—oo\/n24+n+1+n

= lim
n—oo\/p2+n+1+n

A tort szamlaldja elséfoki, a nevezdben pedig egy masodfoki
négyzetgyoke (tehat elséfokil) és egy elséfokl 6sszege szerepel. A
legerGsebb tényezd tehat elséfokd.

Szamlalét és nevezdt is egyszerisitve n-el:

1 141
lim nt = lim th =

n—)oo./n2+n+1+n n—o00 /1+7%+%+1_
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Hatdrozzuk meg az a, = v/'n? + n+ 1 — n sorozat hatarértékét.
Két oco-hez tartd sorozat Osszegérdl tudjuk, hogy oo, de két oo kiilonbsége
barmi lehet. llyen estre nincs altaldnos médszer, de itt gyoktelenithetiink:

V'n? 1
lim vV +n+1—n= Ii_)m(\/n2+n+1—n) mAntitn
n—oo

n—00 vVn2+n+1+n
i m”P+n+1—n? i n+1
= m - m
n—oo\/n24+n+1+4+n "on24+n+1+n

A tort szamlaldja elséfoki, a nevezdben pedig egy masodfoki
négyzetgyoke (tehat elséfokil) és egy elséfokl 6sszege szerepel. A
legerGsebb tényezd tehat elséfokd.

Szamlalét és nevezdt is egyszerisitve n-el:

) n+1 _ 1+1 140
lim = lim n

oo/t nt ldn no iyl dg VIH040+1
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Hatdrozzuk meg az a, = v/'n? + n+ 1 — n sorozat hatarértékét.
Két oco-hez tartd sorozat Osszegérdl tudjuk, hogy oo, de két oo kiilonbsége
barmi lehet. llyen estre nincs altaldnos médszer, de itt gyoktelenithetiink:

vV n? 1
lim vV +n+1—n= Ii_)m(\/n2+n+1—n) mAntitn
n—oo

R vVnP+n+1+n
i m”P+n+1—n? i n+1
= lim = lim
n=oo\/n2 f n4+1+n "2°n24+n+1+n

A tort szamlaldja elséfoki, a nevezdben pedig egy masodfoki
négyzetgyoke (tehat elséfokil) és egy elséfokl 6sszege szerepel. A
legerGsebb tényezd tehat elséfokd.

Szamlalét és nevezdt is egyszerisitve n-el:

. n+1 . 1+1 140 1
lim = lim n

n—)oo./n2+n+1+n n—o00 /1+%+%+1_ /71_'_0_'_0_’_1—5.
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Nevezetes hatarértékek — exponencialis kifejezés

Vizsgdljuk meg az exponencialis sorozat hatarértékét:

Tétel
A q" (q € R) exponencidlis sorozat hatarértéke q fiiggvényében:

0, ha g > 1,
. 1 hag=1
n __ bl
Ama" =1 o, ha —1<g<1,

nincs hatarérték, ha g < —1
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Nevezetes hatarértékek — exponencialis kifejezés

Vizsgdljuk meg az exponencialis sorozat hatarértékét:

Tétel
A q" (q € R) exponencidlis sorozat hatarértéke q fiiggvényében:

0, haq>1,
. 1 hag=1
n __ )
i @ = 0, ha —1<gq<1,

nincs hatarérték, ha g < —1

A legtobb eset adja magat, de a g < —1 érdekes.

Ha g # —1, akkor hatvany abszolit értéke egyre nagyobb, tehat |g”|
divergens, de g" valtakoz6 eljelli. Az ilyen tipusi sorozatokat osszcilldlva
divergalénak nevezziik.
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Nevezetes hatarértékek — exponencialis kifejezés

Vizsgdljuk meg az exponencialis sorozat hatarértékét:

Tétel
A q" (q € R) exponencidlis sorozat hatarértéke q fiiggvényében:

0, haq>1,
. 1 hag=1
n __ )
i @ = 0, ha —1<gq<1,

nincs hatarérték, ha g < —1

A legtobb eset adja magat, de a g < —1 érdekes.

Ha g # —1, akkor hatvany abszolit értéke egyre nagyobb, tehat |g”|
divergens, de g" valtakoz6 eljelli. Az ilyen tipusi sorozatokat osszcilldlva
divergalénak nevezziik.

Ha g = —1, akkor a £1 kozétt valtakozik, oszcilldl a sorozat, aminek igy
nem lehet hatarértékke, tehat divergens.
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|
Példa

n

6. példa Hatarozzuk meg a — sorozat hatarértékét.
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. CsmaGém |
Példa

n
6. példa Hatarozzuk meg a T sorozat hatarértékét.
o
A szamlalé és a nevezd is végtelenhez tart, igy co/oo tipusid hatarozatlan
értéket kapunk. Most a 3" a nevezOben a domindns tag, ezért ezzel
egyszerisitiink:

3n
lim ———5 =

gzio)
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6. példa Hatarozzuk meg a T sorozat hatarértékét.
o
A szamlalé és a nevezd is végtelenhez tart, igy co/oo tipusid hatarozatlan
értéket kapunk. Most a 3" a nevezOben a domindns tag, ezért ezzel
egyszerisitiink:
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Példa

n
————— sorozat hatarértékét.
)
2
A szamlalé és a nevezd is végtelenhez tart, igy co/oo tipusid hatarozatlan
értéket kapunk. Most a 3" a nevezOben a domindns tag, ezért ezzel
egyszerisitiink:

6. példa Hatarozzuk meg a

n
lim ———5 = lim ——F——7 =

By RO

A nevezdében két 1-nél kisebb alapt exponencialis kifejezés szerepel,
melyeknek az eldbbi tétel alapjan 0 lesz a hatarértékiik. A szamlalonk
pedig 1, igy egy korlatos kifejezést osztunk egyre kisebb, 0-hoz tarté
szamok Osszegével. Az eredmény egyre nagyobb lesz, igy a hatarérték oo.
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Nevezetes hatarértékek — gyokos kifejezések

Tétel
Legyen adott 0 < c € R, ekkor nI|_>rTo10\/E =3I
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Nevezetes hatarértékek — gyokos kifejezések
Tétel
Legyen adott 0 < c € R, ekkor nI|_>rTo10\% =3I

A bizonyitas tobb médja is van:
log ¢

11
Vehetjiik v/c logaritmusat: log v/c = logcn = ~logc =
n
korlatos kifejezés van osztva egy végtelenhez tartéval, amirdl mar lattuk,
hogy tart 0-hoz és ha |lim loga, =0= lim a, = 1.
n—o0o n—oo

, ahol egy
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Nevezetes hatarértékek — gyokos kifejezések
Tétel
Legyen adott 0 < c € R, ekkor nI|_>rTo10\% =3I

A bizonyitas tobb médja is van:
log ¢

11
Vehetjiik v/c logaritmusat: log v/c = logcn = ~logc = , ahol egy
n
korlatos kifejezés van osztva egy végtelenhez tartéval, amirdl mar lattuk,

hogy tart 0-hoz és ha lim loga, =0= lim a, = 1.
n—o00 n—o0

Tétel
M 75=1
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Nevezetes hatarértékek — gyokos kifejezések
Tétel
Legyen adott 0 < c € R, ekkor n||_>rTo’lo\'/E =3I

A bizonyitas tobb médja is van:
log ¢

1
Vehetjiik v/c logaritmusat: log v/c = log ch = - log c = , ahol egy
n

korlatos kifejezés van osztva egy végtelenhez tartéval, amirdl mar lattuk,
hogy tart 0-hoz és ha |lim loga, =0= lim a, = 1.
n—o0o n—oo
Tétel
lim v/n=1
n—>oof

log n

Itt mar kicsit nehezebb az indoklas, ugyanigy logaritmust véve a

n
hanyadost kapjuk. Ezt pedig a fliggvényhatarértékekbdl tudjuk, hogy
0-hoz tart.
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Rendorelv

Tétel (Rendérelv)
Ha b, < a, < ¢, valamilyen N < n € N esetén, tovabba b,, és c,
konvergens ugy, hogy

lim b, = A= lim c,,

n—o0 n—o0

akkor a, is konvergens és lim a, = A.
n—o0
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Rendorelv

Tétel (Rendérelv)

Ha b, < a, < ¢, valamilyen N < n € N esetén, tovabba b,, és c,
konvergens ugy, hogy

lim b, = A= lim c,,
n—o0 n—o0

akkor a, is konvergens és lim a, = A.
n—o0

Azaz ha egy biin6zd (a,) élete soran valamikortdl (N) mindkét oldalara
keriil egy-egy renddr (b, és c,), akik bemennek a bortonbe (A), akkor a
blin6zének is be kell mennie a borténba (A).
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Rendorelv

Tétel (Rendérelv)

Ha b, < a, < ¢, valamilyen N < n € N esetén, tovabba b,, és c,
konvergens ugy, hogy

lim b, = A= lim c,,

n—o0 n—o0

akkor a, is konvergens és lim a, = A.
n—o0

Azaz ha egy biin6zd (a,) élete soran valamikortdl (N) mindkét oldalara
keriil egy-egy renddr (b, és c,), akik bemennek a bortonbe (A), akkor a
blin6zének is be kell mennie a borténba (A).

Tétel (Specialis renddrelv)
Ha b, < a, valamilyen N < n € N esetén

@ limb,=00= lima,=
n—0o0 n—o0
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Rendorelv

Tétel (Rendérelv)

Ha b, < a, < ¢, valamilyen N < n € N esetén, tovabba b,, és c,
konvergens ugy, hogy

lim b, = A= lim c,,

n—o0 n—o0

akkor a, is konvergens és lim a, = A.
n—o0

Azaz ha egy biin6zd (a,) élete soran valamikortdl (N) mindkét oldalara
keriil egy-egy renddr (b, és c,), akik bemennek a bortonbe (A), akkor a
blin6zének is be kell mennie a borténba (A).

Tétel (Specialis renddrelv)
Ha b, < a, valamilyen N < n € N esetén

@ limb,=00= lima,= @ lima,=—-o00= limb,=—00
n—0o0 n—o0 n—0o0 n—o0
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Rendorelv

Tétel (Rendérelv)

Ha b, < a, < ¢, valamilyen N < n € N esetén, tovabba b,, és c,
konvergens ugy, hogy

lim b, = A= lim c,,

n—o0 n—o0

akkor a, is konvergens és lim a, = A.
n—o0

Azaz ha egy biin6zd (a,) élete soran valamikortdl (N) mindkét oldalara
keriil egy-egy renddr (b, és c,), akik bemennek a bortonbe (A), akkor a
blin6zének is be kell mennie a borténba (A).

Tétel (Specialis renddrelv)
Ha b, < a, valamilyen N < n € N esetén

@ limb,=00= lima,= @ lima,=—-o00= limb,=—00
n—0o0 n—o0 n—0o0 n—o0
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Példa

7. példa Hatdrozzuk meg a v/2n? — n + 4 sorozat hatarértékét.
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Példa

7. példa Hatdrozzuk meg a v/2n? — n + 4 sorozat hatarértékét.

A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

3<n 4<n
Un-yn=vn < V2ml—n+4 < NV2m=2-n-Yn

Az elsd egyenlStlenség azért igaz, mert 2n°-bdl n — 4 helyett n®-et vonunk
le, ami n = 3-tél kezdve nagyobb levonast jelent.
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. CsmaGém |
Példa

7. példa Hatdrozzuk meg a v/2n? — n + 4 sorozat hatarértékét.
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

3<n 4<n
Jn-/n=vn < V2n2—n+4 < V2m2=2-9n-n

Az elsd egyenlStlenség azért igaz, mert 2n°-bdl n — 4 helyett n®-et vonunk
le, ami n = 3-tél kezdve nagyobb levonast jelent.

A masodik egyenl6tlenség azért igaz, mert n — 4 helyett nem vonunk le
semmit, ami n = 4-t6l kezdve nodvelést jelent.
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Példa

7. példa Hatdrozzuk meg a v/2n? — n + 4 sorozat hatarértékét.
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

3<n 4<n
Jn-/n=vn < V2n2—n+4 < V2m2=2-9n-n

Az elsd egyenlStlenség azért igaz, mert 2n°-bdl n — 4 helyett n®-et vonunk
le, ami n = 3-tél kezdve nagyobb levonast jelent.

A masodik egyenl6tlenség azért igaz, mert n — 4 helyett nem vonunk le
semmit, ami n = 4-t6l kezdve nodvelést jelent.

A bal és jobb oldalon is mindkét kifejezésben véges sok 1-hez tartd sorozat
szorzata van (2 és 3 db), ami 1-hez tart, igy a rendérelv miatt a koztik
|évo, feladatban adott sorozat is 1-hez tart.
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Példa

7. példa Hatdrozzuk meg a v/2n? — n + 4 sorozat hatarértékét.
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

3<n 4<n
Jn-/n=vn < V2n2—n+4 < V2m2=2-9n-n

Az elsd egyenlStlenség azért igaz, mert 2n°-bdl n — 4 helyett n®-et vonunk
le, ami n = 3-tél kezdve nagyobb levonast jelent.

A masodik egyenl6tlenség azért igaz, mert n — 4 helyett nem vonunk le
semmit, ami n = 4-t6l kezdve nodvelést jelent.

A bal és jobb oldalon is mindkét kifejezésben véges sok 1-hez tartd sorozat
szorzata van (2 és 3 db), ami 1-hez tart, igy a rendérelv miatt a koztik
|évo, feladatban adott sorozat is 1-hez tart.

Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 23 /30



|
Példa

2"+ 5" S
3 4 4n sorozat hatarértékét.

n

8. példa Hatarozzuk meg az
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S CeimaGéa
Példa
2n 4 5o

3n _|_ 4n
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

n n n n
\/T o a2"45" 7T o5
4n+4n = \3n4an = 4n

n

sorozat hatarértékét.

8. példa Hatarozzuk meg az
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Példa

, , a 2"+ 5" oy
8. példa Hatarozzuk meg az sorozat hatarértékét.
3n _|_ 4n
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

27 4 5 57+ 57 5
< { < ¥ =v2.Z
gnpgn = \l3nggn = 4n V2

A becslésnél mindig figyelni kell arra, hogy a legnagyobb nagysagrendek
maradjanak meg. Szamlaléban 5"-en, nevezeb6n 4"-en. Csak az
egyltthatdk valtozhatnak, mert azt az /- megeszi.
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2"+ 5"
3n _|_ 4n
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

n n n n n
\H/T_5:n 5 B e AR
2 4 gnpqn = \[3nqpan = 4n 4

A becslésnél mindig figyelni kell arra, hogy a legnagyobb nagysagrendek
maradjanak meg. Szamlaléban 5"-en, nevezeb6n 4"-en. Csak az
egyltthatdk valtozhatnak, mert azt az /- megeszi.

A bal oldali egyenlétlenség igaz, mert az gyokjelen belll 1évo tort
szamlaldjat csokkentettitk (27 elhagyva), nevezdjét noveltiik(3" helyett 47).

n

8. példa Hatarozzuk meg az sorozat hatarértékét.
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2"+ 5"
3n _|_ 4n
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

n n n n n
\H/T_5:n 5 B e AR
2 4 gnpqn = \[3nqpan = 4n 4

A becslésnél mindig figyelni kell arra, hogy a legnagyobb nagysagrendek
maradjanak meg. Szamlaléban 5"-en, nevezebdn 4"-en. Csak az
egyltthatdk valtozhatnak, mert azt az /- megeszi.

A bal oldali egyenlétlenség igaz, mert az gyokjelen belll 1évo tort
szamlaldjat csokkentettitk (27 elhagyva), nevezdjét noveltiik(3" helyett 47).
A jobb oldai egyenlGtlenség igaz, mert az gyokjelen belil 1évé tort
szamlaldjat noveltik (27 helyett 57), nevezjét csokkentettiik(2"” elhagyva).

n

8. példa Hatarozzuk meg az sorozat hatarértékét.
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Példa

2"+ 5"
3n _|_ 4n
A rendérelvet fogjuk alkalmazni:

n n n n n
\H/T_5:n 5 B e AR
2 4 gnpqn = \[3nqpan = 4n 4

A becslésnél mindig figyelni kell arra, hogy a legnagyobb nagysagrendek
maradjanak meg. Szamlaléban 5"-en, nevezebdn 4"-en. Csak az
egyltthatdk valtozhatnak, mert azt az /- megeszi.

A bal oldali egyenlétlenség igaz, mert az gyokjelen belll 1évo tort
szamlaldjat csokkentettitk (27 elhagyva), nevezdjét noveltiik(3" helyett 47).
A jobb oldai egyenlGtlenség igaz, mert az gyokjelen belil 1évé tort
szamlaldjat noveltik (27 helyett 57), nevezjét csokkentettiik(2"” elhagyva).
A bal és jobb oldalon is mindkét kifejezésben véges két 1-hez tartd sorozat
van szorozva %—el, ami %—hez tart, igy a rendorelv miatt a koztiik 1évo,
feladatban adott sorozat is %—hez tart.

n

sorozat hatarértékét.

8. példa Hatarozzuk meg az

Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 24 / 30



-
Nagysagrendek

A kovetkez6 nagysagrendek haszndlataval is meghatarozhatjuk egyes
sorozatok hatarértékét:

logn << ¥/n<<n<<n<<k"<<nl <<n"

ahol n a sorozat indexe és 1 < k € N.

Matematika A2x
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-
Nagysagrendek

A kovetkez6 nagysagrendek haszndlataval is meghatarozhatjuk egyes
sorozatok hatarértékét:

logn << ¥/n<<n<<n<<k"<<nl <<n"

ahol n a sorozat indexe és 1 < k € N.

Ha két kiilonb6zd nagysagrend(i sorozat van elosztva egymassal, akkor a
nagyobb nagysagrend mindig legydzi a kisebbet és gyorsabban tart co-hez.

Matematika A2x
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-
Nagysagrendek

A kovetkez6 nagysagrendek haszndlataval is meghatarozhatjuk egyes
sorozatok hatarértékét:

logn << ¥/n<<n<<n<<k"<<nl <<n"

ahol n a sorozat indexe és 1 < k € N.
Ha két kiilonb6zd nagysagrend(i sorozat van elosztva egymassal, akkor a
nagyobb nagysagrend mindig legydzi a kisebbet és gyorsabban tart co-hez.

2"+ nl

9. példa Hatdrozzuk meg a 2920 4 sorozat hatarértékét.
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-
Nagysagrendek

A kovetkez6 nagysagrendek haszndlataval is meghatarozhatjuk egyes
sorozatok hatarértékét:

logn << ¥/n<<n<<n<<k"<<nl <<n"

ahol n a sorozat indexe és 1 < k € N.

Ha két kiilonb6zd nagysagrend(i sorozat van elosztva egymassal, akkor a

nagyobb nagysagrend mindig legydzi a kisebbet és gyorsabban tart co-hez.
n

9. példa Hatdrozzuk meg a /722020—;;” sorozat hatarértékét.

A nagysagrendi sor szerint n” a legerésebb a sorozatban szerepl6 tagok

koziil, ezért ezzel egyszeriisitve:

A N o e

im = =0.
n—o00 n2020 + nn n—o00 niO:O + 1 0 + 1
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Nevezetes hatarértékek — hatvany + exponencidlis

1 n
Vizsgaljuk meg a lim (1 + > hatarértéket!
n—o0 n
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Nevezetes hatarértékek — hatvany + exponencidlis

1 n
Vizsgaljuk meg a I|m (1 + ) hatarértéket!
Kérdés: Melyik az igaz az aIabbl logikak koziil?
@ A hatvany alapjaban az ; mindig pozitiv, tehat az alap 1-nél
nagyobb. 1-nél nagyobb kifejezés hatvanya pedig oo-be tart.
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Nevezetes hatarértékek — hatvany + exponencidlis

n
hatarértéket!
Kérdés: Melyik az igaz az aIabbl logikak koziil?
@ A hatvany alapjaban az ; mindig pozitiv, tehat az alap 1-nél
nagyobb. 1-nél nagyobb kifejezés hatvanya pedig oo-be tart.

@ A hatvany alapja igaz, hogy 1-nél nagyobb, de azért 1-hez tart, és az
1 barmelyik hatvanya 1-hez tart.
Valasz:

1
Vizsgaljuk meg a I|m 1 + -
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Sorozatok 2020 8sz 26 / 30



-
Nevezetes hatarértékek — hatvany + exponencidlis

n
Vizsgaljuk meg a I|m (1 + E hatarértéket!
Kérdés: Melyik az igaz az aIabbl logikak koziil?
@ A hatvany alapjaban az H mindig pozitiv, tehat az alap 1-nél
nagyobb. 1-nél nagyobb kifejezés hatvanya pedig oo-be tart.
@ A hatvany alapja igaz, hogy 1-nél nagyobb, de azért 1-hez tart, és az
1 barmelyik hatvanya 1-hez tart.
Valasz: EGYIK SEM, az alap 1-hez, a kitevé meg oco-hez tart, de ezek

egyszerre torténnek, nem egymas utan valamilyen sorrendben, ahogy fent
szerepel.
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Nevezetes hatarértékek — hatvany + exponencidlis

n
Vizsgaljuk meg a I|m (1 + E hatarértéket!
Kérdés: Melyik az igaz az aIabbl logikak koziil?
@ A hatvany alapjaban az H mindig pozitiv, tehat az alap 1-nél
nagyobb. 1-nél nagyobb kifejezés hatvanya pedig oo-be tart.
@ A hatvany alapja igaz, hogy 1-nél nagyobb, de azért 1-hez tart, és az
1 barmelyik hatvanya 1-hez tart.
Valasz: EGYIK SEM, az alap 1-hez, a kitevé meg oco-hez tart, de ezek

egyszerre torténnek, nem egymas utan valamilyen sorrendben, ahogy fent
szerepel.

Kérdés 2: De akkor van-e hatarérték és ha igen, akkor mi?
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Nevezetes hatarértékek — hatvany + exponencidlis

n
Vizsgaljuk meg a I|m (1 + E hatarértéket!
Kérdés: Melyik az igaz az aIabb| logikak koziil?
@ A hatvany alapjaban az H mindig pozitiv, tehat az alap 1-nél
nagyobb. 1-nél nagyobb kifejezés hatvanya pedig oo-be tart.
@ A hatvany alapja igaz, hogy 1-nél nagyobb, de azért 1-hez tart, és az
1 barmelyik hatvanya 1-hez tart.
Valasz: EGYIK SEM, az alap 1-hez, a kitevé meg oco-hez tart, de ezek

egyszerre torténnek, nem egymas utan valamilyen sorrendben, ahogy fent
szerepel.

Kérdés 2: De akkor van-e hatarérték és ha igen, akkor mi?
Valasz 2: Van hatarérték, belatjuk, hogy a sorozat monoton és korlatos:

Definicid

1 n
e = lim (1 + n) ~ 2.7182818285.

n—o0
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1 n - /7
Az a, = (1 + ) sorozat monotonitasa
n

Tétel (Szamtani-mértani kozép kozti egyenlStlenség)

x1txe+ X
Legyen adott x1,xo,...,x, € RT, ekkor y/x1x3 ... %, < : 2 L
n
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1\" )
Az a, = <1 + ) sorozat monotonitasa
n

Tétel (Szamtani-mértani kozép kozti egyenlStlenség)

x1txe+ X
Legyen adott x1,xo,...,x, € RT, ekkor y/x1x3 ... %, < : 2 L
n

LegyenVi=1,....,n:x; =1+ % és xp+1 = 1, alkalmazva az el6bbi tételt:

n n(1+31)+1
<1+1) p (1+1%)
n n+1
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1\" )
Az a, = <1 + ) sorozat monotonitasa
n

Tétel (Szamtani-mértani kozép kozti egyenlStlenség)

x1txe+ X
Legyen adott x1,xo,...,x, € RT, ekkor y/x1x3 ... %, < : 2 L
n

LegyenVi=1,....,n:x; =1+ % és xp+1 = 1, alkalmazva az el6bbi tételt:

n n(1+31)+1
M<1+1> 1< (1) _ntirl 1
n n+1 n+1 n+1
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1\" )
Az a, = <1 + ) sorozat monotonitasa
n

Tétel (Szamtani-mértani kozép kozti egyenlStlenség)

X1+Xo+ -+ Xp

Legyen adott x1,xo,...,x, € RT, ekkor y/x1x3 ... %, <
n

LegyenVi=1,....,n:x; =1+ % és xp+1 = 1, alkalmazva az el6bbi tételt:

n n(14+3%)+1
M<1+1> 1< (1) _ntirl 1
n n+1 n+1 n+1

Véve mindkét oldal n 4 1-edik hatvanyat:

1\" 1 n+1
(143) =(+aia)
n n+1

tehat a, < ap41, vagyis a, sorozat szigortian monoton né.

Matematika A2x Sorozatok 2020 8sz 27 / 30



1 n
Az a, = (1 + ) sorozat korlatossaga
n

LegyenVi=1,....,n:x; =1+ % €S Xpt1 = Xpy2 = %, alkalmazva az
elébbi tételt:

1 1 1
N e R US
x

2 n+2

Matematika A2x

Sorozatok 2020 8sz 28 / 30



-
1 n
Az a, = <1 + ) sorozat korlatossaga
n

LegyenVi=1,....,n:x; =1+ % €S Xpt1 = Xpy2 = %, alkalmazva az
elébbi tételt:

1 n
n+2 1 ) L.
\/( + n 2

—

<”(1+%>+%+%:n+1+1:

1
n+2 n+2

N =
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1 n
Az a, = <1 + ) sorozat korlatossaga
n

LegyenVi=1,....,n:x; =1+ % €S Xpt1 = Xpy2 = %, alkalmazva az
elébbi tételt:

n+\2/<1+1)”_1.1<”(1+,17>+5+5_n+1+1_
n 2 - N

- 1
2 n+2 n+2
Véve mindkét oldal n + 2-edik hatvanyat:

1\" 1
1+-) -><1
(1+3) 5
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1 n
Az a, = <1 + ) sorozat korlatossaga
n

LegyenVi=1,....,n:x; =1+ % €S Xpt1 = Xpy2 = %, alkalmazva az
elébbi tételt:

n+\2/<1+1)”_1.1<”(1+,17>+5+5_n+1+1_
n 2 - N

- 1
2 n+2 n+2
Véve mindkét oldal n + 2-edik hatvanyat:

1\" 1
1+-) =<1
(1+3) 5
Atszorozva 4-el, kapjuk, hogy
1 n
(1 + ) <4,
n

tehdt Vn : a, < 4 és a monotonitasbdl kovetkezik, hogy 2 = a; < a,,
vagyis ap korlatos.
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Tétel(ek) "sorozat a sorozatodikon" tipust hatarértékre

Tétel
: b, _ _C
nll)r20(1+a,,) = e, ha
Q@ Iima,=0
n—o0

Q@ lim |by| =0
n—o0

Q@ lima, b, =c.
n—o0
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Tétel(ek) "sorozat a sorozatodikon" tipust hatarértékre

Tétel
lim (1 4+ a,)? = e, ha
n—>oo( + n) !
Q@ Iima,=0
n—o0o
Q@ lim |by| =0
n—oo

Q@ lima,-b,=c.
n—o0

Az els6 két pont csak a setup, azt hivatott elérni, hogy az alap 1-hez
tartson, a kitevo pedig végtelen abszolit értékii legyen. Tehat az 1*°
tipust hatarérték a benniik szerepld sorozatok szorzatanak hatarértékétol
(c) fuggnek.
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Tétel(ek) "sorozat a sorozatodikon" tipust hatarértékre

Tétel
lim (14 a,) = €S, ha

n—o0
Q@ Iima,=0
n—o0
Q@ lim |by| =0
n—o0

Q@ lima,-b,=c.
n—o0

Az els6 két pont csak a setup, azt hivatott elérni, hogy az alap 1-hez
tartson, a kitevo pedig végtelen abszolit értékii legyen. Tehat az 1*°
tipust hatarérték a benniik szerepl6 sorozatok szorzatanak hatarértékétdl
(c) figgnek. Ez kicsivel tobb, mint az alabbi, szintén alkalmazhaté tétel:

Tétel

n
lim (1 + X) = ¥
n—00 n
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|
Példa

3n+2
3n—1

2n—-1
10. példa Hatarozzuk meg az a, = < ) sorozat hatarértékét.
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. CsmaGém |
Példa

3n+2)\2"1 o
3 1 sorozat hatarértékét.
n_

Az alap és a kitevo is fligg n-tol, ezért prébaljuk meg alkalmaznia az el6bbi

tételt. Alapbdl a sorozat nem (1 + a,)b tipust, ezért kis iigyeskedéssel at
kell alakitanupk:

lim <3”+2>2n_1— lim (3"_”3)2"_1— lim <1+ & >2n_1
n—oo \ 3n — 1 “ oo\ 3n—1 oo 3n—1

és b, =2n — 1. Vizsgaljuk meg a
3n—1

10. példa Hatarozzuk meg az a, = <

Tehat szereposztas szerint a, =

tétel feltételeit:
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. CsmaGém |
Példa

3n+2)\2"1 o
3 1 sorozat hatarértékét.
n_

Az alap és a kitevo is fligg n-tol, ezért prébaljuk meg alkalmaznia az el6bbi

tételt. Alapbdl a sorozat nem (1 + a,)b tipust, ezért kis iigyeskedéssel at
kell alakitanupk:

i 3n_|_2 2n—1_ i 3n—1 +3 2n—1_ ’ ) 3 2n—1
mhoo\3n—1) ~ mheo\ 3n—1 S e v
a1 és b, =2n — 1. Vizsgaljuk meg a

10. példa Hatarozzuk meg az a, = <

Tehat szereposztas szerint a, =

tétel feltételeit:

3
Qo I|m N 3 = nllm

v’
o3n—1 =0
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. CsmaGém |
Példa

3n+2)\21

3n—1
Az alap és a kitevo is fligg n-tol, ezért prébaljuk meg alkalmaznia az el6bbi

tételt. Alapbdl a sorozat nem (1 + a,)b tipust, ezért kis iigyeskedéssel at
kell alakitanupk:

lim (3”+2>2n_1— i (3"_”3)2"_1— lim <1+ & >2n_1
n—oo \ 3n — 1 “ oo\ 3n—1 oo 3n—1

Tehat szereposztas szerint a, =
tétel feltételeit:

10. példa Hatarozzuk meg az a, = < sorozat hatarértékét.

és b, =2n — 1. Vizsgaljuk meg a
3n—1

3
Q@ Ilima,= lim =0v
n—o0 n—oo3n — 1

Q@ limb,= lim2n—1=00 v
n—oo n—oo
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. CsmaGém |
Példa

3n+2)\2"1 o
3 1 sorozat hatarértékét.
n_

Az alap és a kitevo is fligg n-tol, ezért prébaljuk meg alkalmaznia az el6bbi

tételt. Alapbdl a sorozat nem (1 + a,)b tipust, ezért kis iigyeskedéssel at
kell alakitanupk:

lim (3”+2>2n_1— i (3,,_1+3>2n_1_ lim (1+ & >2n_1— &2
n—oo \3n — 1 “ oo\ 3n—1 oo 3n—1 B

és b, =2n — 1. Vizsgaljuk meg a
3n—1

10. példa Hatarozzuk meg az a, = <

Tehat szereposztas szerint a, =

tétel feltételeit:

3
Q@ Ilima,= lim =0v
n—o0 n—oo3n — 1
Q@ limb,= lim2n—1=00 v
n—o0 n—o0 6n . 3 6
Q@ lim a,- b, = nI|_>rrc1>o3n —4 =3~ 2(= c), mert két azonos (elsd)foku
polinom hanyadosanak hatérértéke a foegyitthatok hanyadosa.

Tehat a tételiink alapjan lim a, = €
n—oo
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