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Bevezetés
Egyvaltozos fliggvény: f: R +— R, vagy az f : Df — R¢
Tobbvaltozés figgvény: f:R7 — R
Példa: Vektor hossza: |- |: R® — R, ahol (x,y,z) — /x2 + y2 + 22
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Bevezetés

Egyvaltozos fliggvény: f: R +— R, vagy az f : Df — R¢
Tobbvaltozés figgvény: f:R7 — R

Példa: Vektor hossza: |- |: R® — R, ahol (x,y,z) — /x2 + y2 + 22
Definicié (Altalanos tobbvaltozés fiiggvény)

Az f : R" — R™ 4ltalanos tébbvaltozos fiiggvénynek nevezziik, ha
f(x1, %2,y xn) = (A(x1, ..oy Xn), (X1, ooy Xn)y« oy fm(X1, - -, Xn)) , @ahol
fi a fiiggvény i-edik komponens-vagy koordinatafiiggvénye (f; : R" — R).

Matematika A2x

Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 2 /55



Bevezetés

Egyvaltozos fliggvény: f: R +— R, vagy az f : Df — R¢
Tobbvaltozés figgvény: f:R7 — R
Példa: Vektor hossza: |- |: R3 — R, ahol (x,y,z) — /x2 + y2 + 22

Definicié (Altalanos tobbvaltozés fiiggvény)

Az f : R" — R™ 4ltalanos tébbvaltozos fiiggvénynek nevezziik, ha
f(x1,x2, .y xn) = (A(x1,. .y xn), (X1, s Xn)s ooy fm(X1, ..., X)), @ahol
fi a fiiggvény i-edik komponens-vagy koordinatafiiggvénye (f; : R" — R).

Példa: Legyen f(x,y,z) = (xy,x?> — y?,x3 + 1), ekkor a
komponensfiiggvények a kovetkezok:
fl(va7z):Xy7 fz(X,y,Z)sz—y2, f3(X7)/7z):X3+1
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Bevezetés

Egyvaltozos fliggvény: f: R +— R, vagy az f : Df — R¢
Tobbvaltozés figgvény: f:R7 — R
Példa: Vektor hossza: |- |: R3 — R, ahol (x,y,z) — /x2 + y2 + 22

Definicié (Altalanos tobbvaltozés fiiggvény)

Az f : R" — R™ 4ltalanos tébbvaltozos fiiggvénynek nevezziik, ha
f(x1,x2, .y xn) = (A(x1,. .y xn), (X1, s Xn)s ooy fm(X1, ..., X)), @ahol
fi a fiiggvény i-edik komponens-vagy koordinatafiiggvénye (f; : R" — R).

Példa: Legyen f(x,y,z) = (xy,x?> — y?,x3 + 1), ekkor a
komponensfiiggvények a kovetkezok:

fl(va7z):Xy7 fz(X,y,Z):X2—y2, f3(X7)/7z):X3+1
Szemléltetni az alabbi esetekben tudjuk:
n/m m=1 m=2 m=3
n=1 | koordinatarendszer(sik) sikgorbe térgorbe
n =2 | koordinatarendszer(tér) iranymezé feltlet

n = 3 | skaldrmezd(térsiiriiség) | vektormezd(sikbeli) | vektormezd
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Kétvaltozos fliggvények: n=2, m=1

f:R?2—= R, (x,y) — f(x,y) =z, Grafikon: {(x,y, f(x,y))(x,y) € Ds}
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Kétvaltozos fliggvények: n=2, m=1

f:R?2—= R, (x,y) — f(x,y) =z, Grafikon: {(x,y, f(x,y))(x,y) € Ds}
1. példa Abrazoljuk az f(x,y) = x? + y? fiiggvényt.
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Kétvaltozos fliggvények: n=2, m=1

f:R?2—= R, (x,y) — f(x,y) =z, Grafikon: {(x,y, f(x,y))(x,y) € Ds}
1. példa Abrazoljuk az f(x,y) = x? + y? fiiggvényt.
Abrazolas lépései:

1) x — z tengelymetszet (y = 0): f(x,0) = x?> = parabola
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Kétvaltozds fliggvények: n=2 m=1

f:R?2—= R, (x,y) — f(x,y) =z, Grafikon: {(x,y, f(x,y))(x,y) € Ds}
1. példa Abrazoljuk az f(x,y) = x? + y? fiiggvényt.
Abrazolas lépései:

1) x — z tengelymetszet (y = 0): f(x,0) = x?> = parabola

2) y — z tengelymetszet (x = 0): £(0,y) = y? = parabola
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Kétvaltozds fliggvények: n=2 m=1

f:R?2—= R, (x,y) — f(x,y) =z, Grafikon: {(x,y, f(x,y))(x,y) € Ds}
1. példa Abrazoljuk az f(x,y) = x? + y? fiiggvényt.
Abrazolas lépései:

1) x — z tengelymetszet (y = 0): f(x,0) = x?> = parabola

2) y — z tengelymetszet (x = 0): £(0,y) = y? = parabola

3) szintvonalak (f(x,y) = c): x> + y? = ¢ = +/c sugari kordk
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Fluggvényhatarérték

Definicié
Az f : R" — R™ fiiggvény hatarértéke az xo(x3, 3, .. .,x§) pontban
a(ai, az,...am), haVe>0,30 >0, hogy |x — xg| < 0 esetén |f(x) —a| <e.
Jelélés: lim f(x) = a.
X—>XQ
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Fluggvényhatarérték

Definicié
Az f : R" — R™ fiiggvény hatarértéke az xo(x3, 3, .. .,x§) pontban
a(ai, az,...am), haVe>0,30 >0, hogy |x — xg| < 0 esetén |f(x) —a| <e.
Jelélés: lim f(x) = a.
X—XQ
Az f fiiggvény folytonos xo-ban, ha xg € Dr és lim f(x) = f(xo).

X—>XQ
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Fluggvényhatarérték

Definicié
Az f : R" — R™ fiiggvény hatarértéke az xo(x3, 3, .. .,x§) pontban
a(ai, az,...am), haVe>0,30 >0, hogy |x — xg| < 0 esetén |f(x) —a| <e.
Jelélés: lim f(x) = a.
X—XQ
Az f fiiggvény folytonos xo-ban, ha xg € Dr és lim f(x) = f(xo).

X—>XQ

X 7 7 Ve
7)/2 hatarértéket.

2. példa Vizsgaljuk meg a lim
’ gl &2 00X +y
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Fluggvényhatarérték

Definicié
Az f : R" — R™ fiiggvény hatarértéke az xo(x3, 3, .. .,x§) pontban
a(ai, az,...am), haVe>0,30 >0, hogy |x — xg| < 0 esetén |f(x) —a| <e.
Jelélés: lim f(x) = a.
X—>XQ

Az f fiiggvény folytonos xo-ban, ha xg € Dr és lim f(x) = f(xo).

X—>XQ

2. példa Vizsgaljuk meg a hatarértéket.

im 2
(x.y)=(0,0) X + y
Vizsgaljuk meg a fliggvényt a tengelyeken:

1) Ha y =0, akkor Vx: f(x,0)=0
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Fluggvényhatarérték

Definicié
Az f : R" — R™ fiiggvény hatarértéke az xo(x3, 3, .. .,x§) pontban
a(ai, az,...am), haVe>0,30 >0, hogy |x — xg| < 0 esetén |f(x) —a| <e.
Jelélés: lim f(x) = a.
X—>XQ

Az f fiiggvény folytonos xo-ban, ha xg € Dr és lim f(x) = f(xo).

X—>XQ

2. példa Vizsgaljuk meg a hatarértéket.

im 2
(x.y)—=(0,0) X< + ¥
Vizsgaljuk meg a fliggvényt a tengelyeken:

1) Ha y =0, akkor Vx: f(x,0)=0
2) Ha x =0, akkor Yy : f(0,y) =0
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Fluggvényhatarérték

Definicié
Az f : R" — R™ fiiggvény hatarértéke az xo(x3, 3, .. .,x§) pontban
a(ai, az,...am), haVe>0,30 >0, hogy |x — xg| < 0 esetén |f(x) —a| <e.
Jelélés: lim f(x) = a.
X—XQ
Az f fiiggvény folytonos xo-ban, ha xg € Dr és lim f(x) = f(xo).

X—>XQ

2. példa Vizsgaljuk meg a hatarértéket.

im 2
(x.y)—=(0,0) X< + ¥
Vizsgaljuk meg a fliggvényt a tengelyeken:

1) Ha y =0, akkor Vx: f(x,0)=0
2) Ha x =0, akkor Yy : f(0,y) =0
x? 1
3) Ha Yy =X, akkor f(X,X) = m = E # 0
tehat ez a hatarérték nem létezik, mert barmilyen (0, 0)-hoz kézeledés

mellett ugyanahhoz az értékhez kell konvergalnunk.
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Parcialis derivalt

Definicié
Az f : R" — R fiiggvény a € D¢ helyen x; szerint parcialis derivalhatd, ha
az fi : x; — f(a1,...ai—1, Xi, di+1,- - ., an) €gyvaltozos fiiggvény

of
derivalhaté az x; = a; helyen. Jelélés: a(a) = fi(a) = 0;f(a)

]
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Parcialis derivalt

Definicié
Az f : R" — R fiiggvény a € D¢ helyen x; szerint parcialis derivalhatd, ha
az fi : x; — f(a1,...ai—1, Xi, di+1,- - ., an) €gyvaltozos fiiggvény

derivalhaté az x; = a; helyen. Jelélés: g—j(a) = fi(a) = 0;f(a)

1
Tehat egy kivételével minden valtozét lerdgzitiink egy konstansnak és igy
egy egyvaltozds fiiggvényt mar tudunk derivalni a szokott médon. Ezt
minden valtozé szerint megtehetjik.
3. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = x?> — 3xz + 2y?z — z? parciélis
derivaltjait és szamitsuk ki azt a (2,1, 1) pontban:
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Parcialis derivalt

Definicié
Az f : R" — R fiiggvény a € D¢ helyen x; szerint parcialis derivalhatd, ha
az fi : x; — f(a1,...ai—1, Xi, di+1,- - ., an) €gyvaltozos fiiggvény

of
derivalhaté az x; = a; helyen. Jelélés: G—(a) = fi(a) = 0;f(a)

Xi

Tehat egy kivételével minden valtozét lerdgzitiink egy konstansnak és igy
egy egyvaltozds fiiggvényt mar tudunk derivalni a szokott médon. Ezt
minden valtozé szerint megtehetjik.
3. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = x?> — 3xz + 2y?z — z? parciélis
derivaltjait és szamitsuk ki azt a (2,1, 1) pontban:
fi(x,y,z)=2x—-3z=f)(2,1,1)=4—-3=1
f(x,y,z) =4yz=£)(2,1,1) =4
fl(x,y,z) = —3x +2y?> =2z = f}(2,1,1) = -6 +2 -2 = —6
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Erintésik egyenlete

Egy valtozéban az f : R — R fliggvénygorbe xo € Df pontjahoz tartozé
érint6 egyenes egyenlete:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)
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ErintOsik egyenlete
Egy valtozéban az f : R — R fliggvénygorbe xo € Df pontjahoz tartozé
érint6 egyenes egyenlete:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

Kétvaltozéban az f : R? — R fiiggvénygorbe (xo, yo) € Dy pontjéhoz
tartozé éritosik egyenlete:

z = f(x0, ¥0)(x — x0) + f;(x0, ¥0) (¥ — ¥0) + f(x0, y0)
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Erintésik egyenlete

Egy valtozéban az f : R — R fliggvénygorbe xo € Df pontjahoz tartozé
érint6 egyenes egyenlete:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

Kétvaltozéban az f : R? — R fiiggvénygorbe (xo, yo) € Dy pontjéhoz
tartozé éritosik egyenlete:

z = f(x0, ¥0)(x — x0) + f;(x0, ¥0) (¥ — ¥0) + f(x0, y0)

4. példa Irjuk fel az f(x,y) = x?y3 — 3y + 4 fiiggvény (2, 1) pontjahoz
tartozé érint6sik egyenletét.
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Erintésik egyenlete

Egy valtozéban az f : R — R fliggvénygorbe xo € Df pontjahoz tartozé
érint6 egyenes egyenlete:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)
Kétvaltozéban az f : R? — R fiiggvénygorbe (xo, yo) € Dy pontjéhoz
tartozé éritosik egyenlete:
z = (%0, ¥0)(x — x0) + f,(x0, ¥0)(¥ — y0) + f(x0, ¥0)

4. példa Irjuk fel az f(x,y) = x?y3 — 3y + 4 fiiggvény (2, 1) pontjahoz
tartozé érint6sik egyenletét.

f(2,1)=4-3+4=5

fix,y) =2xy> = £(2,1) = 4

Gﬁ(x,y):3x2y2—3: f,(2,1)=12-3=9

Erint6sik egyenlete:

z=4(x—-2)+9(y—-1)+5=4x—-8+9y —9+5=4x+9y — 12
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Gradiens

Definicié

Ha egy f : R" — R fliggvény valamely Py € R" pontjaban az 6sszes
parcialis derivalt létezik, akkor f Py-beli gradiense azon n—dimenziés
vektor, melynek i—edik koordinataja az i—edik parcialis derivalt a Py
helyen. Jelolés: grad f(Poy) vagy VI (Po) ("nabla").
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Gradiens

Definicié

Ha egy f : R" — R fliggvény valamely Py € R" pontjaban az 6sszes
parcialis derivalt létezik, akkor f Py-beli gradiense azon n—dimenziés
vektor, melynek i—edik koordinataja az i—edik parcialis derivalt a Py
helyen. Jelolés: grad f(Poy) vagy VI (Po) ("nabla").

5. példa Irjuk fel az f(x,y) = x? + y? fiiggvény gradiensét és érintSsikjat

az (%, %) pontban.
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Gradiens

Definicié
Ha egy f : R" — R fliggvény valamely Py € R" pontjaban az 6sszes
parcialis derivalt létezik, akkor f Py-beli gradiense azon n—dimenziés

vektor, melynek i—edik koordinataja az i—edik parcialis derivalt a Py
helyen. Jelolés: grad f(Poy) vagy VI (Po) ("nabla").

5. példa Irjuk fel az f(x,y) = x? + y? fiiggvény gradiensét és érintSsikjat
az (%, 1) pontban.

3
1 1) _ 1 1 _ 5
F(13)=%+i=5
fi(x,y) =2x = f] (%,%) = %
— 1 1) _
ﬂl(Xa)/) =2y = f; (zaj) =1
Gradiens: grad f(x.y) = Vf(x.y) = (2x,2y) = gradf (,3) = (1.1)

Erintdsik egyenlete: z = % (x — %) +1 (y— %) + 1% =z = %x—i—y — %
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Totalis derivalt

Egyvaltozés derivalt masképpen: Ha az f : R — R fliggvény
differencidlhaté az xg € Df pontban, akkor e(x — x0)
f(x) = f(x0) + F'(x0)(x — x0) + €(x — x0), ahol lim =—=2/

X—=Xo X — X0

=0.
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Totalis derivalt

Egyvaltozés derivalt masképpen: Ha az f : R — R fliggvény
differencialhaté az xp € Dr pontban, akkor

f(x) = f(x0) + /(x0) (x = x0) + €(x = x), ahol X'L"log(xx—_x?)

=0.
Definicié
Az f:R"— R™, f(x1,...,xn) = (A(X1, -y Xn)s oy (X1, - -, Xn))

totalisan differencialhato az xg € Df belsé pontban, ha a

komponensfiiggvényei minden valtozé szerint parcidlisan derivalhatéak és
= - €(x—x0) _ _ of;
f(x) = f(x0) + A(x — x0) + €(x — xo), ahol XI|_)mXom =0, A, = I

Az A € R™" mdtrixot az f(x) xo-beli Jacobi-matrixdnak nevezziik.
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Totalis derivalt

Egyvaltozés derivalt masképpen: Ha az f : R — R fliggvény
differencialhaté az xp € Dr pontban, akkor

f(x) = f(x0) + /(x0) (x = x0) + €(x = x), ahol X'L"log(x)tx?)

=0.
Definicié
Az f:R"— R™, f(x1,...,xn) = (A(X1, -y Xn)s oy (X1, - -, Xn))

totalisan differencialhato az xg € Df belsé pontban, ha a

komponensfiiggvényei minden valtozé szerint parcidlisan derivalhatéak és
= - €(x—x0) _ _ of;
f(x) = f(x0) + A(x — x0) + €(x — xo), ahol xh—mom =0, A, = I

Az A € R™" mdtrixot az f(x) xo-beli Jacobi-matrixdnak nevezziik.

Tétel

Ha az f : R" — R™ fliggvény minden komponensfiiggvényének minden
parcialis derivaltja létezik és folytonos az xg € Dr egy kdrnyezetében, akkor
f(x) az xo-ban totélisan differencialhaté.
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|
Példa

6. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = (xy — z%,x% — y? 4 3z) fiiggvény
Jacobi-matrixat.

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 9 /55



. CsmaGém |
Példa

6. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = (xy — z%,x% — y? 4 3z) fiiggvény
Jacobi-matrixat.

Az f fuggvénynek 3 valtozdja van és 2 komponensfiiggvénye, ezért a

Jacobi méatrix 2 x 3-as. Nézziik a komponensfiiggvényeket és azok Osszes
parcialis derivaltjat:

ﬂ(Xa}/7z) :Xy—Z2

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

6. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = (xy — z%,x% — y? 4 3z) fiiggvény
Jacobi-métrixat.

Az f fuggvénynek 3 valtozdja van és 2 komponensfiiggvénye, ezért a
Jacobi méatrix 2 x 3-as. Nézziik a komponensfiiggvényeket és azok Osszes
parcialis derivaltjat:

ﬂ(Xa}/7z) :Xy—Z2

Oxfi(x,y,z) =y
oyf(x,y,z) =x
0.f(x,y,z) = =2z

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

6. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = (xy — z%,x% — y? 4 3z) fiiggvény
Jacobi-métrixat.

Az f fuggvénynek 3 valtozdja van és 2 komponensfiiggvénye, ezért a
Jacobi méatrix 2 x 3-as. Nézziik a komponensfiiggvényeket és azok Osszes
parcialis derivaltjat:

A(x,y,z) =xy — 2

oxti(x,y,z )—y

ofi(x,y,z) =

0zfi(x,y,z) =
h(x,y,z) =x*—y*+3z

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

6. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = (xy — z%,x% — y? 4 3z) fiiggvény

Jacobi-métrixat.

Az f fuggvénynek 3 valtozdja van és 2 komponensfiiggvénye, ezért a

Jacobi méatrix 2 x 3-as. Nézziik a komponensfiiggvényeket és azok Osszes

parcialis derivaltjat:
f(x,y,2z) =xy — 2°

Ixh(x,y,z) = y

dyhi(x,y,z) =

0. fi(x \y,z) =

Oxh(x,y,z) = 2x
Oyfa(x,y,z) = =2y

(

(

(

h(x,y,2) = x* = y* + 3z
(

(
0.fh(x,y,z) =3
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. CsmaGém |
Példa

6. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = (xy —

72, x? — y? + 3z) figgvény
Jacobi-matrixat.

Az f fuggvénynek 3 valtozdja van és 2 komponensfiiggvénye, ezért a

Jacobi méatrix 2 x 3-as. Nézziik a komponensfiiggvényeket és azok Osszes
parcialis derivaltjat:

A(x,y,z) =xy — 2

Oxfi(x,y,z) =y
8 Vfi(x,y,z) =x Tehét a Jacobi-matrix:
d:fi(x,y,2) = —
2_y2 fooya)=| ) 5 5
f(x,y,2z) = x° —y* +3z ’ 2x 2y 3
Oxfa(x,y,z) = 2x
Oyh(x,y,z) = =2y
0.fh(x,y,z) =3
Matematika A2x
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Iranymenti derivalt

Parcialis derivalt: Megmondja, hogy az x és y tengely irdnydba mennyi az
érint6 meredeksége.
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Iranymenti derivalt
Parcialis derivalt: Megmondja, hogy az x és y tengely irdnydba mennyi az
érint6 meredeksége.

Kérdés: Mi az érintd meredeksége egy tetszbleges, nem tengellyel
parhuzamos iranyba?
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Iranymenti derivalt

Parcialis derivalt: Megmondja, hogy az x és y tengely irdnydba mennyi az
érinté meredeksége.

Kérdés: Mi az érintd meredeksége egy tetszbleges, nem tengellyel
parhuzamos iranyba?

Definicié

Az f : R" — R fiiggvény valamely Py € R" pontjaban a v egységvektor

F(P) — f(P
(Iv| = 1) irdnydba esé iranymenti derivaltjia a _lim (P) — F(Po)
P=Pot Py

W a v vektorral egyéllasd. Jelolés: f](Po).

, ahol

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 10 / 55



Iranymenti derivalt

Parcialis derivalt: Megmondja, hogy az x és y tengely irdnydba mennyi az
érinté meredeksége.

Kérdés: Mi az érintd meredeksége egy tetszbleges, nem tengellyel
parhuzamos iranyba?

Definicié

Az f : R" — R fiiggvény valamely Py € R" pontjaban a v egységvektor

F(P) — f(P
(Iv| = 1) irdnydba esé iranymenti derivaltjia a _lim (P) — F(Po)
P=Pot Py

ﬁ a v vektorral egyéllasd. Jelolés: f](Po).

A fenti hatarérték ekvivalens a |im f(Po + tv) — f(Po)
t—0+ t

, ahol

hatarértékkel.
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Iranymenti derivalt

Parcialis derivalt: Megmondja, hogy az x és y tengely irdnydba mennyi az
érinté meredeksége.

Kérdés: Mi az érintd meredeksége egy tetszbleges, nem tengellyel
parhuzamos iranyba?

Definicié

Az f : R" — R fiiggvény valamely Py € R" pontjaban a v egységvektor

F(P) — f(P,
(Iv| = 1) irdnydba esé iranymenti derivaltjia a _lim (P)— A 0), ahol
P—Py+ ’PO ’

ﬁ a v vektorral egyéllasd. Jelolés: f](Po).

A fenti hatarérték ekvivalens a |im f(Po + tv) — f(Po)
t—0+ t

hatarértékkel.

Tétel

Ha az f : R" — R fiiggvény totélisan derivalhaté Py-ban, akkor az f,)(Po)
iranymenti derivalt kiszamithaté dgy, hogy f,(Po) = (grad f(Po), v) .

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 10 / 55



|
Példa

7. példa Irjuk fel az f(x,y) = x?y — 3xy3 + 6x — 3 fiiggvény v = (3,4)
irany( derivaltjat a P(1,2) helyen.
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x,y) = x?y — 3xy3 + 6x — 3 fiiggvény v = (3,4)
irany( derivaltjat a P(1,2) helyen.

Els6 1épésben kiszamitjuk a fliggvény parcialis derivaltjait:

fl(x,y)=2xy —3y3+6=f/(1,2) =4 —-24+6=—14

Matematika A2x
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x,y) = x?y — 3xy3 + 6x — 3 fiiggvény v = (3,4)
irany( derivaltjat a P(1,2) helyen.

Els6 1épésben kiszamitjuk a fliggvény parcialis derivaltjait:

fl(x,y)=2xy —3y3+6=f/(1,2) =4 —-24+6=—14

f(x,y) = x2 = 9xy? = f,(1,2) =1-36=—35
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Példa

7. példa Irjuk fel az f(x,y) = x?y — 3xy3 + 6x — 3 fiiggvény v = (3,4)
irany( derivaltjat a P(1,2) helyen.

Els6 1épésben kiszamitjuk a fliggvény parcialis derivaltjait:

fl(x,y)=2xy —3y3+6=f/(1,2) =4 —-24+6=—14

f(x,y) = x2 = 9xy? = f,(1,2) =1-36=—35

Majd meghatarozzuk a v irdnyl egységvektort:

v—"—1(34)—< 4)
O v V3Exra2 7 T \5'5

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

7. példa Irjuk fel az f(x,y) = x?y — 3xy3 + 6x — 3 fiiggvény v = (3,4)
irdnyd derivaltjat a P(1,2) helyen.

Els6 1épésben kiszamitjuk a fliggvény parcialis derivaltjait:

fl(x,y)=2xy —3y3+6=f/(1,2) =4 —-24+6=—14

f(x,y) = x2 = 9xy? = f,(1,2) =1-36=—35

Majd meghatarozzuk a v irdnyl egységvektort:

v 1 3 4
vo=—=———(3,4)= (-, =

v V32442 55
Az f(x,y) mindkét véltozdja szerinti parciélis derivalt létezik és folytonos,
tehat a fiiggvény totélisan derivalhatd, ezért az el6z6 tétel alapjan az
irdnymenti derivalt meghatarozhaté a gradiens és az adott irdnyd
egységvektor skalaris szorzataként:
f;//(va) = <grad f(Xay)v V0> =

~ —42-140

3 4 182
f(/:*,’4)(1a2) = <(_14a _35)a <57 5)> - f _? == —36,4
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Iranymenti derivalt szélsdértéke

Ha a fliggvény totélisan derivalhatd, akkor a parcialis derivaltakbdl minden
mas irdnyba kiszamolhaté az irdnymenti derivalt, azaz az adott pontra
jelemzd meredekségek (minden irdnyban) mér a parcidlis derivaltakba bele
vannak kédolva.

Kérdés: Milyen iranyba lesz a meredekség maximalis/minimalis?
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Iranymenti derivalt szélsdértéke

Ha a fliggvény totélisan derivalhatd, akkor a parcialis derivaltakbdl minden
mas irdnyba kiszamolhaté az irdnymenti derivalt, azaz az adott pontra
jelemzd meredekségek (minden irdnyban) mér a parcidlis derivaltakba bele
vannak kédolva.

Kérdés: Milyen iranyba lesz a meredekség maximalis/minimalis?

A szOveges széls6értéknél mindig valamilyen paramétert vezetiink be, itt
legyen o az adott irdnyl vg egységvektor és a gradiensvektor szoge.
f/(x,y) = (grad f(x, y),vo) = |grad f(x, y)|-|vo| cos @ = |grad f(x, y)| cos «
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Iranymenti derivalt szélsdértéke

Ha a fliggvény totélisan derivalhatd, akkor a parcialis derivaltakbdl minden
mas irdnyba kiszamolhaté az irdnymenti derivalt, azaz az adott pontra
jelemzd meredekségek (minden irdnyban) mér a parcidlis derivaltakba bele
vannak kédolva.

Kérdés: Milyen iranyba lesz a meredekség maximalis/minimalis?

A szOveges széls6értéknél mindig valamilyen paramétert vezetiink be, itt
legyen o az adott irdnyl vg egységvektor és a gradiensvektor szoge.
f/(x,y) = (grad f(x, y),vo) = |grad f(x, y)|-|vo| cos @ = |grad f(x, y)| cos «
A gradiensvektor nagysdga az adott pontra jellemzd tulajdonsig, ami az «
valtozasara invarians, vagyis az irdnymenti derivalt értékét egyediil a
gradienssel bezart szog koszinusza hatdrozza meg:

Tétel

Legyen az f : R? — R fiiggvény totalisan derivalhaté Po-ban, ekkor az
iranymenti derivalt akkor maximalis, ha a gradiensvektor iranyaba mutat,
minimalis, ha azzal ellentétes és 0 a ra merdleges iranyokba.
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Lancszabaly

Emlékeztetd: (fog) = (f(g(x))) = f'(g(x))g’(x)
Kérdés: Hogyan lehet a lancszabalyt kiterjeszteni tobb valtozéra?
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Lancszabaly

Emlékeztetd: (fog) = (f(g(x))) = f'(g(x))g’(x)
Kérdés: Hogyan lehet a lancszabalyt kiterjeszteni tobb valtozéra?

Tétel

Legyen f : R™ — R" és g : R¥ s R™ olyan fiiggvények, hogy g
differencialhaté xo € R és f differencialhaté g(xq) € R™-ben. Ekkor

(f o g) : RK s R" fiiggvény differencilhaté xo-ban, (f o g)'(xo) € R™k és
(fog)'(x0) = f'(g(x0))g’(x0), ahol f'(g(x0)) € R™™ és g'(xo) € R™*X.
Tehat szikségiink van mindkét fliggvény Jacobi-matrixara, az f-nek a
g(xo), g-nek az xg helyen és ezen matrixokat 6ssze kell szoroznunk.
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Lancszabaly

Emlékeztetd: (fog) = (f(g(x))) = f'(g(x))g’(x)

Kérdés: Hogyan lehet a lancszabalyt kiterjeszteni tobb valtozéra?

Tétel

Legyen f : R™ — R" és g : R¥ s R™ olyan fiiggvények, hogy g
differencialhaté xo € R és f differencialhaté g(xq) € R™-ben. Ekkor

(f o g) : RK s R" fiiggvény differencilhaté xo-ban, (f o g)'(xo) € R™k és
(f o g) (%) = f'(g(x0))g'(x0), ahol f'(g(xo)) € R™™ és g'(x0) € R™*X.,

Tehat szikségiink van mindkét fliggvény Jacobi-matrixara, az f-nek a
g(xo), g-nek az xg helyen és ezen matrixokat 6ssze kell szoroznunk.
Specidliseset: k=1, m=2, n=1

Ha f:(x,y) — f(x,y) és g : t — (x(t), y(t)), akkor

(fog)(t) = f(x(t),y(t)), egy tdbmegpontra jellemzd helyfiiggd mennyiség.

(Fog)(t)=[ Fx(D.7(1) Hx(e).y(0) | [ MK ] =
= F(x(8), Y(8) - X () + F/(x(2),y (1)) - ¥ (1)
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Legyen f(x,y) = ¢x%y® és g(t) = (t3, t?). Hatérozzuk meg az
o g)(t) fuggvény derivaltjat a tobbvéltozés lancszabaly segitségével.
p fioevény derivaltia Sbbviltozss |4 bal rséobvel
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Példa

8. példa Legyen f(x,y) = ¢x%y® és g(t) = (t3, t?). Hatérozzuk meg az

(f o g)(t) fuggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.

2
Sziikségiink van a g(t) Jacobi-métrixara: g’(t) = l 32tt ]
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Legyen f(x,y) = ¢x%y® és g(t) = (t3, t?). Hatérozzuk meg az
o g)(t) fuggvény derivaltjat a tobbvéltozés lancszabaly segitségével.
p fioevény derivaltia Sbbviltozss |4 bal rséobvel

2t

Sziikségiink van az f(x,y) Jacobi métrixara: f'(x,y) = [ %xy3 %x2y2 }

2
Sziikségiink van a g(t) Jacobi-méatrixdra: g'(t) = l 3t ]
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Legyen f(x,y) = ¢x%y® és g(t) = (t3, t?). Hatérozzuk meg az
o g)(t) fuggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.
‘ foravény derivaltiat a tobbvaltozss 14 bl ft<éobvel

2
Sziikségiink van a g(t) Jacobi-métrixara: g’(t) = l 32tt ]

Sziikségiink van az f(x,y) Jacobi métrixara: f'(x,y) = [ %xy3 %x2y2 }
Az f(x,y) Jacobi-matrixa a g(t) helyen:
Fg(t)) = F(x(t),y(6) = [ 383(2)° J(2(£)? | = | 3¢ 360 |
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Legyen f(x,y) = ¢x%y® és g(t) = (t3, t?). Hatérozzuk meg az
(f o g)(t) fuggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.

2
Sziikségiink van a g(t) Jacobi-métrixara: g’(t) = l 32tt ]

Sziikségiink van az f(x,y) Jacobi métrixara: f'(x,y) = [ %xy3 5X°y
Az f(x,y) Jacobi-matrixa a g(t) helyen:
Fg(t)) = F(x(t),y(6) = [ 32(2)° J(2(£)? | = | 3¢ 360 |

Tehat a lancszabaly alapjan:

iy [ 1,0 1,07 3t 1, 11 11
(Fog)(t)=| 32 3t10 | S, | =ttt =2t
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Legyen f(x,y) = ¢x%y® és g(t) = (t3, t?). Hatérozzuk meg az
(f o g)(t) fuggvény derivaltjat a tobbvaltozés lancszabaly segitségével.

2
Sziikségiink van a g(t) Jacobi-métrixara: g’(t) = l 32tt ]

Sziikségiink van az f(x,y) Jacobi métrixara: f'(x,y) = [ %xy3 %x2y2 }
Az f(x,y) Jacobi-matrixa a g(t) helyen:
Fg(t)) = F(x(t),y(6) = [ 32(2)° J(2(£)? | = | 3¢ 360 |

Tehat a lancszabaly alapjan:

(fog)(t) = [ 119 1410 } 3 g
3 2 2t

Vegyiik észre, hogy az ebben a specialis esetben:
1 1
fg(t)) = g(£)%(£7)° = £t™2, amibél (f(g(t)))" = 2¢™.
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Masodrendii parcidlis derivaltak

Definicié
Legyen f : R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Ds pontban, ekkor

az f/(x) fiiggvény x; szerinti parcilis derivaltja, ha az létezik, akkor azt az
f(x) i-edik és j-edik masodrend(i parcidlis derivaltjianak nevezziik.
0°f
T, (X0) = i/ (x0) = 93f (xo)

iUXj

Jelolés:
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Masodrendii parcidlis derivaltak

Definicié
Legyen f : R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Ds pontban, ekkor

az f/(x) fiiggvény x; szerinti parcilis derivaltja, ha az létezik, akkor azt az
f(x) i-edik és j-edik masodrend(i parcidlis derivaltjianak nevezziik.

T (x0) = F(x0) = 32F(x0)

Jelolés:
iOXj

9. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x% — 3xy? + xy + y> fiigvény
masodrendii parcialis derivaltjait.
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Masodrendii parcidlis derivaltak

Definicié
Legyen f : R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Ds pontban, ekkor

az f/(x) fiiggvény x; szerinti parcilis derivaltja, ha az létezik, akkor azt az
f(x) i-edik és j-edik masodrend(i parcidlis derivaltjianak nevezziik.

2
Jel6lés: (Xo) = f;-J/-’(Xo) = 63f(X0)

0

9. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x% — 3xy? + xy + y> fiigvény
masodrendii parcialis derivaltjait.
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Masodrendii parcidlis derivaltak

Definicié
Legyen f : R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Ds pontban, ekkor

az f/(x) fiiggvény x; szerinti parcilis derivaltja, ha az létezik, akkor azt az
f(x) i-edik és j-edik masodrend(i parcidlis derivaltjianak nevezziik.

2
Jel6lés: (Xo) = f;-J/-’(Xo) = 63f(X0)

TG
9. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x% — 3xy? + xy + y> fiigvény
masodrendii parcialis derivaltjait.

fl(x,y) =2
fi(x,y) =2x —3y*+y fo(x,y) = =6y +1
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Masodrendii parcidlis derivaltak

Definicié
Legyen f : R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Ds pontban, ekkor

az f/(x) fiiggvény x; szerinti parcilis derivaltja, ha az létezik, akkor azt az
f(x) i-edik és j-edik masodrend(i parcidlis derivaltjianak nevezziik.

2
Jel6lés: (Xo) = f;-J/-’(Xo) = 63f(X0)

0

9. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x% — 3xy? + xy + y> fiigvény
masodrendii parcialis derivaltjait.
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Masodrendii parcidlis derivaltak

Definicié
Legyen f : R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Ds pontban, ekkor

az f/(x) fiiggvény x; szerinti parcilis derivaltja, ha az létezik, akkor azt az

f(x) i-edik és j-edik masodrend(i parcidlis derivaltjianak nevezziik.
2

o-f
T, (X0) = i/ (x0) = 93f (xo)

iUXj

Jelolés:

9. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x% — 3xy? + xy + y> fiigvény
masodrendii parcialis derivaltjait.

f)é/((xay) - 2
fi(x,y) =2x —3y*+y (X, y) =6y +1
fy(x,y) = —bxy 4+ x + 3y fr(x,y) = =6y +1

fyy(x,y) = —6x + 6y
Ilyen médon a derivalt tetszéleges rendben definialhaté.
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Masodrendii parcidlis derivaltak

Definicié
Legyen f : R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté xo € Ds pontban, ekkor
az f/(x) fiiggvény x; szerinti parcilis derivaltja, ha az létezik, akkor azt az
f(x) i-edik és j-edik masodrend(i parcidlis derivaltjianak nevezziik.
2f
(x0) = £/ (x0) = 95 (x0)

0

Jelolés:

9. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x% — 3xy? + xy + y> fiigvény
masodrendii parcialis derivaltjait.

f)é/((xay) - 2
fi(x,y) =2x —3y*+y fo(x,y) = =6y +1
f)(x,y) = —6bxy + x 4 3y? fr(x,y) = —6y +1

Ilyen médon a derivalt tetszéleges rendben definialhaté.
Eszrevehetd, hogy most £ (x, y) = f,,(x, y).
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Masodik totdlis derivalhatdéség és Young-tétel

Definicié
Ha f : R" — R totélisan derivalhaté az xo egy kérnyezetében és az

elsérendii derivaltjai totalisan derivalhatéak xo-ban, akkor f kétszer
totalisan derivalhaté xg-ban.
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Masodik totdlis derivalhatdéség és Young-tétel

Definicié

Ha f : R" — R totdlisan derivalhaté az xo egy kérnyezetében és az
elsérendii derivaltjai totalisan derivalhatéak xo-ban, akkor f kétszer
totalisan derivalhaté xg-ban.

Tétel (Young)
Ha f : R" — R kétszer totalisan derivalhaté xg-ban, akkor
Vi,j€{1,...,n}: f(x0) = £ (xo)
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Lokalis szélsoérték

Definicié
Az f : R" — R fiiggvénynek a lokalis maximuma/minimuma van az
xg € R" pontban, ha xg-nak van egy olyan D C R" kérnyezete, hogy

Vx € D-re f(x) < f(xo)/f(x) > f(xo).

Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 17 / 55
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Lokalis szélsoérték

Definicié

Az f : R" — R fiiggvénynek a lokalis maximuma/minimuma van az
xo € R" pontban, ha xo-nak van egy olyan D C R" kérnyezete, hogy
Vx € D-re f(x) < f(xo)/f(x) > f(xo).

Tétel (Széls6érték sziikséges feltétele)

Ha az f : R" — R fiiggvénynek a lokalis szélsGértéke van az xg € R”
pontban, akkor ott a létez6 Ssszes parcialis derivalt O.
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S CeimaGéa
Lokalis szélsoérték

Definicié
Az f : R" — R fiiggvénynek a lokalis maximuma/minimuma van az

xg € R" pontban, ha xg-nak van egy olyan D C R" kérnyezete, hogy
Vx € D-re f(x) < f(xo)/f(x) > f(xo).

Tétel (Széls6érték sziikséges feltétele)

Ha az f : R" — R fiiggvénynek a lokalis szélsGértéke van az xg € R"
pontban, akkor ott a létez6 Ssszes parcialis derivalt O.

Definicié
Az f : R" — R fiiggvény stacionarius pontjai az olyan x € D¢ pontok,
melyekben az 6sszes parcialis derivalt 0.
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Feliileti gorbe konvexitasa 1.

Kérdés: Mikor lesz egy stacionarius pontban széls6érték?
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Feliileti gorbe konvexitasa 1.

Kérdés: Mikor lesz egy stacionarius pontban szélséérték?

Egy stacionérius pontban minden irdnymenti derivalt is 0, tehat minden
irdnyhoz tartozé fellleti gorbének lehet itt szélsGértéke. Ha minden
irdnyban ez egy azonos tipusu lokalis szélsGérték, akkor ez az eredeti
fuggvénynek is lokalis széls6értéke lesz. Egyvaltozds esetben elégséges
feltétel volt az, hogy a masodik derivalt pozitiv (minimum) vagy negativ
(maximum) legyen. Tehat lokalis széIs6érték van, ha minden irdnyban a
masodik derivalt azonos eldjeli.
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Feliileti gorbe konvexitasa 1.

Kérdés: Mikor lesz egy stacionarius pontban szélséérték?

Egy stacionérius pontban minden irdnymenti derivalt is 0, tehat minden
irdnyhoz tartozé fellleti gorbének lehet itt szélsGértéke. Ha minden
irdnyban ez egy azonos tipusu lokalis szélsGérték, akkor ez az eredeti
fuggvénynek is lokalis széls6értéke lesz. Egyvaltozds esetben elégséges
feltétel volt az, hogy a masodik derivalt pozitiv (minimum) vagy negativ
(maximum) legyen. Tehat lokalis széIs6érték van, ha minden irdnyban a
masodik derivalt azonos eldjeli.

Kérdés: Hogyan tudjuk adott irdnyba meghatarozni a masodik derivaltat?
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Feliileti gorbe konvexitasa 1.

Kérdés: Mikor lesz egy stacionarius pontban szélséérték?

Egy stacionérius pontban minden irdnymenti derivalt is 0, tehat minden
irdnyhoz tartozé fellleti gorbének lehet itt szélsGértéke. Ha minden
irdnyban ez egy azonos tipusu lokalis szélsGérték, akkor ez az eredeti
fuggvénynek is lokalis széls6értéke lesz. Egyvaltozds esetben elégséges
feltétel volt az, hogy a masodik derivalt pozitiv (minimum) vagy negativ
(maximum) legyen. Tehat lokalis széIs6érték van, ha minden irdnyban a
masodik derivalt azonos eldjeli.

Kérdés: Hogyan tudjuk adott irdnyba meghatarozni a masodik derivaltat?
Legyen az f(x, y) flggvény stacionarius pontja (xp, yo) és legyen f kétszer
totélisan derivalhatd. Tekintsiik az e = (cos o, sin «) egységvektor
irdnyaba mutaté f(x(t), y(t)) = f(xo + tcosa, yp + tsina) t-tél figgd
R — R fuggvényt. Ez Ggy is felfoghatd, mint az f(g(t)) kompozicié, ahol
g:R—R? g(t) = (xo+ tcosa, yg + tsina). Az f(g(t)) figgvény t
szerinti derivéltja a lancszabaly alapjan szdmolhaté.
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Feliileti gorbe konvexitasa 2.

(Fa(2)) = F(a()&'(t) = | Fx(t).¥(1)) £lx(t). ¥(1)) ] [ ha
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Feliileti gorbe konvexitasa 2.

—~
-

(8(£)))' =F(&(1)g'(t) = | Fx(D).5(2) F(x(2).¥(1)) | l ;:8 ] -
= fl(x0 + tcosa, yp + tsina)cosa + f)f(Xo +tcosa, yo + tsina)sina =
= (g(t)) cosor + £(g(1)) sina
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Feliileti gorbe konvexitasa 2.

xX'(t
(F(e(e) = Fe()e'(t) = | £x(D)(e) Fx(E)y(1)) | [ o ] -
= fy(xo + tcosa, yo + tsina)cosa + f(xo + tcosa, yo + tsina)sina =
= f(g(t)) cosa + f;(g(t))sina
A fellleti gérbe masodik derivaltjat a lancszabaly ismételt alkalmazasaval
kapjuk meg az 6sszeg mindkét tagjara:

(f(g(1)))" = cosa[f(g(t))]' + sin alfy(g(t)))

Matematika A2x
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Feliileti gorbe konvexitasa 2.

xX'(t
(F(e(e) = Fe()e'(t) = | £x(D)(e) Fx(E)y(1)) | [ o ] -
= fy(xo + tcosa, yo + tsina)cosa + f(xo + tcosa, yo + tsina)sina =
= f(g(t)) cosa + f;(g(t))sina
A fellleti gérbe masodik derivaltjat a lancszabaly ismételt alkalmazasaval
kapjuk meg az 6sszeg mindkét tagjara:
(f(g(1)))" = cosa[fi(g(t))]' + sin alfy(g(t))]" = cos a[f(g(t)) cos o +
7,(&(6))sin a] + sinal£2,(g(t)) cosa + £, (g(t))sin ]

Matematika A2x
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Feliileti gorbe konvexitasa 2.

x'(t
(F(e(e) = Fe()e'(t) = | £x(D)(e) Fx(E)y(1)) | [ o ] -
= fy(xo + tcosa, yo + tsina)cosa + f(xo + tcosa, yo + tsina)sina =
= f(g(t)) cosa + f;(g(t))sina
A fellleti gérbe masodik derivaltjat a lancszabaly ismételt alkalmazasaval
kapjuk meg az 6sszeg mindkét tagjara:
(f(g(1)))" = cos o f(g(1))] + sinafy(g(t))]" = cos o[£ (g(t)) cos o +
fy(8(t))sina] + sin aff] (g(t)) cos o + £ (g(t)) sina]
Egyszer(isités, a Young-tétel alkalmazéasa és t = 0 beirdsa utén:
(f(g(0)))" = £/ (x0, yo) cos? a + 2f)§}’,(x0,yo) cosasin o + f}ﬁ}’,(xo,yo) sin? «
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Feliileti gorbe konvexitasa 2.

/
(F(e()) = F(g(e)g(t) = | Alx().y(8) £x()x(2) | [ o ] -
= f(x0 + tcosa,yo + tsina)cosa + fy(xo + tcosa, yo + tsina)sina =
= f(g(t)) cosa + f;(g(t))sina
A fellleti gérbe masodik derivaltjat a lancszabaly ismételt alkalmazasaval
kapjuk meg az 6sszeg mindkét tagjara:
(f(&(t)))" = cosaf(g(1))]' + sinalfy(g(t))]" = cos a[f(g(t)) cos o +
7 (&(1)) sin a] + sin al £, (&(t)) cos o + £, (g(t)) sin ]
Egyszer(isités, a Young-tétel alkalmazéasa és t = 0 beirdsa utén:
(f(g(0)))" = £/ (x0, yo) cos? a + 2f,(x0, Yo) cos asin a + £ (x0, Y0) sin? o
Ehhez emeljiink ki az egyenletbél cos? a-t:
((£(0)))" = cos® a(f;, (x0, yo) tan® a + 2£;; (xo, yo) tan & + £} (x0, ¥0))
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Feliileti gorbe konvexitasa 2.

/
(F(e()) = F(g(e)g(t) = | Alx().y(8) £x()x(2) | [ o ] -
= f(x0 + tcosa,yo + tsina)cosa + fy(xo + tcosa, yo + tsina)sina =
= f(g(t)) cosa + f;(g(t))sina
A fellleti gérbe masodik derivaltjat a lancszabaly ismételt alkalmazasaval
kapjuk meg az 6sszeg mindkét tagjara:
(f(g(1)))" = cos o f(g(1))] + sinafy(g(t))]" = cos o[£ (g(t)) cos o +
7 (&(1)) sin a] + sin al £, (&(t)) cos o + £, (g(t)) sin ]
Egyszer(isités, a Young-tétel alkalmazéasa és t = 0 beirdsa utén:
(f(g(0)))" = £/ (x0, yo) cos? a + 2f,(x0, Yo) cos asin a + £ (x0, Y0) sin? o
Ehhez emeljiink ki az egyenletbél cos? a-t:
((£(0)))" = cos® a(f;, (x0, yo) tan® a + 2£;; (xo, yo) tan & + £} (x0, ¥0))
A tan a-ra masodfoki kifejezés allandé el6jelti, ha nincs gyoke, vagyis a
diszkriminansa negativ: D = 4(f}(x0, ¥0))* — 4£(x0, Y0) £,y (X0, ¥0) < 0,
azaz f;)/((X07}/0)f;)//(X07}/0) - (f;:}//(xoayO))z > 0.
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Elégséges feltétel — Kétvaltozds eset

Tétel

Ha az f : R? + R fiiggvénynek az (xo, o) pont valamely kdrnyezetében a
masodik parcialis derivaltjai lIéteznek és folytonosak, tovabba

f;(X07y0) = f;(XOLVO) =0 és f;g((xo’yO)f;)//(XO?yO) - (f;(/),/(xovyO))2 > Oa

akkor az f(x, y) figgvénynek lokalis szélsGértéke van az (xo, yo) pontban.
A széls6érték minimum, ha £} (xo, yo) > 0 és maximum, ha £} (xo, yo) < 0.
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Elégséges feltétel — Kétvaltozds eset

Tétel

Ha az f : R? + R fiiggvénynek az (xo, o) pont valamely kdrnyezetében a
masodik parcialis derivaltjai lIéteznek és folytonosak, tovabba

f;(X07y0) = f;(XOLVO) =0 és f;g((xo’yO)f;)//(XO?yO) - (f;(/),/(xovyO))z > 07

akkor az f(x, y) figgvénynek lokalis szélsGértéke van az (xo, yo) pontban.
A széls6érték minimum, ha £} (xo, yo) > 0 és maximum, ha £} (xo, yo) < 0.

Tétel

Ha az f : R? R fiiggvénynek az (xo, yo) pont valamely kérnyezetében a
masodik parcidlis derivéltjai léteznek és folytonosak, tovabba

fi(x0,¥0) = f,(x0,¥0) =0 és £(x0,¥0)fy (X0, ¥0) — (Fiy(x0,¥0))*> < O,

akkor az f(x,y) az (xo, yo)-ban nincs lokalis széls6értéke (nyeregpont).
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Fellleti gorbe konvexitas 3.

(f(g(0)))" = fll.(x0, yo) cos? o + 2£}; (xo, yo) cos avsin v + £/, (x0, yo) sin®
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Felileti gorbe konvexitas 3.

(f(g(0)))" = £ll(x0, y0) cos? o + 2£}3 (o, ¥0) cos avsin a + £ (xo, yo) sin?

o
Ekkor a derivalt atirhaté az aladbbi kvadratikus alakra:
. il (x0,¥0) fi (X0, 0) Cos o
f(g(0)))" = | cosa sina XA Xy AR ) e He
(F&(0) [ ] [ fylﬁ(xo,}/o) f;}(XO,YO) sina

Matematika A2x
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Felileti gorbe konvexitas 3.

(f(g(0)))" = fll.(x0, yo) cos? o + 2£}; (xo, yo) cos avsin v + £/, (x0, yo) sin®
Ekkor a derivalt atirhaté az aladbbi kvadratikus alakra:

. fo (X0, ¥0) £ (x0, y0)
f(g(0)))" = | cosa sin " 7
(Fe(©))" = | cosa 'a][f;;(xO,yo) 0. 0)

[ cos ] — o"He

sin o

Definicié

Legyen f : R" — R kétszer todlisan derivalhaté az xg € Df pont egy
. . O*f .

kérnyezetében. Ekkor a (Hf(xo))ij = m(xo) matrixot f

Hesse-matrixanak nevezziik.
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Felileti gorbe konvexitas 3.

(f(g(0)))" = fll.(x0, yo) cos? o + 2£}; (xo, yo) cos avsin v + £/, (x0, yo) sin®

Ekkor a derivalt atirhaté az aladbbi kvadratikus alakra:

. fo (X0, ¥0) £ (x0, y0)
f(g(0)))" = | cosa sin " 7
(Fe(©))" = | cosa 'a][f;;(xO,yo) 0. 0)

[ cos ] — o"He

sin o

Definicié

Legyen f : R" — R kétszer todlisan derivalhaté az xg € Df pont egy
. . O*f .

kérnyezetében. Ekkor a (Hf(xo))ij = M(xo) matrixot f

Hesse-matrixanak nevezziik.

Azt is észrevehetjiik, hogy kétvaltozds esetben
det He(x0) = £ (0, ¥0) £y (X0, ¥0) — (£ (x0, y0))?-
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Kétvaltozos fliggvény szélséértékeinek megallapitasa

(1) Megallapitjuk a fiiggvény értelmezési tartomanyat.
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Kétvaltozos fliggvény szélséértékeinek megallapitasa

(1) Megallapitjuk a fiiggvény értelmezési tartomanyat.

(2) Meghatérozzuk az fi(x,y), f;(x,y) parcidlis deriviltakat.
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Kétvaltozds fluggvény szélsdértékeinek megallapitasa

(1) Megallapitjuk a fiiggvény értelmezési tartomanyat.
(2) Meghatérozzuk az fi(x,y), f;(x,y) parcidlis deriviltakat.

(3) Megoldjuk az fi(x,y) =0, f;(x,y) = 0 egyenletrendszert. A
megoldasok lesznek a staciondrius pontok.
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Kétvaltozds fluggvény szélsdértékeinek megallapitasa

(1) Megallapitjuk a fiiggvény értelmezési tartomanyat.
(2) Meghatérozzuk az fi(x,y), f;(x,y) parcidlis deriviltakat.

(3) Megoldjuk az fi(x,y) =0, f;(x,y) = 0 egyenletrendszert. A
megoldasok lesznek a staciondrius pontok.

(4) Meghatarozzuk a méasodik parcialis derivaltakbdl 4ll6 Hesse-matrixot.
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Kétvaltozds fluggvény szélsdértékeinek megallapitasa

(1) Megallapitjuk a fiiggvény értelmezési tartomanyat.
(2) Meghatérozzuk az fi(x,y), f;(x,y) parcidlis deriviltakat.

(3) Megoldjuk az fi(x,y) =0, f;(x,y) = 0 egyenletrendszert. A
megoldasok lesznek a staciondrius pontok.

(4) Meghatarozzuk a méasodik parcialis derivaltakbdl 4ll6 Hesse-matrixot.

(5) Kiszamitjuka Hesse-matrix determinansat a stacionarius pontokban.
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Kétvaltozds fluggvény szélsdértékeinek megallapitasa

(1) Megallapitjuk a fiiggvény értelmezési tartomanyat.

(2) Meghatérozzuk az fi(x,y), f;(x,y) parcidlis deriviltakat.

(3) Megoldjuk az fi(x,y) =0, f;(x,y) = 0 egyenletrendszert. A
megoldasok lesznek a staciondrius pontok.

) Meghatarozzuk a masodik parciélis derivaltakbél all6 Hesse-matrixot.
5) Kiszamitjuka Hesse-matrix determinansat a staciondrius pontokban.
) Ahol a Hesse-matrix determindnsa negativ, ott nyeregpont van.

) Ahol a Hesse-matrix determinansa pozitiv, ott megvizsgaljuk az

fll(x,y) fuggvény eldjelét. Ha pozitiv, akkor abban a stacionarius
pontban lokalis minimum van, ha negativ, akkor lokalis maximum.
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Keressiik meg az f(x,y) = 14 x + 4y — 3x3 — 3y fiiggvény
lokalis szélsGértékeit.

(1) A fiiggvény minden (x,y) € R? pontban értelmezett.
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Keressiik meg az f(x,y) = 14 x + 4y — 3x3 — 3y fiiggvény
lokalis széls6értékeit.

(1) A fiiggvény minden (x,y) € R? pontban értelmezett.

(2) fi(x,y) =1-9x% és f)(x,y) = 4 — 9y?
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Keressiik meg az f(x,y) = 14 x + 4y — 3x3 — 3y fiiggvény
lokalis szélsGértékeit.

(1) A fiiggvény minden (x,y) € R? pontban értelmezett.
(2) filx,y) =1-9x%és f(x,y) =4~ 9y2

1 2

(3) filx,y)=0& x= ig és ettdl figgetlenil f)(x,y) =0& y = +_.
1
3>

Stacionérius pontok: P1(3,3> ( —7> ( %) ( %,—%).

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Keressiik meg az f(x,y) = 1 + x + 4y — 3x3
lokalis szélsGértékeit.

(1) A fiiggvény minden (x,y) € R? pontban értelmezett.
(2) fl(x,y) =1—-9x2és fy’(x,y) =4 —9y?

— 3y3 fiiggvény

1 2
(3) flix,y) =0 x = j:g és ettdl fiiggetlenil f)(x,y) =0y =+

Stacionérius pontok: P1(3,3> P2( —7> P3< 3,3) P4< %
(4) fo(x,y) = —18x, £y, (x,y) = fi(x,y) = 0 és f) (x,y) = —18y

w
~ -

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Keressiik meg az f(x,y) = 14 x + 4y — 3x3 — 3y fiiggvény
lokalis széls6értékeit.

(1) A fiiggvény minden (x,y) € R? pontban értelmezett.

(2) fi(x,y) =1-9x% és f)(x,y) = 4 — 9y?

1 2
(3) fix,y)=0& x= j:g és ettdl figgetlenill f)(x,y) =0y = j:g.

Stacionérius pontok: P1<3,3> P2( —7> P3< 3,3) P4< %)

(4) fo(xy) = —18x, i (x,y) = fy(x,y) = 0 és £y (x,y) = —18y

—18x 0 —18x 0
(5) He(x,y) = 0 —18y = det 0 —18y |~ 324xy

detHp(P1) =72, det He(Po) = —72, det Hp(P3) = —72, det He(Py) =72
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Keressiik meg az f(x,y) = 14 x + 4y — 3x3 — 3y fiiggvény
lokalis széls6értékeit.

(1) A fiiggvény minden (x,y) € R? pontban értelmezett.

(2) fi(x,y) =1-9x% és f)(x,y) = 4 — 9y?

1 2
(3) fix,y)=0& x= j:g és ettdl figgetlenill f)(x,y) =0y = j:g.
Stacionérius pontok: P1<%, %), Pg(%, —%), P3<—%, %), H(—%,—%).
(4) f)é)/((x7y) = —18X, f;}l,(X,y) = fyl)/<(Xay) =0¢és f;}l,(X,y) = _18y
—18x 0 —18x 0
(5) He(x,y) = [ 0 —18y ] = det 0 —18y ] = 324xy
det He(Py) =72, det He(Ps) = —72, det He(P3) = —72, det He(Py) =72
(6) Po-ben és P3-ban nyeregpont van. Az £ (P1) = —6 < 0, tehat
Pi-ben lokalis maximum van, mig £/, (P;) = 6 > 0, tehat Ps-ben
lokélis minimum van. Ertékiik: f(P1) =3 és f(Py) = —1.
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. CsmaGém |
Példa

11. példa Marci a pajtaja mellé egy feliilrl nyitott 1 m? térfogatu,
téglatest alak( szénatarolot szeretne épiteni. A tarold hatsé falat a pajta
adja, csak a tobbit kell elkésziteniink. Hogyan méretezze a téglatestet,
hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen felhasznalnia?
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. CsmaGém |
Példa

11. példa Marci a pajtaja mellé egy feliilrl nyitott 1 m? térfogatu,
téglatest alak( szénatarolot szeretne épiteni. A tarold hatsé falat a pajta
adja, csak a tobbit kell elkésziteniink. Hogyan méretezze a téglatestet,
hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen felhasznalnia?

Els6 |épésként fell kell irnunk az anyagszitkséglet fliggvényét a téglatest
méretének fliggvényeként. Ha a tarol6 szélessége a, mélysége b és
magassaga c, akkor az aljdhoz ab az elejéhez ac, a két oldahoz pedig bc
anyag sziikséges. Tehat az anyagsziikséglet a, b és c fiiggvényében
felirhaté: Fo(a, b,c) = ab + ac + 2bc.
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. CsmaGém |
Példa

11. példa Marci a pajtaja mellé egy feliilrl nyitott 1 m? térfogatu,
téglatest alak( szénatarolot szeretne épiteni. A tarold hatsé falat a pajta
adja, csak a tobbit kell elkésziteniink. Hogyan méretezze a téglatestet,
hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen felhasznalnia?

Els6 |épésként fell kell irnunk az anyagszitkséglet fliggvényét a téglatest
méretének fliggvényeként. Ha a tarol6 szélessége a, mélysége b és
magassaga c, akkor az aljdhoz ab az elejéhez ac, a két oldahoz pedig bc
anyag sziikséges. Tehat az anyagsziikséglet a, b és c fiiggvényében
felirhaté: Fo(a, b, c) = ab + ac + 2bc. Extra informéacié a térfogat, amibdl

kapunk a harom paraméterre egy Osszefiiggést: V =abc=1= c = b
. a
Ilgy megkapjuk az anyagsziikségletet csak a és b fiiggvényeként:

_ 1 1 2 _1 _1
F(a,b)—ab—l—aab+2bab—ab—l—b—l-a =ab+ b " +2a
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. CsmaGém |
Példa

11. példa Marci a pajtaja mellé egy feliilrl nyitott 1 m? térfogatu,
téglatest alak( szénatarolot szeretne épiteni. A tarold hatsé falat a pajta
adja, csak a tobbit kell elkésziteniink. Hogyan méretezze a téglatestet,
hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen felhasznalnia?

Els6 |épésként fell kell irnunk az anyagszitkséglet fliggvényét a téglatest
méretének fliggvényeként. Ha a tarol6 szélessége a, mélysége b és
magassaga c, akkor az aljdhoz ab az elejéhez ac, a két oldahoz pedig bc
anyag sziikséges. Tehat az anyagsziikséglet a, b és c fiiggvényében
felirhaté: Fo(a, b, c) = ab + ac + 2bc. Extra informéacié a térfogat, amibdl

kapunk a harom paraméterre egy Osszefiiggést: V =abc=1= c = b
a

Igy megkapjuk az anyagsziikségletet csak a és b fiiggvényeként:

1 1 2
F(a,b)=ab+a— +2b— =ab+ - +==ab+ b1 +2a71
ab ab b a
Keressiik az F(a, b) figgvény minimumat az a, b, c > 0 feltétel mellett.
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Példa

Fla.b)=b—2a2=b— 2 =0= b= 2 =242

a(av)_ —<ad "= _?— = —?—a
_ 1 1 _

Fiab)=a—b?=a—5=0=a=5=>b"
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Példa

Fla.b)=b—2a2=b— 2 =0= b= 2 =242

a(aﬂ)_ —<ad "= _?— = —?—a
_ 1 1 _

Fz’;(a,b)za—b2=a—?:0:>a:§:b2

Beirva az elsé egyenletbe a helyére h~2-t:

1 1 1
b=2b*=-=p=b=-—=a=v4=P (34,>
2 V2 vas PV
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. CsmaGém |
Példa

2 2
F — 2—2_ — — _ -2
;(a,b)—b— a —b—7—0:>b—7—23

_ 1 1 _
Fi(a,b)=a—b 223—?:0z>a:§:b 2
Beirva az elsé egyenletbe a helyére h~2-t:

1 1 1
b=2b*=-=p=b=-—=a=v4=P (34,>
2 72 va= PVt

Most vizsgaljuk meg, hogy P; milyen tipusi stacionérius pont:
Fl(a,b)=4a=3, Fl(a,b) = F.(a,b) = 1, F},(a,b) = 2b~3
11

1 4|
és mivel F. (P1) =1 > 0, ezért minimum van.

detHg(Py) = 4 —1=3>0, tehat itt valéban széls6érték van,
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. CsmaGém |
Példa

2 2
F — 2—2_ — — _ -2
;(a,b)—b— a —b—7—0:>b—7—28

1 1
F[j(a,b):a—b”:a—?:O:azﬁsz

Beirva az elsd egyenletbe a helyére b—2-t
1 1 1
b=2b*=-=p=b=-—=a=v4=P (3/1,)
2 V2 Y2
Most vizsgaljuk meg, hogy P; milyen tipusi stacionérius pont:
Fl(a,b)=4a=3, Fl(a,b) = F.(a,b) = 1, F},(a,b) = 2b~3

det HE(Py) = 1 111 _4—1=23>0, tehat itt valéban széls3érték van,
és mivel F(P1) =1 > 0, ezért minimum van.
1 bt V2 1
Az a és b értékeiebdl kiszamolhatd, hogy c=—=—= £ = —.
ab a NS
Anyagsziikséglet: F(V4, —=)=Fo(V4, —=, —=) =3v2 ~ 3,78m?
% 77
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Elégséges feltétel magasabb dimenziéban

Tétel
Legyen az f : R" +— R fiiggvény a Py pont egy kornyezetében kétszer
totalisan derivalhatd, tovabba Vi € 1,...,n: £ (Py)=0 és My =£, (Po),
o, (Po) - Fax(Po)
e | BB | [
0 0 ) )
e o fax (P0) - T, (Po)

Ha minden i-re M; > 0, akkor f-nek Py-ban minimuma van.
Ha M; valtkozé elbjelii és My < 0, akkor f-nek Py-ban maximuma van.

A fent definialt M; értékeket a (Hesse-)matrix féminorjainak szoktak
nevezni.
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Kétvaltozos integral — téglalap tartomany

Egyvaltozés (hatérozott) integral: Gorbe alatti teriilet (adott
intervalumon)
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Kétvaltozds integral — téglalap tartomany

Egyvaltozés (hatérozott) integral: Gorbe alatti teriilet (adott
intervalumon)

Kétvaltozds integral: Feliilet alatti térfogat (adott tartoméanyon) Jel6lés:

][ eyt
.
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-
Kétvaltozds integral — téglalap tartomany

Egyvaltozés (hatérozott) integral: Gorbe alatti teriilet (adott
intervalumon)

Kétvaltozds integral: Feliilet alatti térfogat (adott tartoméanyon) Jel6lés:
J[ eyt
[

Definicié
A T C R? tartomanyt téglalap tartomanynak nevezziik, ha
T ={(x.y)la<x<b,c<y<d}=][ab]x[c,d] ahol ab,c,d € R.

Mindkét valtozé valamilyen zart intervallumon mozog egymastol
fliggetleniil
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Integralas téglalap tartomanyon

Tétel (Fubini)
Ha f : R? s R fiiggvény folytonos a T = [a, b] x [c, d] tartomanyon, akkor

f(x,y)d(x,y) = ’ df(x,y)dy dx = ’ bf(x,y)dx dy
JJrvmn- [ ([ ()

Tehat a kettds integral atalakithatd egy kétszeres integralla, ahol elébb az
egyik valtozé szerint integralunk (a masik valtoz6t paraméternek tekintve),
majd a Newton-Leibniz formula utan ezen valtozé eltiinik és a masik
valtozé szerint integrilva kapjuk a feliilet alatti (el6jeles) térfogatot.
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|
Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.
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. CsmaGém |
Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

J[ fleydixn =
.
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. CsmaGém |
Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

J[ rndton = [ [ <2y ava =
A
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Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 [Xﬂ;] e
’

2
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. CsmaGém |
Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 [Xﬂ;] e
’

2
1,9 4 lg
/Ox2§—x2§dx:/0 §x2dx:
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Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 [xﬂ;rdx:
’

1,9 4 15 5x3]" 5 5
2 2 2

- —X"zdx = Xdx=|z5| =-—0=—

/OX2 ol he /02X X [2310 6 6
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Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 [Xzyzrdxz
’

1 4 1 371
/Ong—xzzdx:/o gxzdx: [5)(1 §—O:

23,
J[ fx)dtey) =
.

vagy
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Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 [Xzyzrdxz
’

1,9 4 lg 5x31 5
2 2 2
— —x“=dx = —x“dx=|=-——| ==-—-0=
/0x2 x2x /02x X l2310
vagy

4/f(x,y)d(x,y)— /23/01X2ydxdy—
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Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 leﬁrdX:
’

2
1.9 4 15 5x3]" 5 5
2 2 2
/0x2 * o™ /ozxx [2310 6 6
vagy
31 3 [,3 1
//f(x,y)d(xyy):/ / Xydxdy:/ 3y b=
(= 2 0 2 0

Matematika A2x
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Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 leﬁrdX:
’

2
1.9 4 15 5x3]" 5 5
2 2 2
/0x2 * o™ /ozxx [2310 6 6
vagy
31 3 [,3 1
//f(x,y)d(xyy):/ / Xydxdy:/ 3y b=
(= 2 0 2 0

3]_ 4 31d
Zy —0dy = = =
/23)/ y /23}/)/
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Példa

1. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = x?y fiiggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,2 <y <3} tartomanyon.

//f(x,y)d(x,y): /01/23X2ydydx: /01 leﬁrdX:
’

Z 2
1 9,4 15 5x3]" 5 5
2 2 2
/0x2 sz/ozxx [2310 6 6
vagy

3 1 3,3 1t
x2ydxdy—/ ?y dy =

0

Matematika A2x
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Példa

2. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = 3xe™ fliggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,1 <y <2} tartomanyon.
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = 3xe™ fliggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,1 <y <2} tartomanyon.
Ebben a feladatban is végezhetjiik az integralast tetszoleges sorrendben,

de itt érdemes az y szerinti integralassal kezdeni, mert az x szerinti egy
parcialis integral lenne:

/fxy (x,y) //3xexydydx—
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Példa

2. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = 3xe™ fliggvény integraljat a
T ={(x,y)|0 <x <1,1 <y <2} tartomanyon.
Ebben a feladatban is végezhetjiik az integralast tetszoleges sorrendben,

de itt érdemes az y szerinti integralassal kezdeni, mert az x szerinti egy
parcialis integral lenne:

1 2
/ f(x,y)d(x,y) / / 3xe ™ dydx = / 73/ —xe ™ dydx =
0 1

1 ) 1
= —3/ [e¥]{dx=-3[ e —e ¥dx=-3
0

—2 1 3 — 6e + 3e?
= 35 4t ):$

—— 1
—2 —2 2e2

Matematika A2x
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Szorzat alaku fliggvények integralasa téglalaptartomanyon

Legyen most f(x,y) = g(x)h(y) alakd fiiggvény, melyet a
T = [a, b] x [c, d] tartomanyon integralunk:

// f(x,y)d(x,y) = /ab (/Cd g(X)h(y)dy> dx —
/5
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Szorzat alaku fliggvények integralasa téglalaptartomanyon

Legyen most f(x,y) = g(x)h(y) alakd fiiggvény, melyet a
T = [a, b] x [c, d] tartomanyon integralunk:

tn)doay) = [ ([ eomtdy ) o= ["et) ([ hiy)dy ) x
ffromen- (] o]

Ezt azért tehetjilk meg, mert a g(x) rész az y szerinti integralas
szempontjabdl konstans.

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 31 /55




Szorzat alaku fliggvények integralasa téglalaptartomanyon

Legyen most f(x,y) = g(x)h(y) alakd figgvény, melyet a
T = [a, b] x [c, d] tartomanyon integralunk:

// fFlxy)d(x,y) = /ab (/Cdg(X)h(y)dy> dx = /abg(x) (/Cd h(y)dy> dx
.

Ezt azért tehetjilk meg, mert a g(x) rész az y szerinti integralas
szempontjabdl konstans. A kapott forumalaban a zarojeles rész egy sima
egyvaltozds hatarozott integrél, igy kiértékelve konstanst kapunk, amit
kiemelhetlink a kiils6 integralbdl:

/abg(x) (/d h(y)dy> dx = (/d h(y)dy> (/abg(x)dx>
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Szorzat alaku fliggvények integralasa téglalaptartomanyon

Legyen most f(x,y) = g(x)h(y) alakd figgvény, melyet a
T = [a, b] x [c, d] tartomanyon integralunk:

// fFlxy)d(x,y) = /ab (/Cdg(X)h(y)dy> dx = /abg(x) (/Cd h(y)dy> dx
.

Ezt azért tehetjilk meg, mert a g(x) rész az y szerinti integralas
szempontjabdl konstans. A kapott forumalaban a zarojeles rész egy sima
egyvaltozds hatarozott integrél, igy kiértékelve konstanst kapunk, amit
kiemelhetlink a kiils6 integralbdl:

/abg(x) (/d h(y)dy> dx = (/d h(y)dy> (/abg(x)dx>

Tehat szorzat tipusi kétvaltozos fliggvények téglalaptartomanyon vett

kettSsintegrélja integralja szétbonthatd két egyes integral szorzatara.
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X irdnyd normaltartomany

Definicié

A T C R? tartomdny x iranyii normaltartomanynak nevezziik, ha
T={(x,y) eR2:a<x<b,c(x) <y<d(x)}, ahol a,b € R és c(x),
d(x) folytonos fiiggvények [a, b]-n.

)

L H ! \
-2 1 0 1 2

B R Tobbualtozés figgvények 0




y iranyd normaltartomany

Definicié

A T C R? tartomdny y iranyii normaltartomanynak nevezziik, ha
T={(x,y)eR?:c<y<d,a(y) <x<d(y)}, ahol c,d € R és a(y),
b(y) folytonos fiiggvények |c, d]-n.

24

B R Tobbualtozés figgvények T



Integralas normaltartomanyon

Tétel (Fubini)

Legyen az f : R? — R fiiggvény folytonos a

T={(x,y) €R2:a<x<b,c(x) <y <d(x)} tartomanyon ahol
a,b € R és c(x), d(x) folytonos fiiggvények [a, b]-n. Ekkor

] et = [ ([ onrar) e
A

()
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Integralas normaltartomanyon

Tétel (Fubini)

Legyen az f : R? — R fiiggvény folytonos a

T={(x,y) €R2:a<x<b,c(x) <y <d(x)} tartomanyon ahol
a,b € R és c(x), d(x) folytonos fiiggvények [a, b]-n. Ekkor

] et = [ ([ onrar) e
A

()

Legyen a g : R?> — R fiiggvény folytonos a

S={(x,y) €R?:c<y<d,a(y) < x <d(y)} tartominyon, ahol
c,d € R és a(y), b(y) folytonos fiiggvények [c, d]-n. Ekkor

[ et = [*( 1) sonren) oy
S

(v)
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Példa

3. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fliggvény integraljat a
T ={(x,y)|1 <x <3,x%> <y <4x} tartomanyon.
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Példa

3. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fliggvény integraljat a

T ={(x,y)|1 <x <3,x%> <y <4x} tartomanyon.

A megadott tartomany egy x irdnyd normaltartomany, igy az integralunk
felirhaté az alabbi forméaban:

/T/f(x,y)d(x,y):/13/ijxydydx:/l3

27 4% 3 5
xy] dx = / 8x3—X—dx =
20, 1 2
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Példa

3. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fliggvény integraljat a

T ={(x,y)|1 <x <3,x%> <y <4x} tartomanyon.

A megadott tartomany egy x irdnyd normaltartomany, igy az integralunk
felirhaté az alabbi forméaban:

/T/f(x,y)d(x,y):/13/ijxydydx:/l3

27 4% 3 5
xy] dx = / 8x3—X—dx =
20, 1 2
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Példa

3. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fliggvény integraljat a

T ={(x,y)|1 <x <3,x%> <y <4x} tartomanyon.

A megadott tartomany egy x irdnyd normaltartomany, igy az integralunk
felirhaté az alabbi forméaban:

/T oo = [ [ sy = [

274 3 5
xy— dx = 8x3—X—dx:
20, 1 2

6 3
729 1 182 208
:[2)(4)1(2] =162~ S0~ 2+ 5 =160 - - = =5 ~ 99,333

12 12 3
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Példa

4. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = e fuggvény integraljat a
T={(x,y)0<y<2%<x<1} tartomanyon.

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 36 / 55



. CsmaGém |
Példa

4. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = e fuggvény integraljat a
T={(x,y)0<y<2%<x<1} tartomanyon.

A megadott tartomany egy y irdnyd normaltartomany, igy az integralunk
felirhaté az alabbi forméaban:

//fxy (x,) // * dxdy = ...

Az fuggvenynek nincs primitiv fliggvénye ezért igy nem lehet integralni.
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. CsmaGém |
Példa

4. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = e fiiggvény integraljat a
T={(x,y)0<y<2%<x<1} tartomanyon.

A megadott tartomany egy y irdnyd normaltartomany, igy az integralunk

felirhaté az alabbi forméaban:

//fxy (x,) // * dxdy = ...

Az X fuggvenynek nincs primitiv fliggvénye ezért igy nem lehet integralni.
Megoladas: Cseréljiik fel az integralas sorrendjét ugy, hogy elébb y szerint
kelljen integralni. Els6 |épésben abrazoljuk a megadott tartomanyt, mert a
hatarok meg fognak valtozni:
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. CsmaGém |
Példa

4. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = e fiiggvény integraljat a
T={(x,y)0<y<2%<x<1} tartomanyon.

A megadott tartomany egy y irdnyd normaltartomany, igy az integralunk

felirhaté az alabbi forméaban:

//fxy (x,) // * dxdy = ...

Az X fuggvenynek nincs primitiv fliggvénye ezért igy nem lehet integralni.
Megoladas: Cseréljiik fel az integralas sorrendjét ugy, hogy elébb y szerint
kelljen integralni. Els6 |épésben abrazoljuk a megadott tartomanyt, mert a
hatarok meg fognak valtozni: T = {(x,y)|0 < x <1,0 <y < 2x}
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. CsmaGém |
Példa

4. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = e fiiggvény integraljat a
T={(x,y)0<y<2%<x<1} tartomanyon.

A megadott tartomany egy y irdnyd normaltartomany, igy az integralunk

felirhaté az alabbi forméaban:

//fxy (x,) // * dxdy = ...

Az X fuggvenynek nincs primitiv fliggvénye ezért igy nem lehet integralni.
Megoladas: Cseréljiik fel az integralas sorrendjét ugy, hogy elébb y szerint
kelljen integralni. Els6 |épésben abrazoljuk a megadott tartomanyt, mert a
hatarok meg fognak valtozni: T = {(x,y)|0 < x <1,0 <y < 2x}

2 1, 1 2x
/ / e* dxdy:/ / e* dydx =
0o J¥ 0o Jo

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 36 / 55



. CsmaGém |
Példa

4. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = e fuggvény integraljat a
T={(x,y)0<y<2%<x<1} tartomanyon.

A megadott tartomany egy y irdnyd normaltartomany, igy az integralunk

felirhaté az alabbi forméaban:

//fxy (x,) // * dxdy = ...

Az X fuggvenynek nincs primitiv fliggvénye ezért igy nem lehet integralni.
Megoladas: Cseréljiik fel az integralas sorrendjét ugy, hogy elébb y szerint
kelljen integralni. Els6 |épésben abrazoljuk a megadott tartomanyt, mert a
hatarok meg fognak valtozni: T = {(x,y)|0 < x <1,0 <y < 2x}

2x
//e dxdy = // e~ dydx—
272X
:/ [ye } dx—/2xe dx =
0
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. CsmaGém |
Példa

4. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = e fuggvény integraljat a
T={(x,y)0<y<2%<x<1} tartomanyon.

A megadott tartomany egy y irdnyd normaltartomany, igy az integralunk

felirhaté az alabbi forméaban:

//fxy (x,) // * dxdy = ...

Az X fuggvenynek nincs primitiv fliggvénye ezért igy nem lehet integralni.
Megoladas: Cseréljiik fel az integralas sorrendjét ugy, hogy elébb y szerint
kelljen integralni. Els6 |épésben abrazoljuk a megadott tartomanyt, mert a
hatarok meg fognak valtozni: T = {(x,y)|0 < x <1,0 <y < 2x}

//e dxdy = //er dydx =
:/0 [yezr dx—/ 2xe” dx = [e 2}; e 1
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Integraltranszformacié

Kérdés: Hogyan miikodik a helyettesitéses integralas két valtozéval?
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Integraltranszformacié

Kérdés: Hogyan miikodik a helyettesitéses integralas két valtozéval?

Legyen x = x(u,v) és y = y(u, v), azaz bevezetjik az u és v valtozékat.
Mi valtozik?
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Integraltranszformacié

Kérdés: Hogyan miikodik a helyettesitéses integralas két valtozéval?

Legyen x = x(u,v) és y = y(u, v), azaz bevezetjik az u és v valtozékat.

Mi valtozik?

(1) Az integralas tartomanya valtozik, mert (u, v) mas értékeire lesz
(x(u,v),y(u,v)) e T.
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Integraltranszformacié

Kérdés: Hogyan miikodik a helyettesitéses integralas két valtozéval?

Legyen x = x(u,v) és y = y(u, v), azaz bevezetjiik az u és v valtozdkat
Mi valtozik?

1 Y
(1) Az integralas tartomanya valtozik, mert (u, v) mas értékeire lesz
(x(u,v).y(u,v)) € T.

(2) Az integrandus, mert az nem x és y fliggvénye lesz, hanem u és v
fliggénye.
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Integraltranszformacié

Kérdés: Hogyan miikodik a helyettesitéses integralas két valtozéval?
Legyen x = x(u,v) és y = y(u, v), azaz bevezetjik az u és v valtozékat.
Mi valtozik?

(1) Az integralas tartomanya valtozik, mert (u, v) mas értékeire lesz
(x(u,v),y(u,v)) e T.

(2) Az integrandus, mert az nem x és y fliggvénye lesz, hanem u és v
fliggénye.

(3) A d(x,y)-bdl d(x(u,v),y(u,v)) lesz, amit a lancszabély segitségével
derivalunk és azt kapjuk, hogy d(x,y) = |J|d(u, v), ahol |J| a
helyettesités Jacobi-matrixanak determinansa, azaz

x,(u,v) xy(u,v)
yiu,v)  yy(u,v)
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Integraltranszformacié

Kérdés: Hogyan miikodik a helyettesitéses integralas két valtozéval?
Legyen x = x(u,v) és y = y(u, v), azaz bevezetjik az u és v valtozékat.
Mi valtozik?

(1) Az integralas tartomanya valtozik, mert (u, v) mas értékeire lesz
(x(u,v),y(u,v)) e T.

(2) Az integrandus, mert az nem x és y fliggvénye lesz, hanem u és v
fliggénye.

(3) A d(x,y)-bdl d(x(u,v),y(u,v)) lesz, amit a lancszabély segitségével
derivalunk és azt kapjuk, hogy d(x,y) = |J|d(u, v), ahol |J| a
helyettesités Jacobi-matrixanak determinansa, azaz

x,(u,v) xy(u,v)
yiu,v)  yy(u,v)

// f(x,y)d(x,y) = // F(x(u, v), y(u, v))|J|d(u, v)
T w
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Polarkoordinatak

Vezessitk meg az x(r,¢) = rcos ¢ és y(r,¢) = rsin ¢ helyettesitést. Ez a
Descartes-koordinatarendszer jol ismert alternativdja, a

polar-koordinatarendszer.

Szamitsuk ki a helyettesités Jacobi-matrixanak determinéansat:
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Polarkoordinatak

Vezessitk meg az x(r,¢) = rcos ¢ és y(r,¢) = rsin ¢ helyettesitést. Ez a
Descartes-koordinatarendszer jol ismert alternativdja, a
polar-koordinatarendszer.

Szamitsuk ki a helyettesités Jacobi-matrixanak determinéansat:
Tehat a Jacobi matrix determinansa:
cos¢ —rsing
U= sing rcos¢

‘— rcos’ ¢+ rsin®¢p =r
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S CeimaGéa
Polarkoordinatak

Vezessitk meg az x(r,¢) = rcos ¢ és y(r,¢) = rsin ¢ helyettesitést. Ez a
Descartes-koordinatarendszer jol ismert alternativdja, a
polar-koordinatarendszer.

Szamitsuk ki a helyettesités Jacobi-matrixanak determinéansat:

XL, 8) = cos 6, x(r,6) = —rsin, yi(r,8) = siné, y(r,6) = rcoso

Tehat a Jacobi matrix determinansa:
cos¢ —rsing

U= sing rcos¢
5. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fliggvény integraljat a
T={(xy)0<xA0<yAx?+y? <4} tartomanyon.

=rcos’p+rsinp=r
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S CeimaGéa
Polarkoordinatak

Vezessitk meg az x(r,¢) = rcos ¢ és y(r,¢) = rsin ¢ helyettesitést. Ez a

Descartes-koordinatarendszer jol ismert alternativdja, a

polar-koordinatarendszer.

Szamitsuk ki a helyettesités Jacobi-matrixanak determinéansat:

XL, 8) = cos 6, x(r,6) = —rsin, yi(r,8) = siné, y(r,6) = rcoso

Tehat a Jacobi matrix determinansa:

cos¢ —rsing

U= sing rcos¢

5. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fliggvény integraljat a

T={(xy)0<xA0<yAx?+y? <4} tartomanyon.

A megadott tartomany egy kettd sugari kor elsé siknegyedbe esé

pontjaibdl all.

Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink at polar-koordinatarendszerre:

=rcos’p+rsinp=r
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S CeimaGéa
Polarkoordinatak

Vezessitk meg az x(r,¢) = rcos ¢ és y(r,¢) = rsin ¢ helyettesitést. Ez a

Descartes-koordinatarendszer jol ismert alternativdja, a

polar-koordinatarendszer.

Szamitsuk ki a helyettesités Jacobi-matrixanak determinéansat:

XL, 8) = cos 6, x(r,6) = —rsin, yi(r,8) = siné, y(r,6) = rcoso

Tehat a Jacobi matrix determinansa:

cos¢ —rsing

U= sing rcos¢

5. példa Szamitsuk ki az f(x,y) = xy fliggvény integraljat a

T={(xy)0<xA0<yAx?+y? <4} tartomanyon.

A megadott tartomany egy kettd sugari kor elsé siknegyedbe esé

pontjaibdl all.

Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink at polar-koordinatarendszerre:

T
U=ﬁn@ersons¢sz}

=rcos’p+rsinp=r
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Példa

J[ eyt =
.

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 39 /55



|
Példa

//f(” () // (r.6). y(r. 6))|Jld(r, 6) =
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Példa

//f(” () // (r.6). y(r. 6))|Jld(r, 6) =

- % cos orsin br dpdr = * cos ¢ sin ¢ ddr
Iy Iy
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Példa

//"'(” () // (r.6). y(r. 6))|Jld(r, 6) =

2 z 2 z
:/ /2 rcos¢rsinq§rdqﬁdr:/ /2 P3 cos psin & ddr
0 0 0 0

Tehat az integraltranszformacié utan ez szorzat alakd fiiggvény egy
téglalap alaki tartomanyon vett integraljaba megy at, igy

2 . 2 ™
/ /2 r3cos¢sin¢d¢dr:/ r‘?’dr‘/2 cospsinpdp =
0o Jo 0 0
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. CsmaGém |
Példa

//"'(” () // (r.6). y(r. 6))|Jld(r, 6) =

2 z 2 z
:/ /2 rcos¢rsinq§rdqﬁdr:/ /2 P3 cos psin & ddr
0 0 0 0

Tehat az integraltranszformacié utan ez szorzat alakd fiiggvény egy
téglalap alaki tartomanyon vett integraljaba megy at, igy

2 . 2 ™
/ /2 r3cos¢sin¢d¢dr:/ r‘?’dr‘/2 cospsinpdp =
0o Jo 0 0

REREG .
4 0 2 0
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. CsmaGém |
Példa

//"'(” () // (r.6). y(r. 6))|Jld(r, 6) =

2 z 2 z
:/ /2 rcos¢rsinq§rdqﬁdr:/ /2 P3 cos psin & ddr
0 0 0 0

Tehat az integraltranszformacié utan ez szorzat alakd fiiggvény egy
téglalap alaki tartomanyon vett integraljaba megy at, igy

2 . 2 ™
/ /2 r3cos¢sin¢d¢dr:/ r‘?’dr‘/2 cospsinpdp =
0o Jo 0 0

] 2 enota-
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. CsmaGém |
Példa

6. példa Polarkoordinatakra valé attérés segitségével szamitsuk ki az
f(x,y) = 2x%y fiiggvény integraljat a
T={(xy)x <0A0<yAl<x?+y?<9} tartomanyon.
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Példa

6. példa Polarkoordinatakra valé attérés segitségével szamitsuk ki az
f(x,y) = 2x%y fiiggvény integraljat a

T={(xy)x <0A0<yAl<x?+y?<9} tartomanyon.
Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink &t polar-koordinatarendszerre:
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Példa

6. példa Polarkoordinatakra valé attérés segitségével szamitsuk ki az
f(x,y) = 2x%y fiiggvény integraljat a

T={(xy)x <0A0<yAl<x?+y?<9} tartomanyon.
Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink &t polar-koordinatarendszerre:

U:{(r,¢)|1§r§3Agg¢gn}
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Példa

6. példa Polarkoordinatakra valé attérés segitségével szamitsuk ki az
f(x,y) = 2x%y fiiggvény integraljat a

T={(xy)x <0A0<yAl<x?+y?<9} tartomanyon.
Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink &t polar-koordinatarendszerre:

U:{(r,¢)|1§r§3Agg¢gn}

Attérve polar-koordinatakra:

/f(Xy (x,¥) //2r cos? ¢rsin¢rdrdp =
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Példa

6. példa Polarkoordinatakra valé attérés segitségével szamitsuk ki az
f(x,y) = 2x%y fiiggvény integraljat a

T={(xy)x <0A0<yAl<x?+y?<9} tartomanyon.
Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink &t polar-koordinatarendszerre:

U:{(r,¢)|1§r§3Agg¢gn}

Attérve polar-koordinatakra:

/f(Xy (x,¥) //2r cos? ¢rsin¢rdrdp =

/cos2¢sin¢d¢-/ 2rtdr =
z 1

2
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Példa

6. példa Polarkoordinatakra valé attérés segitségével szamitsuk ki az
f(x,y) = 2x%y fiiggvény integraljat a

T={(xy)x <0A0<yAl<x?+y?<9} tartomanyon.
Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink &t polar-koordinatarendszerre:

U:{(r,¢)|1§r§3Agg¢gn}

Attérve polar-koordinatakra:

/f(Xy (x,¥) //2r cos? ¢rsin¢rdrdp =

T _ 3 u 5
/72r cos2¢sin¢d¢./1 2r*dr = [C(;S ﬂw ) [2;]1 -

2
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Példa

6. példa Polarkoordinatakra valé attérés segitségével szamitsuk ki az
f(x,y) = 2x%y fiiggvény integraljat a

T={(xy)x <0A0<yAl<x?+y?<9} tartomanyon.
Abrazoljuk a tartomanyt, majd térjiink &t polar-koordinatarendszerre:

U:{(r,¢)|1§r§3Agg¢gn}

Attérve polar-koordinatakra:

/ f(x,y)d(x,y) / / 2r? cos® ¢rsin ¢rdr dp =
iy _ 3 iy 5
fpeot oot [1ara- [2572] L[] -
(1) 2.243 2
- (3‘°>( s 3)

2

(486 2)_484
3\ 5 5) 15
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Harmas integral

Egyvaltozés integral: Gorbe alatti teriilet (adott intervalumon)
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Harmas integral

Egyvaltozés integral: Gorbe alatti teriilet (adott intervalumon)
Kétvaltozos integral: Feliilet alatti térfogat (adott tartomanyon)
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Harmas integral

Egyvaltozés integral: Gorbe alatti teriilet (adott intervalumon)

Kétvaltozos integral: Feliilet alatti térfogat (adott tartomanyon)
Harmas integral: 777
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Harmas integral

Egyvaltozés integral: Gorbe alatti teriilet (adott intervalumon)
Kétvaltozos integral: Feliilet alatti térfogat (adott tartomanyon)
Harmas integral: Adott sirliségli tartomany tomege. Jel6lés:

/// f(X’y’Z)dV:/// f(x,y,2)d(x,y,2)
v v
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Harmas integral

Egyvaltozés integral: Gorbe alatti teriilet (adott intervalumon)
Kétvaltozos integral: Feliilet alatti térfogat (adott tartomanyon)
Harmas integral: Adott siirliségli tartomany témege. Jelolés:

/// f(X’y’Z)dV:/// f(x,y,2)d(x,y,2)
v v

Definicié

AV C R3 tartomanyt téglatest tartomanynak nevezziik, ha
V={(x,y,z)]a<x<bc<y<dh<z<i}=]|ab]x]cd| x][hi],
ahol a,b,c,d, h,i € R.

Mindharom véltozé valamilyen zart intervallumon mozog egymastdl
fliggetleniil
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Integralas téglatest tartomanyon

Tétel (Fubini)

Ha f : R3 — R fiiggvény folytonos a V = [a, b] x [c, d] x [h, i]
tartomanyon, akkor

/\// f(x,y,z)d(x,y,z) = /ab (/Cd (/h’ f(x,y, Z)dz) dy) dx

és a harom integral tetszbleges (6 féle) sorrendben felirhaté.

Tehat a harmas integral atalakithaté egy haromszoros integralla, ahol
elébb az egyik valtozd szerint integralunk (a masik két valtozét
paraméternek tekintve), majd a Newton-Leibniz formula utin ezen véltozé
eltlinik és a masik két valtozé szerinti kettSsintegral kiszamitasaval kapjuk
meg az eredményt.
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. CsmaGém |
Példa

7. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = 3xy?z3 fiiggvény integraljat a
V =11,2] x [2,3] x [0, 4] tartomanyon.
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-
Példa
7. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = 3xy?z3 fiiggvény integraljat a

V =11,2] x [2,3] x [0, 4] tartomanyon.
A konvencié alapjan: V = {(x,y,z)|[1 <x<2,2<y <3,0<z<4}
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Példa

7. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = 3xy?z3 fiiggvény integraljat a
V =11,2] x [2,3] x [0, 4] tartomanyon.

A konvencié alapjan: V = {(x,y,2)|[1 <x <2,2<y <3,0<z<4}és
a Fubini tétel alapjan:

2 3 4
///f(x,y,z)dV:/ / / 3xy2z3dzdydx:
1 J2 Jo
v
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Példa

7. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = 3xy?z3 fiiggvény integraljat a
V =11,2] x [2,3] x [0, 4] tartomanyon.

A konvencié alapjan: V = {(x,y,2)|[1 <x <2,2<y <3,0<z<4}és
a Fubini tétel alapjan:

2 3 4 2 (3 414
/// f(x,y,z)dV = / / / 3xy?z3 dzdydx = / / 3xy? | dydx =
J 1 J2 Jo 1 J2 41,
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Példa

7. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = 3xy?z3 fiiggvény integraljat a
V =11,2] x [2,3] x [0, 4] tartomanyon.

A konvencié alapjan: V = {(x,y,2)|[1 <x <2,2<y <3,0<z<4}és
a Fubini tétel alapjan:

2 3 4 2 (3 414
///f(x,y,z)dV:/ / / 3xy2z3dzdydx:// 3xy? | dydx =
1 J2 Jo 1 J2 41,
v
2 3 2 )3 3
:/ / 192xy2dydx:/ 192x=—| dx =
1 J2 1 31,
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Példa

7. példa Szamitsuk ki az f(x,y,z) = 3xy?z3 fiiggvény integraljat a
V =11,2] x [2,3] x [0, 4] tartomanyon.

A konvencié alapjan: V = {(x,y,2)|[1 <x <2,2<y <3,0<z<4}és
a Fubini tétel alapjan:

2 3 4 2 (3 414
/// f(x,y,z)dV = / / / 3xy?z3 dzdydx = / / 3xy? | dydx =
J 1 J2 Jo 1 J2 41,

2 /3 2 )3 3 2
= / / 192xy? dydx = / 102x7- | dx = / 64x(27 — 8)dx =
1 J2 1 1

2

2 2
= / 1216xdx = [608x2}1 = 608(4 — 1) = 1824
1
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Integralas normaltartomanyon
Normaltartomanybdl is Fubini tételbdl is 6 féle van:
Definicié
AV C R3 tartomdny x1xo irdnytd normaltartomanynak nevezziik, ha V =
{(xi—3) € R3:a<xg < b,c(x1) < x2 < d(xa), h(xi,x) < x3 < i(x1, %)},

ahol a, b € R, ¢(x1), d(x1) folytonos fiiggvények [a, b]-n és h(x1, x2),
i(x1,x2) pedig foytonos fiiggvények ha (x1,x2) € [a, b] x [c(x1), d(x1)]-
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-
Integralas normaltartomanyon

Normaltartomanybdl is Fubini tételbdl is 6 féle van:

Definicié

AV C R3 tartomdny x1xo irdnytd normaltartomanynak nevezziik, ha V =
{(xi—3) ER3:a<xg < b, c(x1) < x < d(x1), h(x1,x) < x3 < i(x,x)},
ahol a, b € R, ¢(x1), d(x1) folytonos fiiggvények [a, b]-n és h(x1, x2),
i(x1,x2) pedig foytonos fiiggvények ha (x1,x2) € [a, b] x [c(x1), d(x1)]-

Tétel (Fubini)

Legyen az f : R3 — R fiiggvény folytonos a V =

{(xi—3) ER3:a<x3 < b, c(x1) < x < d(x1), h(x, x) < x3 < i(x1,x)}
tartomdnyon ahol a,b € R, ¢(x1), d(x1) folytonos fiiggvények [a, b]-n és
h(x1,x2), i(x1, x2) pedig foytonos fliggvények ha

(x1,x2) € [a, b] X [c(xl) (x1 ] Ekkor

d(x1) i(x1,%2)
/// f(x,y,z)d(x,y,z / (/ </ (X13)dX3> dx2> dx1
(x1) h(x1,x2)
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Szamitsuk ki a (0,0,0), (2,0,0), (0,3,0) és (0,0,4) pontok altal
meghatarozott tetraéder térfogatat.
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Szamitsuk ki a (0,0,0), (2,0,0), (0,3,0) és (0,0,4) pontok altal
meghatarozott tetraéder térfogatat.

Mivel ez egy véges tartomany, mindenképpen

felirhaté, mint normaltartomany. Rogzitsik

els6 irdnynak az x-et, ekkor x € [0,2] és

masodik irdnynak az y-t, ekkor az xy sikban

valé felrajzolas utan
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Szamitsuk ki a (0,0,0), (2,0,0), (0,3,0) és (0,0,4) pontok altal
meghatarozott tetraéder térfogatat.

Mivel ez egy véges tartomany, mindenképpen Iy
felirhaté, mint normaltartomany. Rogzitsik 3

els6 irdnynak az x-et, ekkor x € [0,2] és
masodik irdnynak az y-t, ekkor az xy sikban 2% 3
valé felrajzols utan y € [0,3 - gx} . y=3-3x
1s ’
’ N X
v 1 2 3
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Szamitsuk ki a (0,0,0), (2,0,0), (0,3,0) és (0,0,4) pontok altal
meghatarozott tetraéder térfogatat.

Mivel ez egy véges tartomany, mindenképpen z
felirhaté, mint normaltartomany. Rogzitsik 4
els6 irdnynak az x-et, ekkor x € [0,2] és
masodik iranynak az y-t, ekkor az xy sikban 3
valé felrajzols utan y € [o, 3 gx} .

2 3Y

e
2
V77,
0 1 2 3
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. CsmaGém |
Példa

8. példa Szamitsuk ki a (0,0,0), (2,0,0), (0,3,0) és (0,0,4) pontok altal
meghatarozott tetraéder térfogatat.

Mivel ez egy véges tartomany, mindenképpen Iz

felirhaté, mint normaltartomany. Rogzitsik 4

els6 irdnynak az x-et, ekkor x € [0,2] és

masodik iranynak az y-t, ekkor az xy sikban 3¢

valé felrajzols utan y € [o, 3 gx} .

Ha lerogzitjiik (x,y) értékét, akkor a z 0-tdl 23 Ny
, o '
mehet a tetraéder egyetlen nem derékszogli 2!
lapjaig aminek normalvektorat 3 pontjabdla 1% 1
szokott médon hatarozzuk meg, azaz két SR "
vele parhuzamos vektor keresztszorzatakén: 76 i 2’—§)—>

(2,0 —4) x (0,3,—4) = (12,8,6), és egy

pontja példaul a (0,0,4), igy a sikegyenlet:
12-6x—4

12x+8y+6(z—4) =0= z= — >
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. CsmaGém |
Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]OﬁxS2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%4)/}, mar csak
a térfogat kell.

Matematika A2x
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Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]OﬁxS2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%4)/}, mar csak
a térfogat kell. Ehhez integralnunk kell az azonosan 1 fliggvényt, amit a
Fubini tétel miatt az aldbbi médon szdmithatunk ki:

37*X 12— 6)( 4y
V:///ld(x,y, // / 1 dzdydx =
T

Matematika A2x
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Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]OﬁxS2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%4)/}, mar csak

a térfogat kell. Ehhez integralnunk kell az azonosan 1 fliggvényt, amit a
Fubini tétel miatt az aldbbi médon szamithatunk ki:

37*X 12— 6x 4y
V = ///ldxy, // / 1 dzdydx =
3**X 3f—x
_// []:)1 o 3ydydx_// 4 — 2x—§ydydx_

Matematika A2x
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Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]OﬁxS2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%4)/}, mar csak
a térfogat kell. Ehhez integralnunk kell az azonosan 1 fliggvényt, amit a
Fubini tétel miatt az aldbbi médon szdmithatunk ki:

37*X 12— 6x 4y
V = ///ldxy, // / 1 dzdydx =
3**X 3f—x
_// []:)1 o 3ydydx_// 4 — 2x—§ydydx_
3—32x
:/ [4y—2xy—2y2] ’ dx =
0 37 Jo

Matematika A2x
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Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]OﬁxS2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%4)/}, mar csak
a térfogat kell. Ehhez integralnunk kell az azonosan 1 fliggvényt, amit a
Fubini tétel miatt az aldbbi médon szdmithatunk ki:

37*X 12— 6x 4y
V = ///ldxy, // / 1 dzdydx =
3**X 3f—x
_// []:)1 o 3ydydx_// 4 — 2x—§ydydx_

2 13- 3x
= / [4y —2xy — yz] ’ dx = / 12—6X—6x—|—3x2—6—i—6x—§x2 dx =
0 37 lo 0 2

Matematika A2x
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Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]0§x§2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%45/ , mar csak

a térfogat kell. Ehhez integralnunk kell az azonosan 1 fliggvényt, amit a
Fubini tétel miatt az aldbbi médon szamithatunk ki:

37§X 12— 6x 4y
V = ///ldxy, // / 1 dzdydx =
3**X 3f—x
_// []:)1 o 3ydydx_// 4 — 2x—§ydydx_

2 13- 3x
= / [4y —2xy — yz] ’ dx = / 12—6X—6x—|—3x2—6—i—6x—§x2 dx =
0 37 lo 0 2

2 3
:/6—6x+fx2dx:
0 2

Matematika A2x
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Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]0§x§2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%45/ , mar csak

a térfogat kell. Ehhez integralnunk kell az azonosan 1 fliggvényt, amit a
Fubini tétel miatt az aldbbi médon szamithatunk ki:

37§X 12— 6x 4y
V = ///ldxy, // / 1 dzdydx =
3**X 3**X
_/ / [z ]g 2 3ydydx—/ / 4 — 2X—§ydde—
o _13-3x 3
= / [4y —2xy — yz] dx = / 12—6x—6x+3x2—6-+6x——x2 dx =
0 37 lo 0 2

1 2
:/ 6—6x+§x2dx: [6x—3x2+x3] =12-12+4=14
0 2 2 Jo

Matematika A2x
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Példa

Tehat a tetraéder felirhatd, mint xy irdnyd normaltartomany:
T:{(x,y,z)]0§x§2,0§y§3—%x,0§z§ 12_6%45/ , mar csak

a térfogat kell. Ehhez integralnunk kell az azonosan 1 fliggvényt, amit a
Fubini tétel miatt az aldbbi médon szamithatunk ki:

37§X 12— 6x 4y
V = ///ldxy, // / 1 dzdydx =
3**X 3**X
_/ / [z ]g 2 3ydydx—/ / 4 — 2X—§ydde—
o _13-3x 3
= / [4y —2xy — yz] dx = / 12—6x—6x+3x2—6-+6x——x2 dx =
0 37 lo 0 2

1 2
:/ 6—6x+§x2dx: [6x—3x2+x3] =12-12+4=14
0 2 2 Jo

23 4
Ellendrzés: térfogat = alapteriilet x magassag /3 = 23

)
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Integraltranszformacié

Tétel

Legyen az f : R3 — R fiiggvény integralhaté a VV C R3 tartomanyon és
x(u,v,w), y(u,v,w) és z(u, v, w) minden véltozdjuk szerint parcialisan
derivdlhaté fiiggvények, amelyek a V' tartomany pontjai és az (u, v, w)
szamharmasok bizonyos W halmaza kézétt (az x, y, z legfeljebb véges
szami értékének kivételével) kélcsonésen egyértelmii megfeleltetést
létesitenek. Ekkor az f fliggvény harmas integralja kifejezheté a
kévetkezéképpen:

///f(x’y’z)d(x’y,z) -

14
0
= ///f(x(u, v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) ‘m d(u, v, w), ahol
W o ox gfx ’ Vo
u v w
g((;"}/’ Vzv)) = 2; g);’ ?z—i’zv az Ugynevezett Jacobi-matrix.
Ou Ov ow
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Hengerkoordinatak

A sikban hasznélt polar-koordinatarendszert z
bovitjiik ki 3 dimenzidssa az alabbi médon: 3 .
x(r,¢,m) = rcos ¢, y(r,¢, m) = rsin ¢, !
z(r, ¢, m) = m. 2 Yy M
1 2 :
1 ”r/
&3\ x
0 1 2 3
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Hengerkoordinatak

A sikban hasznélt polar-koordinatarendszert
bévitjik ki 3 dimenzidssa az alabbi médon:
x(r,¢,m) = rcos ¢, y(r,¢, m) = rsin ¢,
z(r, ¢, m) = m. Ekkor kiszamithaté a
Jacobi-métrix determinansa:
cos¢ —rsing 0
|J| =] sing rcos¢p 0 |=
0 0 1

| coso —rsind)’

= rcos® p+rsin®p=r

sing  rcoso

Matematika A2x
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-
Hengerkoordinatak

A sikban hasznélt polar-koordinatarendszert z
bovitjiik ki 3 dimenzidssa az alabbi médon: 3 .
x(r,¢,m) = rcos ¢, y(r,¢, m) = rsin ¢, E
z(r, ¢, m) = m. Ekkor kiszdmithaté a 2 y 1 m
Jacobi-matrix determinansa: 5 X
cos¢ —rsing 0 1 1 /,A'>
J| =1 sin r cos 0= T r
] 0¢ ° ¢ : /o y
0 1 2 3

cos¢ —rsing
sing  rcoso

’ = rcos® p+rsin®p=r

A hengerkoordinatak jol hasznalhatdak olyan tartomanyokon vett
integralok kiszadmitasara, melyek forgasszimmetrikusak, vagy hengerbe
illeszthet6ek, pl kip.

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 48 / 55



|
Példa

9. példa Szamitsuk ki az R sugari, M magassagi henger térfogatat.
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Példa

9. példa Szamitsuk ki az R sugari, M magassagi henger térfogatat.
Ekkor a tartomanyunk a kovetkez6 alaka:

V:{(X,y,z)|x2—|—y2§ R?,0<z< M},

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Szamitsuk ki az R sugari, M magassagi henger térfogatat.
Ekkor a tartomanyunk a kovetkez6 alaka:

V ={(x,y,z)|x*+y* < R?,0 < z < M}, amit 4tirhatunk
hengerkoordinatakra:

W={(r,o,m)|0<r<R,0<¢<2m,0<m< M}, igy az integrél a
kovetkezoképpen modosul:

/v/ ld(X,%Z):/J 1‘rd(f,¢,m):/OR/:W/OMrdmdgﬁdr:

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Szamitsuk ki az R sugari, M magassagi henger térfogatat.
Ekkor a tartomanyunk a kovetkez6 alaka:

V ={(x,y,z)|x*+y* < R?,0 < z < M}, amit 4tirhatunk
hengerkoordinatakra:

W={(r,o,m)|0<r<R,0<¢<2m,0<m< M}, igy az integrél a
kovetkezoképpen modosul:

// ld(Xay,z)Z// 1-rd(r,¢,m)Z/OR/Oh/OMrdmdgﬁdr:
4 w
= /OR /0 " rml™ ddr = /0 i /0 M dédr —

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Szamitsuk ki az R sugari, M magassagi henger térfogatat.
Ekkor a tartomanyunk a kovetkez6 alaka:

V ={(x,y,z)|x*+y* < R?,0 < z < M}, amit 4tirhatunk
hengerkoordinatakra:

W={(r,o,m)|0<r<R,0<¢<2m,0<m< M}, igy az integrél a
kovetkezoképpen modosul:

// 1d(x,y,z) = // 1-rd(r,¢,m) = /OR/O27T/OMI‘dmd¢dr:
4 w
:/OR/O% [rmly’" dodr = /OR /O% M ddr = /0 (MR dr =

R
:/ 2nrM dr =
0

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Szamitsuk ki az R sugari, M magassagi henger térfogatat.
Ekkor a tartomanyunk a kovetkez6 alaka:

V ={(x,y,z)|x*+y* < R?,0 < z < M}, amit 4tirhatunk
hengerkoordinatakra:

W={(r,o,m)|0<r<R,0<¢<2m,0<m< M}, igy az integrél a
kovetkezoképpen modosul:

/v/ ld(X,y,Z):/J 1-rd(r,¢,m)Z/OR/Ozn/OMrdmdgtdr:

:/OR /027r [rm)™ dodr = /OR/O%r M ddr — /OR[quﬂg” dr —

R 2R
r
:/ 27rM dr = [%M] = R*7M
0 2 0
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Példa

10. példa Szamitsuk ki az R sugar(, M magassagl henger térfogatat.
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Példa

10. példa Szamitsuk ki az R sugar(, M magassagl henger térfogatat.
Rogton hengerkoordinatdkban irjuk fel a tartoméanyunkat. Ha a kip
alapkorének sugara R, akkor 0 < r < R és mivel forgasszimmetrikus a
tartomany, ezért 0 < ¢ < 2. Csak az m értéke kérdéses:

3¢z

3y

2
1

—1 /1/><
s
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Szamitsuk ki az R sugar(, M magassagl henger térfogatat.
Rogton hengerkoordinatdkban irjuk fel a tartoméanyunkat. Ha a kip
alapkorének sugara R, akkor 0 < r < R és mivel forgasszimmetrikus a
tartomany, ezért 0 < ¢ < 2. Csak az m értéke kérdéses:

3%z 3%z
w
y 2 \S
3 z
) \
m!' o\
: X
-1 /1/>< 6r 1
s
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Szamitsuk ki az R sugar(, M magassagl henger térfogatat.
Rogton hengerkoordinatdkban irjuk fel a tartoméanyunkat. Ha a kip
alapkorének sugara R, akkor 0 < r < R és mivel forgasszimmetrikus a
tartomany, ezért 0 < ¢ < 2. Csak az m értéke kérdéses:

3%z 31z V={(r,¢,m)]0<r<R,
R—r
- 0<¢p<2m,0<m< =%
y 2 \S
3 z
y) \
1 1 N 2
m:! \' "+
: X
-1 /1/>< 6r 1
s
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. CsmaGém |
Példa

10. példa Szamitsuk ki az R sugar(, M magassagl henger térfogatat.
Rogton hengerkoordinatdkban irjuk fel a tartoméanyunkat. Ha a kip
alapkorének sugara R, akkor 0 < r < R és mivel forgasszimmetrikus a
tartomany, ezért 0 < ¢ < 2. Csak az m értéke kérdéses:

3}z 3$z V={(r,¢,m0<r<R,
R—r
0§¢§27ﬂ0§m§TM}
3 21
> // 1d(x,y,z) // 1-rd(r,¢,m)=
1 1¢ : kap
o ¢
_6_ _: 27

-1 /1/x r // / rdmdedr = ...
s

Matematika A2x
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. CsmaGém |
Példa

R—r

R 2= = M R r2=w R=rpg
/ / / rdmdodr = / / [rm]® " dedr =
0 0 0 0 0

R 2w _
. / / R=1 Mr dodr
o Jo R
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Példa
R r2r B=fm R [2m R—r 1
/ / / r dmdeodr :/ / [rm]® " dedr =
0 0 0 0 0

R 2w _ R _
:// R erdqﬁdrz/ {R r

o Jo R 0

_/ 27T

R
" Mr dr _/ 271-M(Rr—r)dr
o R
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Példa
R r2r B=fm R [2m R—r 1
/ / / r dmdeodr :/ / [rm]® " dedr =
0 0 0 0 0

R 2w _ R _
:// R rl\/lrdqﬁdr:/ {R r

o Jo R 0

_/ 271'

R
" Mr dr _/ 271-M(Rr—r)dr
o R
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Példa
R r2r B=fm R [2m R—r 1
/ / / r dmdeodr :/ / [rm]® " dedr =
0 0 0 0 0

R 2w _ R _
:// R rl\/lrdqﬁdr:/ {R r

o Jo R 0

_/ 271'

R
" Mr dr _/ 271-M(Rr—r)dr
o R

_[eam (o PN\]" 2t (R R\ _aMR® _ (RPm)M
B 2 R \2 3) 3 3
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Gombi koordinatak

Uj koordinatarendszer:
r: origbtdl mért tavolsag r € Rg

©: xy sikra vett vetillet szoge az x tengely pozitiv felétél © € [0, 27]
¢: z tengely pozitiv felével bezart szég ¢ € [0, 7]

Trigonometria segitségével: r' = rsin¢
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Gombi koordinatak

Uj koordinatarendszer:
r: origbtdl mért tavolsag r € Rg
©: xy sikra vett vetillet szoge az x tengely pozitiv felétél © € [0, 27]
¢: z tengely pozitiv felével bezart szég ¢ € [0, 7]
Trigonometria segitségével: r' = rsin¢
Kijezhetd, hogy
x(r,©,¢) = r' cos® = rsin¢cos ©
y(r,©,¢9) =r'sin® = rsin¢sin©
z(r,©,¢) = rcos¢
" Az elébbi transzformaciét szokés gémbi
koordinatazasnak nevezni.
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Gombi koordindtazas Jacobi-matrixa

lrjuk fel az 4ttérés Jacobi-matrixanak determinansat:
singcos© rcosgpcos® —rsingsin©
|J|=| singsin® rcosgsin® rsingcos® |=
Cos ¢ —rsing 0
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Gombi koordindtazas Jacobi-matrixa

lrjuk fel az 4ttérés Jacobi-matrixanak determinansat:
singcos© rcosgpcos® —rsingsin©
|J|=| singsin® rcosgsin® rsingcos® |=
Cos ¢ —rsing 0

rcos¢pcos® —rsingsin©
rcos¢gsin®  rsin¢cos©

singpcos© —rsingsin® |
singsin® rsingcos® |

= COS ¢

+rsing¢
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Gombi koordindtazas Jacobi-matrixa

lrjuk fel az 4ttérés Jacobi-matrixanak determinansat:
singcos© rcosgpcos® —rsingsin©
|J|=| singsin® rcosgsin® rsingcos® |=
Cos ¢ —rsing 0

rcos¢pcos® —rsingsin©
rcos¢gsin®  rsin¢cos©

singpcos© —rsingsin® |
singsin® rsingcos® |

= COS ¢

+rsing¢

= cos ¢(r? sin ¢ cos ¢ cos® © + r? sin ¢ cos ¢ sin® ©)+
+rsin@(rsin® ¢ cos? @ + rsin? psin? ©) =
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Gombi koordindtazas Jacobi-matrixa

lrjuk fel az 4ttérés Jacobi-matrixanak determinansat:
singcos© rcosgpcos® —rsingsin©
|J|=| singsin® rcosgsin® rsingcos® |=
cos ¢ —rsing 0

rcos¢pcos® —rsingsin©
rcos¢gsin®  rsin¢cos©

singpcos© —rsingsin® |
singsin® rsingcos® |

= COS ¢

+rsing¢

= cos ¢(r? sin ¢ cos ¢ cos® © + r? sin ¢ cos ¢ sin® ©)+
+rsin@(rsin® ¢ cos? @ + rsin? psin? ©) =

= r?sin ¢ cos® ¢(cos?® © + sin® @) + r?sin® ¢(cos® © +sin’ Q) =

Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 53 / 55



Gombi koordindtazas Jacobi-matrixa

lrjuk fel az 4ttérés Jacobi-matrixanak determinansat:
singcos© rcosgpcos® —rsingsin©
|J|=| singsin® rcosgsin® rsingcos® |=
cos ¢ —rsing 0
singpcos® —rsingsin©
singsin®  rsin¢gcos©

rcos¢pcos® —rsingsin©
rcos¢gsin®  rsin¢cos©

= COS ¢

+rsing¢

= cos ¢(r? sin ¢ cos ¢ cos® © + r? sin ¢ cos ¢ sin® ©)+
+rsin@(rsin® ¢ cos? @ + rsin? psin? ©) =

= r?sin ¢ cos® ¢(cos?® © + sin® @) + r?sin® ¢(cos® © +sin’ Q) =

= r?sin¢gcos® ¢ + r’sind ¢ =
Matematika A2x Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 53 / 55




Gombi koordindtazas Jacobi-matrixa

lrjuk fel az 4ttérés Jacobi-matrixanak determinansat:
singcos© rcosgpcos® —rsingsin©
|J|=| singsin® rcosgsin® rsingcos® |=
cos ¢ —rsing 0
singpcos® —rsingsin©
singsin®  rsin¢gcos©

rcos¢pcos® —rsingsin©
rcos¢gsin®  rsin¢cos©

= COS ¢

+rsing¢

= cos ¢(r? sin ¢ cos ¢ cos® © + r? sin ¢ cos ¢ sin® ©)+
+rsin@(rsin® ¢ cos? @ + rsin? psin? ©) =

= r?sin ¢ cos® ¢(cos?® © + sin® @) + r?sin® ¢(cos® © +sin’ Q) =

= r?sin ¢ cos® ¢ + r?sin3 ¢ = r?sin ¢(cos ¢ + sin? @) = r’sin ¢
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Példa

11. példa Szadmitsuk ki az R sugard gomb térfogatat.
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Példa

11. példa Szadmitsuk ki az R sugard gomb térfogatat.
GOombi koordinatakat fogunk hasznalni:

V={(r,0,8)|0<r<R0<©<2r,0<¢<r}, tehat

// ]_d(x,y7z):// 1-r’singd(r,©,¢)=
v

gémb
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Példa

11. példa Szadmitsuk ki az R sugard gomb térfogatat.
GOombi koordinatakat fogunk hasznalni:

V={(r,0,8)|0<r<R0<©<2r,0<¢<r}, tehat

// 1d(x,y,z):// 1-r’singd(r,0,¢)=
v

gémb

_/ /%/ r sm(;Sd(Z)d@dr—/ /27r —r COS(;S dOdr =

/ 2r dOdr =
o Jo

Matematika A2x

Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 54 / 55



. CsmaGém |
Példa

11. példa Szadmitsuk ki az R sugard gomb térfogatat.
GOombi koordinatakat fogunk hasznalni:

V={(r,0,8)|0<r<R0<©<2r,0<¢<r}, tehat

// 1d(x,y,z):// 1-r’singd(r,0,¢)=
v

gémb

R /27 7 R 2 -
= / / / r?sin ¢ dpdOdr = / / {—rz cos (;5} dOdr =
o Jo Jo 0o Jo 0
R rom R o R
/ / 2r? dOdr = / {2r2@} dr = / Arr? dr =
o Jo 0 0 0
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11. példa Szadmitsuk ki az R sugard gomb térfogatat.
GOombi koordinatakat fogunk hasznalni:

V={(r,0,8)|0<r<R0<©<2r,0<¢<r}, tehat

// 1d(x,y,z):// 1-r’singd(r,0,¢)=
v

gémb

R /27 7 R 2 -
= / / / r?sin ¢ dpdOdr = / / {—rz cos (;5} dOdr =
o Jo Jo 0o Jo 0
R rom R o R
/ / 2r? dOdr = / {2r2@} dr = / Arr? dr =
o Jo 0 0 0

B 45’?_453_4;?%
B 7730_”3_ 3
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Példa

12. példa Szamitsuk ki az alabbi T tartomany térfogatat:
T={(x,y,2)1<x*+y*+22<9,0<x,0<y,0< z}
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12. példa Szamitsuk ki az alabbi T tartomany térfogatat:
T={(xy,2)|1<x>+y?+22<9,0<x,0<y,0< z}

A tartomany meghatarozasaban szerepl6 egyenl6tlenségek szerint T az 1
sugart gombon kivili, de 3 sugard gombon beliili, pozitiv térnyolcadba es6
pontok halmaza. Irjuk 4t gédmbi koordinatakba:

Matematika A2x

Tébbvaltozés fiiggvények 2020 8sz 55 / 55



. CsmaGém |
Példa

12. példa Szamitsuk ki az alabbi T tartomany térfogatat:
T={(xy,2)|1<x>+y?+22<9,0<x,0<y,0< z}
A tartomany meghatarozasaban szerepl6 egyenl6tlenségek szerint T az 1

sugart gombon kivili, de 3 sugard gombon beliili, pozitiv térnyolcadba es6
pontok halmaza. Irjuk 4t gédmbi koordinatakba:

V={(r0,¢)1<r<3,0<0<%,0<¢< 5}, tehdt

// ld(x,y,z) = // 1-r’singd(r,©,¢) =
// / r?sin ¢ dpdOdr =
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12. példa Szamitsuk ki az alabbi T tartomany térfogatat:
T={(xy,2)|1<x>+y?+22<9,0<x,0<y,0< z}
A tartomany meghatarozasaban szerepl6 egyenl6tlenségek szerint T az 1

sugart gombon kivili, de 3 sugard gombon beliili, pozitiv térnyolcadba es6
pontok halmaza. Irjuk 4t gédmbi koordinatakba:

V={(r0,¢)1<r<3,0<0<%,0<¢< 5}, tehdt

// ld(x,y,z) = // 1-r’singd(r,©,¢) =

// / rsmqﬁdgbd@dr—// rcong) d@dr—
:/1/0 P dOdr =
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12. példa Szamitsuk ki az alabbi T tartomany térfogatat:
T={(xy,2)|1<x>+y?+22<9,0<x,0<y,0< z}
A tartomany meghatarozasaban szerepl6 egyenl6tlenségek szerint T az 1

sugart gombon kivili, de 3 sugard gombon beliili, pozitiv térnyolcadba es6
pontok halmaza. Irjuk 4t gédmbi koordinatakba:

V={(r0,¢)1<r<3,0<0<%,0<¢< 5}, tehdt

// ld(x,y,z) = // 1-r’singd(r,©,¢) =

// / rsmqﬁdgbd@dr—// rcong) d@dr:
:/1/0 r2d@dr:/1 [rz@]g dr:/:grzdr:
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12. példa Szamitsuk ki az alabbi T tartomany térfogatat:
T={(xy,2)|1<x>+y?+22<9,0<x,0<y,0< z}
A tartomany meghatarozasaban szerepl6 egyenl6tlenségek szerint T az 1

sugart gombon kivili, de 3 sugard gombon beliili, pozitiv térnyolcadba es6
pontok halmaza. Irjuk 4t gédmbi koordinatakba:

V={(r0,¢)1<r<3,0<0<%,0<¢< 5}, tehdt

// ld(x,y,z) = // 1-r’singd(r,©,¢) =

// / rsmqﬁdgbd@dr—// rcong) d@dr:
:/1/0 r2d@dr:/1 [rz@]g dr:/:grzdr:

T_om2-1 Bn
2 3 3
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