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. CsmaGém |
Vektorok

Vektor: Iranyitott szakasz, vagy rendezett
pontpar mely koziil az els6 a kezd6pont, a /Pk
masodik a végpont. Minden vektornak van:

@ nagysaga

@ iranya A
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. CsmaGém |
Vektorok

Vektor: Iranyitott szakasz, vagy rendezett
pontpar mely kozil az elsé a kezddpont, a /Pk
masodik a végpont. Minden vektornak van:

@ nagysaga

@ iranya A
Két vektort egyenlonek tekintiink, ha eltolassal egymasba vihet6ek.
Egy v vektor hossza, vagy nagysaga a kezd6pont és végpont tavolsiga.
Jelolés: |v]|.
Ha ez 1, akkor egységvektor, ha 0, akkor nullvektor. A nullvektor iranya
tetszbleges.
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Vektormuveletek — Vektorok 6sszeadasa, kivonasa

Vektor 0sszeadasa: Paralelogramma szabaly
Tulajdonsagok:

@ kommutativ: a+b=b+a
@ asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c)
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Vektormuveletek — Vektorok 6sszeadasa, kivonasa

Vektor 0sszeadasa: Paralelogramma szabaly
Tulajdonsagok:

@ kommutativ: a+b=b+a
@ asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c)

Egy v vektor ellentettvekotra —v, ha v+ (—v) =0
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Vektormuveletek — Vektorok 6sszeadasa, kivonasa

Vektor 0sszeadasa: Paralelogramma szabaly
Tulajdonsagok:

@ kommutativ: a+b=b+a
@ asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c)

Egy v vektor ellentettvekotra —v, ha v+ (—v) =0
Vektor kivonasa: Paralelogramma szabaly
Tulajdonsagok:

e antikommutativ: a— b = —(b — a)
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen A € R és v egy vektor. Ekkor a A - v is egy vektor, melynek

@ nagysaga:
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
@ nagysaga: |\-v| =|A|-|v|, ahol az elsé |.| egy szam abszoliit érték,
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
@ nagysaga: |\-v| =|A|-|v|, ahol az elsé |.| egy szam abszoliit érték,
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:
> v-vel megyegyezs, ha A > 0
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
@ nagysaga: |\-v| =|A|-|v|, ahol az elsé |.| egy szam abszoliit érték,
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:
> v-vel megyegyezs, ha A > 0
» v-vel ellentétes, ha A < 0
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
@ nagysaga: |\-v| =|A|-|v|, ahol az elsé |.| egy szam abszoliit érték,
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:
> v-vel megyegyezs, ha A > 0
» v-vel ellentétes, ha A < 0
» nullvektor, ha A =0

Tulajdonsagok:
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
@ nagysaga: |\-v| =|A|-|v|, ahol az elsé |.| egy szam abszoliit érték,
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:
> v-vel megyegyezs, ha A > 0
» v-vel ellentétes, ha A < 0
» nullvektor, ha A =0

Tulajdonsagok:
@ asszociativ: A(uv) = (Au)v
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
@ nagysaga: |\-v| =|A|-|v|, ahol az elsé |.| egy szam abszoliit érték,
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:
> v-vel megyegyezs, ha A > 0
» v-vel ellentétes, ha A < 0
» nullvektor, ha A =0

Tulajdonsagok:
@ asszociativ: A(uv) = (Au)v
o disztributiv: (A + p)v = Av + pv
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
@ nagysaga: |\-v| =|A|-|v|, ahol az elsé |.| egy szam abszoliit érték,
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:
> v-vel megyegyezs, ha A > 0
» v-vel ellentétes, ha A < 0
» nullvektor, ha A =0
Tulajdonsagok:
@ asszociativ: A(uv) = (Au)v
o disztributiv: (A + p)v = Av + pv
e disztributiv: A(u+v) = Au+ Av

Matematika A2x Vektorok és koordinata geometria 2020 8sz 4/21



Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
, ahol az elsé |.| egy szam abszolit érték,

@ nagysaga: |A-v|=|A|-|v
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:

> v-vel megyegyezs, ha A > 0

» v-vel ellentétes, ha A < 0

» nullvektor, ha A =0

Tulajdonsagok:

@ asszociativ: A(uv) = (Au)v
e disztributiv: (A 4 p)v = Av + uv
e disztributiv: A(u+v) = Au+ Av

Adott v iranyld egységvektor:
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Vektormuveletek — Vektorok szorzasa valés szammal

Definicié
Legyen X\ € R és v egy vektor. Ekkor a \ - v is egy vektor, melynek
, ahol az elsé |.| egy szam abszolit érték,

@ nagysaga: |A-v|=|A|-|v
mig a masodik egy vektor hossza

@ iranya:

> v-vel megyegyezs, ha A > 0

» v-vel ellentétes, ha A < 0

» nullvektor, ha A =0

Tulajdonsagok:

@ asszociativ: A(uv) = (Au)v
e disztributiv: (A 4 p)v = Av + uv
e disztributiv: A(u+v) = Au+ Av

1
Adott v iranyl egységvektor: v, = ﬂv
v
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.

1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.

1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.

eu+v=(321)+(1,0,-2) =
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.

1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.

o u+v=(3,21)+(1,0,—-2) = (4,2,—1)
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
o utv=(321)+(1,0-2) = (4,2 -1)
ov—u=(1,0-2)—(3,2,1) =
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
o utv=(321)+(1,0-2) = (4,2 -1)
ov—u=(1,0-2)—(3,2,1) = (-2,-2,-3)
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
o utv=(321)+(1,0-2) = (4,2 -1)
ov—u=(1,0,-2)—(3,2,1) = (-2,-2,-3)
o [u[=(3,21)]=
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
o utv=(321)+(1,0-2) = (4,2 -1)
ov—u=(1,0-2)—(3,2,1) = (-2,-2,-3)
o [u=1[(3,21)]=v32+2+12=/14
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
o utv=(321)+(1,0-2) = (4,2 -1)
ov—u=(1,0-2)—(3,2,1) = (-2,-2,-3)
° |u[=1(3,21)=v32+22+12= V14
o \u=3(3,21)=
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Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
o utv=(321)+(1,0-2) = (4,2 -1)
ov—u=(1,0-2)—(3,2,1) = (-2,-2,-3)
o [u=1[(3,21)]=v32+2+12=/14
e Au=3(3,2,1) =(9,6,3)
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S CeimaGéa
Koordinatak

Koordinatdk (most): A térbeli vektorokat a valés szamharmasokkal (R3)
azonositjuk, melyek a végpontot jeldlik. A kezdépont az origd.
1. példa Legyen u=(3,2,1), v=(1,0,—-2), A = 3 és x = —2. Szamitsuk
kiau-+v,v—u, |u|, \u és uv kifejezéseket.
o utv=(321)+(1,0-2)= (42, 1)
ov—u=(1,0-2)—(3,2,1) = (-2,-2,-3)
o lu=](3,2,1)=v32+22+12=/14
e \u=3(3,2,1) =(9,6,3)
o yv=—2(1,0,-2) = (~2,0,4)
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
(a,b) = a1by + axby + a3bs
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:

@ kommutativ: ab = ba
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:

@ kommutativ: ab = ba

e disztributiv: (Aa)b = A(ab)
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:

@ kommutativ: ab = ba

e disztributiv: (Aa)b = A(ab)

e disztributiv: a(b+ c) = ab + ac
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:
@ kommutativ: ab = ba
disztributiv: (Aa)b = A(ab)
disztributiv: a(b + c) = ab + ac
pozitiv definit: aa = |a|?> > 0 és = 0 < a nullvektor.
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:
@ kommutativ: ab = ba
disztributiv: (Aa)b = A(ab)
disztributiv: a(b + c) = ab + ac
pozitiv definit: aa = |a|?> > 0 és = 0 < a nullvektor.

Tétel
Két vektor skalaris szorzata 0 akkor és csak akkor, ha merélegesek.
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:
@ kommutativ: ab = ba
disztributiv: (Aa)b = A(ab)
disztributiv: a(b + c) = ab + ac
pozitiv definit: aa = |a|?> > 0 és = 0 < a nullvektor.

Tétel
Két vektor skalaris szorzata 0 akkor és csak akkor, ha merélegesek.

Biz.: ab = |a||b| cos @ = 0 < valamelyik tényezd 0,
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Skalaris szorzas

Definicié
Az a,b € R3 vektorok skalaris szorzata (a,b) := |a||b| cos « SKALAR, ahol
« a két vektor ltal bezat sz6g. Alternativ jelélés: (a,b) = ab ésab € R

Kiszamitasa koordinatikkal: Ha a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3), akkor
<a, b> = a1by + axby + a3bs
Tulajdonsagok:
@ kommutativ: ab = ba
disztributiv: (Aa)b = A(ab)
disztributiv: a(b + c) = ab + ac
pozitiv definit: aa = |a|?> > 0 és = 0 < a nullvektor.

Tétel
Két vektor skalaris szorzata 0 akkor és csak akkor, ha merélegesek.

Biz.: ab = |a||b| cos @ = 0 < valamelyik tényezd 0,
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Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontasa masikkal parhuzamos és arra meréleges komponensekre:

Matematika A2x Vektorok és koordinata geometria 2020 8sz 7/21



Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontasa masikkal parhuzamos és arra meréleges komponensekre:

Legyen adott egy v vektor, amit fel
szeretnénk bontani az a vektorral
parhuzamos (v|) és arra merdleges (v )
komponensekre: v = v + v
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Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontasa masikkal parhuzamos és arra meréleges komponensekre:

Legyen adott egy v vektor, amit fel

szeretnénk bontani az a vektorral

parhuzamos (v|) és arra merdleges (v ) Vi
komponensekre: v = v + v v|
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Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontasa masikkal parhuzamos és arra meréleges komponensekre:
Legyen adott egy v vektor, amit fel

szeretnénk bontani az a vektorral

parhuzamos (v|) és arra merdleges (v ) Vi
komponensekre: v = v + v

al v
3 >
A trigonmetrikus fuggvények definicidja alapjan:
v
cosa = ‘|”| = |v)| = |v| cos, vagyis megvan a hosszunk, mér csak egy
v

adott iranyl egységvektor kell.
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Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontdsa masikkal parhuzamos és arra merdleges komponensekre:
Legyen adott egy v vektor, amit fel

szeretnénk bontani az a vektorral

parhuzamos (v|) és arra merdleges (v ) Vi
komponensekre: v = v + v

al v
3 >
A trigonmetrikus fuggvények definicidja alapjan:
v
cosa = ‘|”|’ = |v)| = |v| cos, vagyis megvan a hosszunk, mér csak egy
v

1
adott irdnyl egységvektor kell. Adott a irdnyl egységvektor: ag = —a,

al

amibdl mar megallapithatd v
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Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontdsa masikkal parhuzamos és arra merdleges komponensekre:
Legyen adott egy v vektor, amit fel

szeretnénk bontani az a vektorral

parhuzamos (v|) és arra merdleges (v ) Vi
komponensekre: v = v + v

al v
3 >
A trigonmetrikus fuggvények definicidja alapjan:
v
cosa = ‘|”|’ = |v)| = |v| cos, vagyis megvan a hosszunk, mér csak egy
v

1
adott irdnyl egységvektor kell. Adott a iranyl egységvektor: ag = Ha,

|v| cos v

a|

amibdl mar megallapithatd v : v = |vjlag =
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Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontdsa masikkal parhuzamos és arra merdleges komponensekre:
Legyen adott egy v vektor, amit fel

szeretnénk bontani az a vektorral

parhuzamos (v|) és arra merdleges (v ) Vi
komponensekre: v = v + v

al v
3 >
A trigonmetrikus fuggvények definicidja alapjan:
v
cosa = ‘|”|’ = |v)| = |v| cos, vagyis megvan a hosszunk, mér csak egy
v

1
adott irdnyl egységvektor kell. Adott a irdnyl egységvektor: ag = —a,

|a
o L, i |v| cos v
amibdl mar megallapithatd v : v = |vjlag = TTal =
_ a||v|cos a ~ (a,v)
aP? I~ (a,a)
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Skalaris szorzas alkalmazasai

Vektor felbontdsa masikkal parhuzamos és arra merdleges komponensekre:
Legyen adott egy v vektor, amit fel

szeretnénk bontani az a vektorral

parhuzamos (v|) és arra merdleges (v ) Vi
komponensekre: v = v + v

al v
3 >
A trigonmetrikus fuggvények definicidja alapjan:
v
cosa = ‘|”|’ = |v)| = |v| cos, vagyis megvan a hosszunk, mér csak egy
v

1
adott irdnyl egységvektor kell. Adott a irdnyl egységvektor: ag = —a,

al
o L, |v| cos v
amibdl mar megallapithatd v : v = |vjlag = TTal =
a||v| cos a,v a,v
:\H|72a v||:<’>a,ésléthatévl:v—vu:v—<’>
al (a,a) (a,a)
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.
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Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

p v,u p
Az alkalmazandd formula most: u = 2 ’ ;v ésu; =u—uy
v,V
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Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

p v,u p
Az alkalmazandd formula most: u = 2 ’ ;v ésu; =u—uy
v,V

1.340.24+(=2)-1 B
ST 500+ (-2 (2) "% TP
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Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

Az alkalmazandé formula most: u = v, u;v ésu; =u—uy
v,V
1-340:2+(-2)-1

u = 1-14+0-04+ (_2) ) (_2)(1,0, —2) = g(l,o, —2) = (5’07 _5>
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

B v.u
Az alkalmazandé formula most: u = (v, u)

(v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 o )
u = 1.1_,_0.0_‘_(_2).(_2)(1,0,—2)— 5(1,0,—2)_ ( 0’_>

5’ 5
1 2
ULZ(U—UH):(3,2,1)— <5,0,—5> =

vésul:u—u”
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

B v.u
Az alkalmazandé formula most: u = (v, u)

(v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 o )
u = 1.1_,_0.0_‘_(_2).(_2)(1,0,—2)— 5(1,0,—2)_ ( 0’_>

5’ 5
up=(u—uj)=(321)- <1 o,—2> _ (14 2 7)

vésul:u—u”

57§ 575
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

p v,u p
Az alkalmazandd formula most: u = v, >v ésu; =u—uy

{v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 1 5
u = 1. 1+00+(_2) ) (_2)(1,0, —2) = g(l,O,—2) = (5707_5>

up=(u—uj)=(321)- <1 o,—2> _ (14 2 7)

57§ 575
Elln6rzés:

1 2 14 7 14 14
lu, 0= —((z0-2), (=2, =2 40-2 0
UH u| <U||,UJ_> <(57 ) 5)7(57 75>> 25+ 25
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

B v.u
Az alkalmazandé formula most: u = (v, u)

{v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 1 5
u = 1. 1+00+(_2) ) (_2)(1,0, —2) = g(l,O,—2) = (5’07_5>

1 2 14 7
u, = (U - UH) = (3?27 1) - <5707 _5> = (5727 5)

vésul:u—u”

Elln6rzés:

1 2 14 7 14 14
lu, 0= —((z0-2), (=2, =2 40-2 0
UH u| <U||,UJ_> <(57 ) 5>7<57 75>> 25+ 25

Két vektor szoge
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

B v.u
Az alkalmazandé formula most: u = (v, u)

{v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 1 5
u = 1. 1+00+(_2) ) (_2)(1,0, —2) = g(l,O,—2) = (5707_5>

1 2 14 7
uL:(U—U|):(3,2,1)—<5,0,—5> = (57275)
Elln6rzés:

1 2 14 7 14 14
lu, 0= —((z0-2), (=2, =2 40-2 0
UH u| <U||,UJ_> <(57 ) 5)7(57 75>> 25+ 25

Két vektor szoge

vésul:u—u”

(a,b) = |a||b| cosa = cos v =

=
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

B v.u
Az alkalmazandé formula most: u = (v, u)

{v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 1 5
u = 1. 1+00+(_2) ) (_2)(1,0, —2) = g(l,O,—2) = (5707_5>

up=(u—uj)=(321)- <1 o,—2> _ (14 2 7)

57§ 575
Elln6rzés:

1 2 14 7 14 14
lu, 0= —((z0-2), (=2, =2 40-2 0
UH u| <U||,UJ_> <(57 ) 5)7(57 75>> 25+ 25

Két vektor szoge
(a,b)

|al|b]
3. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok szogét!

vésul:u—u”

(a,b) = |a||b| cosa = cos v =
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

< v,u
Az alkalmazandé formula most: u| = (v, u)

{v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 1 5
u = 1. 1+00+(_2) ) (_2)(1,0, —2) = g(l,O,—2) = (5707_5>

1 2 14 7
o =(-u)=(322) - (5.0.-5) = (52.5)
Elln6rzés:

1 2\ (14 7 14 14
1 <:>O: — 2.0 == ol _ 14 o _g
UH uj <u||,UJ_> <(57 ) 5)7(5 ) 75>> 25+ 75

Két vektor szoge

VéSUJ_:u_u”

b
(a,b) = |a||b| cosa = cos v = |<:]7|b>\
3. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok szogét!

1
cosa = {u, v) —

uj|\v 14+/5
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. CsmaGém |
Példa

2. példa Bontsuk fel a u = (3,2,1) vektor a v.= (1,0, —2) vektorral
parhuzamos és arra merdleges komponensekre.

B v.u
Az alkalmazandé formula most: u = (v, u)

{v,v)
. 1-3+0-2+(-2)-1 1 1 5
u = 1. 1+00+(_2) ) (_2)(1,0, —2) = g(l,O,—2) = (5707_5>

1 2 14 7
uL:(U—U|):(3,2,1)—<5,0,—5> = (57275)
Elln6rzés:

1 2 14 7 14 14
L - —((z0-2), (=2, =2 40-2 0
u|| UJ_<:>O <U||,UJ_> <(5707 5)7(57 75>> 25+ 25

Két vektor szoge

vésul:u—u”

b
(a,b) = |a||b| cosa = cos v = |<:]7|b>\
3. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok szogét!
(u,v) 1 ( 1 >
cosa = = = «a = arccos | —— | =~ 83,135°
ullv 14+/5 V70
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Vektorials (kereszt)szorzas

A skalaris szorzassal ellentétben itt az eredmény egy VEKTOR és ez a
miivelet csak CSAK R3-ben van definialva.

Definicié
Az a,b € R3 vektorok vektoriilis szorzata a x b € R3, ha

e |a x b| = |a||b|sin, ahol « a és b altal bezart szdg,

Matematika A2x

Vektorok és koordinata geometria 2020 8sz 9/21



Vektorials (kereszt)szorzas

A skalaris szorzassal ellentétben itt az eredmény egy VEKTOR és ez a
miivelet csak CSAK R3-ben van definialva.

Definicié
Az a,b € R3 vektorok vektoriilis szorzata a x b € R3, ha

e |a x b| = |a||b|sin, ahol « a és b altal bezart szdg,
@ axbla,b,
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Vektorials (kereszt)szorzas

A skalaris szorzassal ellentétben itt az eredmény egy VEKTOR és ez a
miivelet csak CSAK R3-ben van definialva.

Definicié
Az a,b € R3 vektorok vektoriilis szorzata a x b € R3, ha

e |a x b| = |a||b|sin, ahol « a és b altal bezart szdg,
@ axbla,b,

@ a, b ésa x b ebben a sorrendben jobbsodrasii rendszert alkot.
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Vektorials (kereszt)szorzas

A skalaris szorzassal ellentétben itt az eredmény egy VEKTOR és ez a
miivelet csak CSAK R3-ben van definialva.

Definicié
Az a,b € R3 vektorok vektoriilis szorzata a x b € R3, ha

e |a x b| = |a||b|sin, ahol « a és b altal bezart szdg,
@ axbla,b,

@ a, b ésa x b ebben a sorrendben jobbsodrasii rendszert alkot.

Jobbsordrast rendszer: Az x, y és z vektorok jobbrendszert alkotnak, ha:

.z
( L Y

4

S ”“(\\\
e

Vektorok és koordinata geometria

X

Matematika A2x
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Vektorialis szorzas tulajdonsagai

e antikommutativ: a x b = —(b x a)
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Vektorialis szorzas tulajdonsagai

e antikommutativ: a x b = —(b x a)
@ linedris: A(a x b) = (\a) x b=a x (\b)
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Vektorialis szorzas tulajdonsagai

antikommutativ: a x b= —(b x a)

linedris: A\(a x b) = (\a) x b =a x (\b)
disztributiv: (a+b) xc=axc+b xc
disztributiv: ax (b+c)=axb+axc
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Vektorialis szorzas tulajdonsagai

e antikommutativ: a x b = —(b x a)

@ linedris: A(a x b) = (\a) x b=a x (\b)
e disztributiv: (a+b) xc=axc+bxc
e disztributiv: ax (b+c)=axb+axc

Tétel
a x b = 0 akkor és csak akkor, ha a és b parhuzamosak.
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Vektorialis szorzas tulajdonsagai

e antikommutativ: a x b = —(b x a)

@ linedris: A(a x b) = (\a) x b=a x (\b)
e disztributiv: (a+b) xc=axc+bxc
e disztributiv: ax (b+c)=axb+axc

Tétel
a x b = 0 akkor és csak akkor, ha a és b parhuzamosak.

Geometriai jelentés: Két vektor vektoridlis szorzatanak nagysaga megadja
a felfeszitett paralelogramma teriiletét.
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Vektorialis szorzas tulajdonsagai

e antikommutativ: a x b = —(b x a)

@ linedris: A(a x b) = (\a) x b=a x (\b)
e disztributiv: (a+b) xc=axc+bxc
e disztributiv: ax (b+c)=axb+axc

Tétel
a x b = 0 akkor és csak akkor, ha a és b parhuzamosak.

Geometriai jelentés: Két vektor vektoridlis szorzatanak nagysaga megadja
a felfeszitett paralelogran;ma teriiletét.

T = alap - magassig = |b||a|sina = |a x b

Matematika A2x Vektorok és koordinata geometria 2020 8sz 10 / 21



Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

axb=
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j k
axb=|a a a3
by b b3
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j k i j
axb=|a a a|a a
b1 by b3 | b1 bo
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki
axb= dap 4d» asz | d a
by by bz |b1 b
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j k i j
axb=|a a a3|a a = axbsi+ azbij+ a1bok
b1 by b3 | by b
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki
axb=|a a a3 | ar ax = a2b3i + a3b1j + a1 bk
b1 by by | by b
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j k | i j
axb=|a a a3|a a = abzit+asbijtaibok—(arbik+azbri+aibsj)
by by b3 | b1 b
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki j
axb=|a a a|a a
b1 b b3 | by b

= a2b3i+a3b1j—|—a1b2k—(agb1k+a3b2i+al b3j)

i j k axbs — azbo
axb= a ap a3 |= a3b1 — 31b3
b1 by b3 aiby — axby

Vektorok és koordinata geometria 2020 8sz 11 /21
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki
axb=|a a a|a a = a2b3i+a3b1j+alb2k—(agb1k+a3b2i+alb3j)
b1 by b3| b1 b

i j k axbs — azbo
axb= a ap a3 |= a3b1 — 31b3
b1 by b3 aiby — axby

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki
axb=|a; a a|a a = 32b3i—|-a3b1j—|—31bzk—(agblk—i-ag,bzi—l—alb3j)
bi by b3| b b

i j k arbs — a3by
axb=|a a a3|=| a3by— aibs
b1 by b3 arby — axby

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.

i
uxv=[3 2 1
1 0 -2
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki
axb=|a; a a|a a = 32b3i—|-a3b1j—|—31bzk—(agblk—i-ag,bzi—l—alb3j)
bi by b3| b b

i j k arbs — a3by
axb=|a a a3|=| a3by— aibs
b1 by b3 arby — axby

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.

i j k|1 ]
uxv=|3 2 1 |3 2
1 0 -2|1 0
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki
axb=|a; a a|a a = 32b3i—|-a3b1j—|—31bzk—(agblk—i-ag,bzi—l—alb3j)
bi by b3| b b

i j k arbs — a3by
axb=|a a a3|=| a3by— aibs
b1 by b3 arby — axby

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.

i j k|1 ]
uxv=|3 2 1 |3 2
1 0 -2|1 0
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki j
axb=|a a a|a a = 32b3i+33b1j—|—31bgk—(32b1k+a3b2i—|—alb3j)
by by b3 | b b

i j k arbs — azbp
axb= a ap a3 |= a3b1 — 31b3
b1 by b3 arby — ax2by

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.

k J
1 2 = —4i+1j+0k
0

=G =

i
uxv=|3 2
1 0 -2
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki
axb=|a; a a|a a = 32b3i—|-a3b1j—|—31bzk—(agblk—i-ag,bzi—l—alb3j)
bi by b3| b b

i j k arbs — a3by
axb=|a a a3|=| a3by— aibs
b1 by b3 arby — axby

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.

k
1 — —4i 4 1j + Ok

[ T
OMA—.

i
uxv=|3 2
1 0 -2
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j ki j
axb=|a a a|a a = 32b3i+33b1j—|—31bgk—(32b1k+a3b2i—|—alb3j)
by by b3 | b b

i j k arbs — azbp
axb= a ap a3 |= a3b1 — 31b3
b1 by b3 arby — ax2by

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.

j
2 = —4i+ 1j+ Ok — (2k + 0i — 6j)
0

c

X

<
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Vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal

Sarrus-szabaly: Legyen a = (a1, a2, a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok. Ekkor

i j k | i j
axb=|a a a|a a = 82b3i+a3b1j+31b2k—(32b1k+a3b2i+31b3j)
by b b3| by b

i j k axbs — azbp
axb= dp a2 asz|= a3b1 — alb3
b1 by b3 aiby — axby

4. példa Szamitsuk ki az u = (3,2,1) és v = (1,0, —2) vektorok vektorialis
szorzatat.

] —4
2 =—4i+1j—2k+6j = 7
0 -2
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Vegyes szorzat

Harom vektort szorzunk éssze (igy, hogy a végeredmény egy SKALAR.
Definicié

Legyen a, b és c € R® vektorok. Ekkor a hdrom vektor vegyes szorzatan az
abc := (a x b, c) (elébb vektorialis, majd saklaris szorzas) szamot értjiik.
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Vegyes szorzat

Harom vektort szorzunk éssze (igy, hogy a végeredmény egy SKALAR.
Definicié

Legyen a, b és c € R® vektorok. Ekkor a hdrom vektor vegyes szorzatan az
abc := (a x b, c) (elébb vektorialis, majd saklaris szorzas) szamot értjiik.

Tulajdonsagok:
@ antikommutativ: abc = —acb és abc = —bac
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Vegyes szorzat

Harom vektort szorzunk éssze (igy, hogy a végeredmény egy SKALAR.
Definicié
Legyen a, b és c € R® vektorok. Ekkor a hdrom vektor vegyes szorzatan az

abc := (a x b, c) (elébb vektorialis, majd saklaris szorzas) szamot értjiik.

Tulajdonsagok:
@ antikommutativ: abc = —acb és abc = —bac
@ ciklikus: abc = bca = cab
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Vegyes szorzat

Harom vektort szorzunk éssze (igy, hogy a végeredmény egy SKALAR.
Definicié

Legyen a, b és c € R® vektorok. Ekkor a hdrom vektor vegyes szorzatan az
abc := (a x b, c) (elébb vektorialis, majd saklaris szorzas) szamot értjiik.

Tulajdonsagok:

@ antikommutativ: abc = —acb és abc = —bac

@ ciklikus: abc = bca = cab
Geometriai jelentés: Harom vektor vegyes szorzata megadja a felfeszitett
paralelepipedon elGjeles térfogatat.
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Vegyes szorzat

Harom vektort szorzunk éssze (igy, hogy a végeredmény egy SKALAR.
Definicié

Legyen a, b és c € R® vektorok. Ekkor a hdrom vektor vegyes szorzatan az
abc := (a x b, c) (elébb vektorialis, majd saklaris szorzas) szamot értjiik.

Tulajdonsagok:
@ antikommutativ: abc = —acb és abc = —bac
@ ciklikus: abc = bca = cab
Geometriai jelentés: Harom vektor vegyes szorzata megadja a felfeszitett

paralelepipedon elGjeles térfogatat.

V = alap - magassag =T - m

T =]axb| é m=|c|cosa

V =T-m=|axb||c|cosa = (a x b,c) = abc
Ha a, b és c nem jobbrendszer, akkor abc < 0,
ezért az |.| hasznélata javasolt: V = |abc]
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Vegyes szorzas koordinatakkal

Legyen a = (a1, a2, a3), b = (b1, b, b3) és c = (c1, &, c3) vektorok. Ekkor
az abc vegyes szorzatot az (a x b,c) = (a,b x c) alapjan:

dal i j k
abc_< a |, b1 b b3>

as a @ a
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Vegyes szorzas koordinatakkal

Legyen a = (a1, a2, a3), b = (b1, b, b3) és c = (c1, &, c3) vektorok. Ekkor
az abc vegyes szorzatot az (a x b,c) = (a,b x c) alapjan:

dal i j k
abc_< a |, b1 b b3>

as a @ a

Ekkor viszont a skalaris és vektorialis szorzas definiciéi alapjan aj-el van
szorozva minden, ami a vektorialis szorzatban i-vel, a>-vel, ami j-vel és
az-al, ami k-val.
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Vegyes szorzas koordinatakkal

Legyen a = (a1, a2, a3), b = (b1, b, b3) és c = (c1, &, c3) vektorok. Ekkor
az abc vegyes szorzatot az (a x b,c) = (a,b x c) alapjan:

ai i j k
abc = < an s b1 b2 b3 >
a3 G @ G
Ekkor viszont a skalaris és vektorialis szorzas definiciéi alapjan aj-el van

szorozva minden, ami a vektorialis szorzatban i-vel, a>-vel, ami j-vel és
az-al, ami k-val. Ezért akar az i, j, k-t ki is cserélhetjiik a;, ap, az-ra:

dy d2 as
abc=| by by b3 |=aibycz+asbsci+azbico—azbycy —aibsco—axbics
i ¢ 3
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Példa

5. példa Szamitsuk ki az a=(1,2,3), b=(1,0,-2) ésc = (3,-2,1)
vektorok vegyes szorzatat.
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. CsmaGém |
Példa

5. példa Szamitsuk ki az a=(1,2,3), b=(1,0,-2) ésc = (3,-2,1)
vektorok vegyes szorzatat.
Az el6zbek alapjan:

1 2 3 1 2 3|1 2
abc=1 0 -2|=/1 0 -2|1 0 =
3 -2 1 3 -2 1|3 -2
Matematika A2x
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Példa

5. példa Szamitsuk ki az a=(1,2,3), b=(1,0,-2) ésc = (3,-2,1)
vektorok vegyes szorzatat.
Az el6zbek alapjan:

1 2 3 1 2 3|1 2
abc=1 0 -2|=/1 0 -2|1 0 =
3 -2 1 3 -2 1|3 -2

=1-0-14+2-(=2)-34+3-1-(=2)—=3-0-3—-1-(=2)-(-2)—=2-1-1=

Matematika A2x
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Példa

5. példa Szamitsuk ki az a=(1,2,3), b=(1,0,-2) ésc = (3,-2,1)
vektorok vegyes szorzatat.
Az el6zbek alapjan:

1 2 3 1 2 3|1 2
abc=1 0 -2|=/1 0 -2|1 0 =
3 -2 1 3 -2 1|3 -2

=1-0-14+2-(=2)-34+3-1-(=2)—=3-0-3—-1-(=2)-(-2)—=2-1-1=

=0-12-6—-0—-4—-2=-24
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Sik egyenlete

Kérdés: Milyen v = (x, y, z) vektorok lesznek merdlegesek egy adott
n = (ny, np, n3) vektorra?
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Sik egyenlete

Kérdés: Milyen v = (x, y, z) vektorok lesznek merdlegesek egy adott
n = (ny, np, n3) vektorra?

Valasz: Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha a skalaris
szorzatuk nulla, tehat (v,n) = nix + my + n3z=0
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-
Sik egyenlete

Kérdés: Milyen v = (x, y, z) vektorok lesznek merdlegesek egy adott
n = (ny, np, n3) vektorra?

Valasz: Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha a skalaris
szorzatuk nulla, tehat (v,n) = nix + my + n3z=0

Kérdés: Mi azon pontok mértani helye a térben, melyekbe az origdbdl
mutatd vektor merdleges egy adott vektorra?

Matematika A2x Vektorok és koordinata geometria 2020 8sz 15 / 21



-
Sik egyenlete

Kérdés: Milyen v = (x, y, z) vektorok lesznek merdlegesek egy adott
n = (ny, np, n3) vektorra?

Valasz: Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha a skalaris
szorzatuk nulla, tehat (v,n) = nix + my + n3z=0

Kérdés: Mi azon pontok mértani helye a térben, melyekbe az origdbdl
mutatd vektor merdleges egy adott vektorra?

Valasz: Ezen pontok egy olyan origdn dtmend z
sikot hataroznak meg, mely merdleges az n
adott vektorra.
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Sik egyenlete

Kérdés: Milyen v = (x, y, z) vektorok lesznek merdlegesek egy adott
n = (ny, np, n3) vektorra?

Valasz: Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha a skalaris
szorzatuk nulla, tehat (v,n) = nix + my + n3z=0

Kérdés: Mi azon pontok mértani helye a térben, melyekbe az origdbdl
mutatd vektor merdleges egy adott vektorra?

Valasz: Ezen pontok egy olyan origdn dtmend z
sikot hataroznak meg, mely merdleges az
adott vektorra.

Kérdés: Hogyan irjuk fel olyan sik egyenletét, y

ami nem az origdn megy at, hanem a x
Po(x0, o, z0) ponton?
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Sik egyenlete

Kérdés: Milyen v = (x, y, z) vektorok lesznek merdlegesek egy adott
n = (ny, np, n3) vektorra?

Valasz: Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha a skalaris
szorzatuk nulla, tehat (v,n) = nix + my + n3z=0

Kérdés: Mi azon pontok mértani helye a térben, melyekbe az origdbdl
mutatd vektor merdleges egy adott vektorra?

Valasz: Ezen pontok egy olyan origdn dtmend zZ-n
sikot hataroznak meg, mely merdleges az
adott vektorra.

Kérdés: Hogyan irjuk fel olyan sik egyenletét,
ami nem az origdn megy at, hanem a
Po(x0, o, z0) ponton? ”
Valasz: Akkor a P‘Oz vektornak merélegesnek
kell lennie n-re, ahol P(x,y, z): <ﬁ, n> =0
m(x —xo) + m(y — y0) + n3(z — z0) = 0
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Sik egyenlete

Kérdés: Milyen v = (x, y, z) vektorok lesznek merdlegesek egy adott
n = (ny, np, n3) vektorra?

Valasz: Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha a skalaris
szorzatuk nulla, tehat (v,n) = nix + my + n3z=0

Kérdés: Mi azon pontok mértani helye a térben, melyekbe az origdbdl
mutatd vektor merdleges egy adott vektorra?

Valasz: Ezen pontok egy olyan origdn dtmend zZ-n
sikot hataroznak meg, mely merdleges az
adott vektorra.

Kérdés: Hogyan irjuk fel olyan sik egyenletét,
ami nem az origdn megy at, hanem a
Po(x0, o, z0) ponton? ”
Valasz: Akkor a P‘Oz vektornak merélegesnek
kell lennie n-re, ahol P(x,y, z): <ﬁ, n> =0
mx 4+ npy + n3z = nixg + mayo + n3zp :=d
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Pont és sik tavolsaga

Kérdés: Hogyan allapitjuk meg egy pont és z-n
egy sik tavolsdgat? Vilasz: Ha jél megnézziik T
az abrat, lathatd, hogy a pont és sik tavolsaga
megegyezik a 13(;6 vektor n iranyaval Q@
parhuzamos komponensének hosszaval, azaz AN
d:|1304(>2\cos¢, aholqﬁaznésam A
vektorok szoge, tehat d = |PyQ)| cos ¢ =

IPoGlcoss _ (nPod)

[n| [n|
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-
Pont és sik tavolsaga

Kérdés: Hogyan allapitjuk meg egy pont és z-n
egy sik tavolsagat? Valasz: Ha jél megnézziik
az abrat, lathatd, hogy a pont és sik tavolsaga
megegyezik a 13(;6 vektor n iranyaval Q@
parhuzamos komponensének hosszaval, azaz N

d= |@\ cos ¢, ahol ¢ aznés a Py

vektorok szoge, tehat d = |PyQ)| cos ¢ =

IPoGlcoss _ (nPod)

[n| n|
De ez csak annyiban kiilonbozik a sik egyenletétél, hogy (x,y, z) helyett
(g1, g2, g3)-at kell irnunk és az egész le van osztva n hosszaval.
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-
Pont és sik tavolsaga

Kérdés: Hogyan allapitjuk meg egy pont és zZ-n
egy sik tavolsagat? Valasz: Ha jél megnézziik
az abrat, lathatd, hogy a pont és sik tavolsaga
megegyezik a 13(;6 vektor n iranyaval Py Q@
parhuzamos komponensének hosszaval, azaz S~ \x
d= |@| cos ¢, ahol ¢ az n és a m

vektorok szoge, tehat d = |PyQ)| cos ¢ =

InlPoGlcoss  (n Po@)

| o qnl
De ez csak annyiban kiilonbozik a sik egyenletétél, hogy (x,y, z) helyett
(g1, g2, g3)-at kell irnunk és az egész le van osztva n hosszaval.

Definicid

Az n = (ny, np, n3) normalvektord, Po(xo, Yo, 20) ponton dtmend sik

—d
Hesse-fél alakja: mx + My + 132 =0, ahol d = n1xp + nayp + n3zp

2 2 .2 '
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely

merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.

Matematika A2x
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely
merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.

A sik egyenlete felirhaté:

mx—+my+nz=nxo+myo+nz=2x+2y—z=2+6-5=3

Matematika A2x
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely
merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.

A sik egyenlete felirhaté:
mx—+my+nz=nxo+myo+nz=2x+2y—z=2+6-5=3

Mivel |n| = \/22 +22 4+ (—1)2 = V9 = 3, ezért a sik Hesse alakban:
2 2 1

Q: §x+§y—§z—1:O
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely
merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.
A sik egyenlete felirhaté:
mx—+my+nz=nxo+myo+nz=2x+2y—z=2+6-5=3
Mivel |n| = \/22 +22 4+ (—1)2 = V9 = 3, ezért a sik Hesse alakban:

2 2 1

Q: §x+§y—§z—1:O
2 2 1

igy kiszamolhaté, hogy d(a, Q) = 3 1+ 3 0— 3 2-1/=1
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely
merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.

A sik egyenlete felirhaté:
mx—+my+nz=nxo+myo+nz=2x+2y—z=2+6-5=3
Mivel |n| = \/22 422 4 (—1)2 = /9 = 3, ezért a sik Hesse alakban:

2 2 1
D x4 Zy—z-1=
« 3x+3y 32 0 2 1
igy kiszamolhaté, hogy d(a, Q) = 1—1—7 O_§ 2-1/=1

7. példa Irjuk fel annak a f3 S|knak az egyenletet, mely parhuzamos a
vi = (3,2,1)-el és vp = (1,0, —2)-vel és illeszkedik a Py(1,0,—1)-ra
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely
merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.

A sik egyenlete felirhaté:
mx—+my+nz=nxo+myo+nz=2x+2y—z=2+6-5=3
Mivel |n| = \/22 422 4 (—1)2 = /9 = 3, ezért a sik Hesse alakban:

2 2 1
D x4 Zy—z-1=
« 3x+3y 32 0 2 1
igy kiszamolhaté, hogy d(a, Q) = 1—1—7 O_§ 2-1/=1

7. példa Irjuk fel annak a f3 S|knak az egyenletet, mely parhuzamos a
vi = (3,2,1)-el és vp = (1,0, —2)-vel és illeszkedik a Py(1,0,—1)-ra
Adott a pont, tehat keresendé még a normalvektor, mely merdleges
minden sikban futd, sikkal parhuzamos vektorra, igy vi és vp-re is. Egy
vektor példaul, mely meréleges vi-re és vp-re is:
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely
merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.

A sik egyenlete felirhaté:
mx—+my+nz=nxo+myo+nz=2x+2y—z=2+6-5=3
Mivel |n| = \/22 422 4 (—1)2 = /9 = 3, ezért a sik Hesse alakban:

2 2 1
D x4 Zy—z-1=
« 3x+3y 32 0 2 1
igy kiszamolhaté, hogy d(a, Q) = 1—1—7 O_§ 2-1/=1

7. példa Irjuk fel annak a f3 S|knak az egyenletet, mely parhuzamos a
vi = (3,2,1)-el és vp = (1,0, —2)-vel és illeszkedik a Py(1,0,—1)-ra
Adott a pont, tehat keresendé még a normalvektor, mely merdleges
minden sikban futd, sikkal parhuzamos vektorra, igy vi és vp-re is. Egy
vektor példaul, mely merbleges vi-re és vp-re is: vi X vp = (—4,7,-2).
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Példa

6. példa Irjuk fel annak az a siknak az egyenletét Hesse alakban, mely
merdleges az n = (2,2, —1) vektorra és dtmegy a Pp(1,3,5) ponton.
Adjuk meg a Q(1,0,2) pont tavolsagat a siktdl.

A sik egyenlete felirhaté:
mx—+my+nz=nxo+myo+nz=2x+2y—z=2+6-5=3
Mivel |n| = \/22 422 4 (—1)2 = /9 = 3, ezért a sik Hesse alakban:

2 2 1
D x4 Zy—z-1=
« 3x+3y 32 0 2 1
igy kiszamolhaté, hogy d(a, Q) = 1—1—7 O_§ 2-1/=1

7. példa Irjuk fel annak a f3 S|knak az egyenletet, mely parhuzamos a
vi = (3,2,1)-el és vp = (1,0, —2)-vel és illeszkedik a Py(1,0,—1)-ra
Adott a pont, tehat keresendé még a normalvektor, mely merdleges
minden sikban futd, sikkal parhuzamos vektorra, igy vi és vp-re is. Egy
vektor példaul, mely merbleges vi-re és vp-re is: vi X vp = (—4,7,-2).
gy B: —4(x—1)+7y—2(z+1)=0= B: dx—Ty+2z=2
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Két sik hajlasszoge

8. példa Adjuk megaz a: 2x —3y =5és 5: —x + 3y + 2z =7 sikok
hajlasszogét!
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Két sik hajlasszoge

8. példa Adjuk megaz a: 2x —3y =5és 5: —x + 3y + 2z =7 sikok
hajlasszogét!

A merdleges szar( szogek miatt két siknak a hajlasszoge megegyezik a
rajuk merdleges normalvektorok szogével.
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Két sik hajlasszoge

8. példa Adjuk megaz a: 2x —3y =5és 5: —x + 3y + 2z =7 sikok
hajlasszogét!

A merdleges szar( szogek miatt két siknak a hajlasszoge megegyezik a
rajuk merdleges normalvektorok szogével.

Tehat meg kell taldlnunk n, és ng szégét, melyhez nyilvan kell n, és ng.
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Két sik hajlasszoge

8. példa Adjuk meg az a: 2x —3y =5és f: —x+ 3y + 2z =7 sikok
hajlasszogét!

A merdleges szar( szogek miatt két siknak a hajlasszoge megegyezik a
rajuk merdleges normalvektorok szogével.

Tehat meg kell taldlnunk n, és ng szégét, melyhez nyilvan kell n, és ng.
Ezt konnyli meghatérozni, csak le kell olvasnunk azokat a sikok
egyenleteibdl:

n, =(2,-3,0) és ng = (—1,3,2).
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Két sik hajlasszoge

8. példa Adjuk meg az a: 2x —3y =5és f: —x+ 3y + 2z =7 sikok
hajlasszogét!

A merdleges szar( szogek miatt két siknak a hajlasszoge megegyezik a
rajuk merdleges normalvektorok szogével.

Tehat meg kell taldlnunk n, és ng szégét, melyhez nyilvan kell n, és ng.
Ezt konnyli meghatérozni, csak le kell olvasnunk azokat a sikok
egyenleteibdl:

n, =(2,-3,0) és ng = (—1,3,2).

o 2 “11
cos¢:<n ng) 9+0

= = —
Ina|lng]  V4+9+0/1+9+4 /182
—11
¢ = arccos <) = 144,62°

V182
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-
Egyenes egyenlete

Kérdés: Mikor tekintiink adottnak egy egyenest?
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-
Egyenes egyenlete

Kérdés: Mikor tekintiink adottnak egy egyenest?
Valasz: Egy egyenes adott, ha adott két pontja A(a1, az, as), B(b1, ba, b3).
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Egyenes egyenlete

Kérdés: Mikor tekintiink adottnak egy egyenest?

Valasz: Egy egyenes adott, ha adott két pontja A(a1, az, as), B(b1, ba, b3).
Kérdés: Hogyan lehet az egyenes egy A

tetszéleges P(x,y, z) pontjaba eljutni? v

a B p_aAyitAB
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-
Egyenes egyenlete

Kérdés: Mikor tekintiink adottnak egy egyenest?

Valasz: Egy egyenes adott, ha adott két pontja A(a1, az, as), B(b1, ba, b3).

Kérdés: Hogyan lehet az egyenes egy A

tetszéleges P(x,y, z) pontjaba eljutni? G ?

Viélasz: p=a+tv, ahol t € R a < B

y = ap + tvp egyenes paraméteres alakja, p
_ )

zZ=a+ tws

ahol V1:b1—31, V2:b2—32 és V3:b3—a3.
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-
Egyenes egyenlete

Kérdés: Mikor tekintiink adottnak egy egyenest?
Valasz: Egy egyenes adott, ha adott két pontja A(a1, az, as), B(b1, ba, b3).
Kérdés: Hogyan lehet az egyenes egy A
tetszéleges P(x,y, z) pontjaba eljutni? G ?
Viélasz: p=a+tv, ahol t € R a < B ?
X =a; +tng P=A+tA
y = ap + tvp egyenes paraméteres alakja, p
_ )
zZ=a+ tws
ahol V1:b1—31, V2:b2—32 és V3:b3—a3.
Ha vq, wo, v3 # 0, akkor t kifejezhet6:
X — a —a z—a
t= L A 3
Vi V2 V3
X —a —a z—a
egyenletrendszeres alakja: L_Y=®2 3
Vi Vo V3

, amibol adddik az egyenes
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Egyenes egyenlete

Kérdés: Mikor tekintiink adottnak egy egyenest?
Valasz: Egy egyenes adott, ha adott két pontja A(a1, az, as), B(b1, ba, b3).
Kérdés: Hogyan lehet az egyenes egy A
tetszéleges P(x,y, z) pontjaba eljutni? G ?
Viélasz: p=a+tv, ahol t € R a < B ?
X =a; +tng P=A+tA
y = ap + tvp egyenes paraméteres alakja, p
_ )
zZ=a+ tws
ahol V1:b1—31, V2:b2—32 és V3:b3—a3.
Ha vq, wo, v3 # 0, akkor t kifejezhet6:
X — a —a z—a
t= L A 3
Vi V2 V3
X —a —a z—a
egyenletrendszeres alakja: L_Y=®2 3
Vi Vo V3

Ha példaul v, = 0, akkor nem valtozik meg az y koordinata, igy
X —ax Z — as

, amibol adddik az egyenes

= , Yy = az.
Vi V3
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-
Egyenes egyenlete

Kérdés: Mikor tekintiink adottnak egy egyenest?
Valasz: Egy egyenes adott, ha adott két pontja A(a1, az, as), B(b1, ba, b3).
Kérdés: Hogyan lehet az egyenes egy A
tetszéleges P(x,y, z) pontjaba eljutni? G ?
Viélasz: p=a+tv, ahol t € R a < B ?
X =a; +tng P=A+tA
y = ap + tvp egyenes paraméteres alakja, p
_ )
zZ=a+ tws
ahol V1:b1—31, V2:b2—32 és V3:b3—a3.
Ha vq, wo, v3 # 0, akkor t kifejezhet6:
X — a —a z—a
t= L A 3
Vi V2 V3
X —a —a z—a
egyenletrendszeres alakja: L_Y=®2 3
Vi Vo V3

Ha példaul v, = 0, akkor nem valtozik meg az y koordinata, igy
X—a Z—a3

, amibol adddik az egyenes

= ,y=ax. Havy = v, =0, akkor x = a1, y = a» (z € R).
Vi V3
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Adjuk meg annak az egyenesnek mindkét alakjat, amely atmegy
az A(1,3,5) és B(2,0,—1) pontokon.
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Példa

9. példa Adjuk meg annak az egyenesnek mindkét alakjat, amely atmegy
az A(1,3,5) és B(2,0,—1) pontokon.

Mivel pont kettd is van, ezért irdnyvektort kell csak taldlnunk:
vV =
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Adjuk meg annak az egyenesnek mindkét alakjat, amely atmegy
az A(1,3,5) és B(2,0,—1) pontokon.

Mivel pont kettd is van, ezért irdnyvektort kell csak taldlnunk:
v=AB=(1,-3,-6).

Paraméteres alak:
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Adjuk meg annak az egyenesnek mindkét alakjat, amely atmegy
az A(1,3,5) és B(2,0,—1) pontokon.

Mivel pont kettd is van, ezért irdnyvektort kell csak taldlnunk:
v=AB=(1,-3,-6).

Paraméteres alak: x=1+t, y=3—-3t,z=5—-6t

Egyenletrendszeres alak:
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Adjuk meg annak az egyenesnek mindkét alakjat, amely atmegy
az A(1,3,5) és B(2,0,—1) pontokon.
Mivel pont kettd is van, ezért irdnyvektort kell csak taldlnunk:
v=AB=(1,-3,-6).
Paraméteres alak: x=1+t, y=3—-3t,z=5—-6t
y—3 z-5

-3 -6

Egyenletrendszeres alak: x — 1 =
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Példa

9. példa Adjuk meg annak az egyenesnek mindkét alakjat, amely atmegy
az A(1,3,5) és B(2,0,—1) pontokon.

Mivel pont kettd is van, ezért irdnyvektort kell csak taldlnunk:
v=AB=(1,-3,-6).

Paraméteres alak: x=1+t, y=3—-3t,z=5—-6t

y—3 z-5

Egyenletrendszeres alak: x — 1 =

—6
-2 2 4-2
10. példa Adjuk meg az X 6 = _y—21- =3 z egyenes irdnyvektorat

és egy pontjat.
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. CsmaGém |
Példa

9. példa Adjuk meg annak az egyenesnek mindkét alakjat, amely atmegy
az A(1,3,5) és B(2,0,—1) pontokon.

Mivel pont kettd is van, ezért irdnyvektort kell csak taldlnunk:
v=AB=(1,-3,-6).

Paraméteres alak: x=1+t, y=3—-3t,z=5—-6t

-3 -5
Egyenletrendszeres alak: x — 1 = y—>_12

— —6
-2 2 4-2
10. példa Adjuk meg az X 6 = _y—21- =3 z egyenes irdnyvektorat

és egy pontjat.
At kell alakitanunk az egyenletet, hogy leolvashassuk a kért adatokat:
x—2 y+2 z-2
2 -4 -3

tehat v(12, —4, —3) és Py(2,-2,2).
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Két sik metszésvonala

11. példa Adjuk megaz a: x —y+2z=2¢és [: 2x+y — 3z =1 sikok
metszésvonalanak egyenletét.
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Két sik metszésvonala

11. példa Adjuk megaza: x—y+2z=2¢é [ 2x+y — 3z =1 sikok
metszésvonalanak egyenletét.

A keresett egyenes mindkét sikra meréleges, igy az irdnyvektor mindkét
normalvektorra merdleges lesz, azaz megkaphatd a normalvektorok
vektoridlis szorzataként, ahol n, = (1,—1,2) és ng = (2,1, -3).
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Két sik metszésvonala

11. példa Adjuk megaza: x—y+2z=2¢é [ 2x+y — 3z =1 sikok
metszésvonalanak egyenletét.

A keresett egyenes mindkét sikra meréleges, igy az irdnyvektor mindkét
normalvektorra merdleges lesz, azaz megkaphatd a normalvektorok
vektoridlis szorzataként, ahol n, = (1,—1,2) és ng = (2,1, -3).

i j k 1
ngaxng=|1 -1 2 |=]|7
2 1 -3 3
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Két sik metszésvonala

11. példa Adjuk megaza: x—y+2z=2¢é [ 2x+y — 3z =1 sikok
metszésvonalanak egyenletét.

A keresett egyenes mindkét sikra meréleges, igy az irdnyvektor mindkét
normalvektorra merdleges lesz, azaz megkaphatd a normalvektorok
vektoridlis szorzataként, ahol n, = (1,—1,2) és ng = (2,1, -3).

i j k 1
ngaxng=|1 -1 2 |=]|7
2 1 -3 3

A metszésvonal egy pontjat pedig Ggy keressiik meg, hogy keresiink egy
olyan pontot, amely mindkét sikon rajta van, tehat kielégiti mindkét
egyenletet. Ez két egyenlet, de hdrom valtozd van, tehat az egyik valtozd
értéke tetszbleges, mondjuk z = O feltehetd. Ekkor az « sik egyenletébdl:
x =y + 2, amit beirva /3 egyenletébe: 2(y + 2) + y = 1, amit 4trendezve:
y = —1ésigy x =1 adédik. Tehat Py(1, —1,0), igy a keresett egyenes
lete: x — 1= y+l_z
egyenlete: == =3
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