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1. Végtelen numerikus sorok

Helyesebb lenne végtelen Osszegekrdl vagy szummakrol beszéléni, de az elnevezés mar meg-
gyokeresedett.

Magyarazatképpen a geometriai sorok (valdojaban, ugye, azok is csak sorozatok) kozis-
mert Osszegzése szolgalhat: ha ugyanis egy kis (mondjuk 1/2 kvociensti) geometriai sor(ozat)
tagjait Osszeadjuk, akkor azt szokas geometriai sornak (geometriai sor dsszegképletének, geo-
metriai sor Osszegének) nevezni. Ha ezt az Gsszeadést egyre tobb tagra, végiil n — oo tagra
elvégezziik, akkor az Osszegek nem valnak végtelenné, hanem egy véges hatarértékhez kon-
vergalnak. Igy jutunk a "végtelen geometriai sor", és aztan altalaban a "végtelen sorok"
fogalméhoz. Ezért helyénval6é a sorozatokkal és a sorozatok konvergenciajaval kapcsolatos
imsereteink felidézésével kezdeniink a targyalast.

1.1. Sorozatok - rovid ismétlés

1.1. Definicié. Az a, C R (C,RY) sorozat konvergdl az a € R (C,R?) értékhez, ha Ve >
0 IN = N(e) kiiszobérték, hogy ¥n > N, |a, — a| < €.

1.1. Megjegyzés. Az nagyon nem mindegy, hogy Ye > 0 IN = N(e), amikor is az N
fiigghet az e-tol, lehet mas és mds kilonbozo ¢ értékre, vagy pedig hogy AN, hogy Ve > 0,
amikor nem fiigghet az N az e-tol. Akkor ugyanis han = N+1, N+2, ... (tehdt han > N ),
akkor |a, — a| < e teljesil minden € > 0-ra; de akkor |a, — a| = 0, tehdt a sorozat ugy néz
ki, hogy ay,as,...,an,G,a,...,Q,....

(Nem mindegy, hogy a "minden linynak tetszik egy fii" kijelentést hogy értjiik:

e azaz minden ldnyhoz létezik/taldlhato olyan fid, aki tetszik neki (de mds és mds), vagy

e van olyan szivtipro férfiszépség fiu, hogy minden lanynak & tetszik.

A konvergencia eldontéséhez tobb modon is nyulhattunk.

1) Definici6 szerint. Ekkor valahonnan kitalaljuk, kiszamoljuk a-t, és ellendrizziik a definiciot
(keresiink e-hoz Ny-t).

2) Alkalmazunk mar ismert konvergens sorozatokat és szabalyokat.
3) Tétel: monoton, korlatos sorozat konvergens.

4) Cauchy konvergenciakritérium: Egy (z,) sorozat Cauchy tulajdonsagti <= konvergens.
Cauchy tulajdonsidg: Nem tudjuk/hasznéaljuk magat a hatarértéket, de azt nézzik, hogy
nagy n-re a sorozat tagjai egyméashoz mér nagyon kozel fognak esni: Ve > 0 AN = Ny(e),
hogy Vm,n > N-re |z, — 2| < €.




1.2. Végtelen numerikus sorok

1 1 1 1
Sokszor egy sorozat elemeit Osszegként adjuk meg. Pl. S, = 3 + 1 + ...+ on = o
k=1
— 1
Ekkor a hatéarértéket végtelen sor/végtelen Osszeg alakjaban irhatjuk fel: S := Z o
k=1

1.2. Definicié. Az z; € R (C,R?) elemek végtelen sora/dsszege: Zxk = lim (Z a:k)

n—00
k=1

A véges S, = E x) 0sszeq a sor n-edik részletosszege: tehdt g = lim S,.
n—o0
k=1 k=1
oo

1.2. Megjegyzés. Ez az improprius integdlra hasonlit. / f(x)dx improprius integrdl gy
1
volt értelmezve, hogy "egyre messzebb elmegyiink az integrdaldsban, és vessziik a hatdérértéket”:

/ f(z)dz = jlim / f(z)dx. Itt ugyenez torténik, csak nem [-lal, hanem Y -val.
1 -1
Konvergencia eldontése végtelen sorokra/dsszegekre:

1
1) PL. a fenti z;, = o Megsejthetjiikk, hogy S = 1, mert s, =

(Geometriai 6sszegzés: (q+¢* + ...+ q¢%)(¢q—1) =¢"™ - 1.)
1 1 1
Ha ¢ > 0 adott, akkor ha n > N, akkor |s,, — S| = (1—2—n> —1’ = o0 < o és ez

1 1
<e <= - < 2" azaz log, (—) < N. Tehat ha ¢ > 0 tetszéleges fix érték, akkor
€ €

1 1

onFI 2 1
1 =1-
2

1
minden N(g) > log, <—) kiiszob-index alkalmas: S,, konvergens sorozat, és S, — 1.
€

(Mindig € > 0 a fix és N-re kell megoldani: N = N(¢), nem € = en!)

Altalaban fontos sor a geometriai sor: ha |q| < 1,

. ' n . ‘ 1 — qn—H a
Zaq = lim Zaq = lim a = .
P n—00 prd n—o00 1— q 1 — q

2) Szabalyok: — a sorozatokra vonatkozo szabalyokbol kovetkeznek.

a) an = S =, ha y, := ax,, akkor Zyn =a-S.

n=1 n=1
b)ianryn ZanrZyn, Sp+t, = s+1).
n=1

Az is kovetkezik, hogy ha Z x, divergens, akkor (a # 0 mellett) Z a- x, is,

n=1 n=1

o
illetve Z(wn + y,) is, ha egyébként Z yn konvergens volt.

n=1 n=1



Vigyézat! s,,t, konvergens = s, t,, s,/t, is (t, — t #0).

De végtelen soroknél s, - t, = Z T Z yj = Z Z xy; sokkal bonyolultabb! Ez pedig
k=1 j=1

k=1 j=1

n oo
egészen mas, mint Z TRk, 1lletve Z TrYr kérdése!
k=1 k=1
n
Mikor lesz s,, = Z x monoton névs? Ha s,11 — s, > 0, azaz x,,1 > 0 (Vn € N). Ezért
k=1

1.1. Tétel. Ha z;, > 0, és Zxk korlatos (feliilrél) = konvergens.
k=1

nook
1.1. Példa. Igazoljuk, hogy 4 tetszdleges a > 0 mellett konvergens.
k!

k=0
k

a
(Nyilvdn ez egy pozitiv (nem-negativ) tagi sor: o >0.)

Bizonyitas: Legyen N > 2a egész és k > N. Ekkor

a_k:ﬂ kN gﬂ. kN <ﬂ1 :Bl B:zﬂ,kZN.
kKl NI/ (N+1)-...-k = N!' (2a)F=N =~ NI2k=N 2k—N N!
) —— a® a "ok N
Tehdt Sy = ) op Sltat o445+ > H§A+BZ§§A+B.
k=0 N ~ k=N+1 j=1
A

k
Mivel zy := % >0, és S, < A+ B korlatos marad = konvergens.

Cauchy-kritériummal: Mit jelent |s,, — s,| < ¢? Példaul ha m > n, akkor s, — s, =

Z ay, tehat azt jelenti, hogy Z ap| < e.

k=n-+1 k=n-+1

1.2. Példa. Igazoljuk, hogy az E(z) = T végtelen sor tetszdleges z € C komplex
k=0

szdm esetén konvergens.

Bizonyités: Cauchy-kritériummal. Legyen ¢ > 0 tetszélegesen adott: ehhez akarjuk

megadni N = N(g) egy alkalmas értékét. Ha m > n > N > 2a, akkor |z] < a esetén

™ok m k m-N N N N
2 || av 1 _a 1 a
_ — fall = 2 <« - -
o=l =1 20 = 2 S 2wy Smlyom
k=n-+1 k=n-+1 j=nt1-N j=1
oy
a fenti szamolés szerint. Ha ezen feliill N még ahhoz is elég nagy, akkor |s,, —s,| < NI <e

N
is teljesiil (mert % — 0 (N — o0)). Igy igazolast nyert a Cauchy-tulajdonsag teljesiilése.

(Ezt mér tavaly is kiszamoltuk — most tjra lattuk.)

Ebbdl a bizonyitasbol mas is azonnal latszik.



1.3. Abszolat konvergencia

1.3. Definicié. A Z“ sor abszolut konvergens, ha Z |z | konvergens.

k=1 k=1
1.3. Példa. E(z) := i - 3 i ‘— = E(|2]).
k=0 — k=0
1.2. Tétel. Ha Zak abszolit konvergens, akkor konvergens is.
k=0

Bizonyitas: Cauchy-kritérium; Z|ak| konvergens, = Ve > 0 dN,Vm > n > N-re

k=1
m m m o
g lax| < . De ekkor E ap| < g lax| < € = az eredeti g ay, sorhoz és tetszdleges
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1 k=1

e-hoz ugyanaz az N j6 a Cauchy-kritériumban!

o)

1.4. Példa. Legyen oy, € {41, —1} tetszdleges eldjelsorozat ("pénzfeldobds”). Ekkor a Z al

ok
k=
végtelen sor konvergens.

8

[e.e]
a
Bizonyitas: Ez abszolut konvergens: Z ‘2—:’ =
= k=1

1.5. Példa. Legyen e(p) := cos(p) + isin(y) a ¢ szigd komplex egységuektor a komplex

sikon. Ekkor ha Zrk konvergens, és r > 0 (k € N), akkor Zrke(gok) tetszdleges py-val
k=1 k=1
is konvergens (mert abszolit konvergens).

A Cauchy-kritérium segitségével nagyon sok fontos konvergenciakritériumot kaphatunk.

1.3. Tétel. Ha Zxk konvergens, akkor |zy| — 0.
k=1

1.3. Megjegyzés. Visszafele nem igaz, mindjdrt latunk ellenpélddt.

1. Bizonyités, a definici6 alapjan. Legyen ¢ > 0, és tegytik fel, hogy Z T =T.
k=1

Ekkor 3N — N (%) 1S, — 2] < g han > N. Tey, ha k > N, akkor

|zk| = |Sk — Sk—1| = |(Sk — ) — (Sk—1 — )| < |(Sk — )|+ |(Skm1 — )| <e/24+¢/2=e.

2. Bizonyitas, Cauchy-kritériummal. Ha ¢ > 0,3IN,Ym > n > N-re |S,, — S,| < e.
Specialisan ha k > N, akkor |Sk1 — Sk| < €, azaz |z;| < e.

1.4. Tétel (Osszehasonlit(), vagy majorans-minorans kritérium). Ha 3K konstans
és M € N index, hogy |zx| < Ky (k> M), és ha tovibba

5



a.) (Majorans kritérium) Zyk konvergens, akkor Zxk is (abszolit) konvergens;
k=1 k=1

b.) (Minorans kritérium) ka divergens, akkor Zyk is divergens.
k=1 k=1

Bizonyitas: ElGszor is, a b.) rész az a.)-nak kévetkezménye (és megforditva is): altalaban
a logikdban ha P = (), az ugyanaz, minthogy —(Q) = —P, azaz ezek logikailag ekvivalensek.

Ve >0 3IN,Ym >n > N-re |yp1 + ... + yn| < e&. De |zx| < Ky, = akkor |x,01 + ...+
Tl <|Tpo1|+ o+ |2 S Kypir+ .o+ Ky = K|ypi1 + .-+ ym| < Ke.

Tehat a g xy végtelen sor — s6t a g || sor is — a Cauchy-kritérium miatt konvergens.
k=1 k=1

Bizonyithatunk a 4.) helyett a 3.) modszerrel is: ha A := |z1|+...+|zy| és B == Z Yk,
k=1

akkor S, := i |2k < zi| + ...+ |zm]| + i Ky, < A+ K - B, korlatos = konvergens.
k=1 k=M+1
) - 5"
1.6. Példa. kz:; m konvergens.
5k: k 0 5k
Val6ban, mert W < R és errdl tudjuk, hogy kZ:; i E(5) konvergens (= €°).

Fontos példa a harmonikus sor.

- =1
1.1. Allitéas. Z 7= (divergens).
k=1

= 1
1.1. K6évetkezmény. A Z w "p-harmonikus sor" p < 1-re divergens.
k=1

Bizonyitas: Barmilyen nagy is NV, ha n > N tetsz6leges, és m := 2n-et valasztunk, akkor

i 1 I S I I S S N .
S — Sp = - = > = =
k:nJrlk n+1 n+2 2n — 2n  2n m  2n 2

1
Tehat ha e < % volt, akkor ahhoz semmilyen N sem j6 a Cauchy tulajdonsaghoz; Z z nem

Cauchy = nem konvergens.

Persze ha p < 1, akkor n? < n, tehat 1/n” > 1/n, azaz a minorans-kritérium szerint
o0

. .
E — is divergens.
npkP

n=1

1.4. Megjegyzés. A harmonikus sor arra is példa, hogy x, — 0, de Zxk divergens.
k=1



1.2. Kovetkezmény. A Z ( l{;) u.n. Leibniz-sor nem abszolit konvergens.
k=1

— (=D
k=1 k
abszolit konvergens). (A konvergencia bizonyitdsdt késdbb latni fogjuk tobb mddon is.)

1.5. Megjegyzés. Ez ezért érdekes, mert azért konvergens sor (még ha nem is

Az abszolit konvergencia maga utan vonja a konvergenciat, emellett a majorans-kritérium
értelmében sokszor a konvergencia bizonyitdsdhoz tugy is el tudunk jutni, hogy sikeriil ab-
szolut értékben megfelelGen feliilbecsiilni a végtelen sor tagjait: ilyenkor ha a majoralé sor
konvergél, akkor a feliilbecsiilt sor is abszolit konvergens, tehat konvergens is lesz. Ezért
tehét az abszolit konvergencia hasznos és fontos.

Azt méar lattuk (és tényleg trivialis is), hogy konvergens sort (a sor tagjait) egy kons-
tans egylithatoval megszorozva, illetve konvergens sorokat (a sorok tagjait) Osszeadva, az
elvart szabalyok teljesiilnek. Nézziink most egy masik, végesbdl ismert alapszabalyt, a tagok
Osszeadasa kozti kommutativitast: igaz-e, hogy végtelen soroknél is a szumma alatt felsorolt
végtelen sok Osszeadandd tetszéleges sorrendben adhato 6ssze?

Mivel végtelen sok tagrol van szo, tisztazzuk, mit is értiink a sor tagjainak mas sorrendbe
rendezésén, mas sorrendbenvald 6sszeadasan. Végesben ugye ez egyértelm: mondjuk a; +
as+as—+ay helyett tekintjiik mondjuk azt az 6sszeadasi sorrendet, hogy az+as+as+a,. Azaz
ha ki, ko, ks, ks az 1,2,3,4 szamok egy tetszéleges felsorolasa valamilyen mas sorrendben,
akkor az ay, + ax, + ag, + ar, Osszeget kell tekintstik.

A kombinatorikdban tanultuk, hogy ez azt jelenti, hogy a H := {1, 2, 3,4} halmaz elemeit
permutdljuk, sorrendbe rakjuk: oH <> H egy permutacio, vagy sorrendbe rakas, ha a k; :=
o(j) értékek minden elemet pontosan egyszer tartalmaznak, sorolnak fel, azaz mas szoval,
hao bijektiv (kolesonosen egyértelmti) leképezés H-bol H-ra. Végtelen halmazokra tehat igy
lehet értelmezni az "atrendezést": tekintiink egy o : H <> H bijektiv megfeleltetést, és
eszerint a permutaci6 szerint rakjuk sorrendbe az elemeket.

Az nem elegendd, hogy mondjuk a o(j)-k kozott megtalalhaté minden & index, mert az
is baj, ha tobbszor elsfordul egy k index, azaz egy k Osszeadando: és az sem jo, ha minden
o(7) kiillonbozs (de esetleg kihagynak valamilyen indexet). Végesben a mondjuk 4 elem
k6z6tt ha minden o(j) kiilonbozs, akkor mindegyik egyszer is jelenik meg; és megforditva,
ha mindegyik szam megjelenik o-képként, akkor mindegyik csak egyszer jelenhet meg. De
végtelenben ez nem teljesiil: példaul o(n) := n? csupa kiilonb6z6 elemeket rendel N minden
eleméhez, de csak a négyzetszamokat kapjuk meg, vagy pl. o(j) := [n/3] minden N-beli
elemet elgallit — haromszor is.

Tehat egy végtelen Osszeg tagjainak atrendezését egy o : N «<» N permutécioval (koleso-
nosen egyértelmd, bijektiv leképezéssel) fogjuk definidlni: ez felel meg annak a kritériumnak,
hogy minden index (és igy minden a; tag a végtelen sorban felsorolt 6sszeadandokbol) pon-
tosan egyszer lépjen fel az atrendezett 0sszegben is.

1.4. Definicié. Legyen Zan eqy tetszdleges végtelen sor, és o : N <> N egy permutdcio.

n=1
[eS)

Ekkor a végtelen sor o szerinti dtrendezése alatt a E ao(n) VEgtelen sort értjik: specidlisan,
n=1
a o-dtrendezett sor konvergens, és limesze o, ha lim,,_, ZZ:1 Ao(k) = Q.

7



Az ember azt varna, hogy a kommutativitds szabélya a végtelen sorok Osszegzésére is
érvényes maradjon. Ez azonban csak részben igaz, és éppen ezért az abszolut konvergencia
még fontosabbnak fog mutatkozni a szdmunkra.

1.5. Tétel. Ha Zak eqy abszolut konvergens sor, amelynek dsszege Zak = a, €s ha
k=0 k=0
o : N < N egy dtrendezése (permutdcidja) a természetes szamoknak, akkor az eszerint

dtrendezett Z Ag(rk) SOT is abszolit konvergens, €s Z Ao(k) = Q.
k=0 k=0

Bizonyitas: Legyen Z lax| = A(< 00). Ve > 0 3dN, hogy Vn > N-re — igy magara az N-re

is — ennek az abszolit sornak a részletosszegei mar e-néal jobban megkozelitik a hatarértéket

N
(0o Osszeget): Z lag| — A' <€, azaz y o no lax| < e
k=0
Az 4j o sorrendben valamilyen ko, ..., ky indexek mellett (pontosan egyszer) fellépnek a

0,...,N szamok: o(ky) =0,...,0(kny) = N. Legyen M := max{ko, k1,...,kn}.

Ekkor ha m > M, akkor az S;, = Z aq(r) Osszeg tagjai kozott ott szerepel a,(k,) = ao,
k=0

Ag(ky) = Q1,---,Ao(ky) = IV, tehat az Sy = ap + a1 + ... + ay eredeti rész-Osszeg minden
tagja, igy [Sg, = Sv|=| Y. aww|< Y lul<e (1)
k=0 k=N+1

Ezért |S7, —a| <|S7, — Sn|+ Sy —a| <2e  (Ym > M), tehat Zaa(k) = a.
k=0
Ugyanezt alkalmazva |ag|-re, az abszolut konvergencia (ugyanazon Z la,| = A= Z |G i) |

k=0 k=0
érték mellett) is kovetkezik.

1.6. Megjegyzés. Az dllitasnak az csak eqy része, hogy ha Z a, abszolit konvergens sor,

n=0
oo

akkor tagjait barmilyen mas o : N <> N sorrendben dsszeadva, a Z Ao (n) SOT 18 abszolit kon-
n=0
vergens. Ha csak ezt akarjuk igazolni (és a végtelen dsszegek egyenldségével nem torddink),

akkor azt kozvetleniil megkaphatjuk egyszeribben is.
Bizonyitas: ) |an|, Y |ae@m)| pozitiv tagu, igy részletésszegeik névekvdek.
Tegyiik fel, hogy Y |a,| < A, és jeldlje tetszbleges n € N-re Sy = Z |G iy |-
k=0

Legyen m := max{c(0),0(1),...,0(n)}. Ekkor a o(1),...,0(n) indexek mind fel vannak
sorolva a 0,1,...,m indexek kozott. Ezért S7 < |ag| + |a1| + ... + |am| < S < A = az
atrendezett sor abszolutértékeibsl képzett sor részletosszegei is korlatosak = konvergensek
= Y 1o laok)| abszolut konvergens = konvergens is.

8



1.3. K6vetkezmény. Irhatjuk akdr Z aj vagy Z{a € H} vagy Z a alakban is az abszolit

keN acH
konvergens szummdkat (|H| = w = #N). Elég valahogyan megadnunk a halmazt, amelynek

tagjait dssze kell adni, mert minden sorrendben d6sszegezve ugyanaz az eredmény.

1.7. Megjegyzés. Ez az utobbi megjeqyzés kilondsen a hasznunkra vdlik akkor, ha eleve
ugy vannak megadva a sor elemei, tagjai, hogy azok indexezése nincsen eqy meghatdrozott
sorrendbe rakva, hanem a sorrendet is nekiink kell hozzd megadni. Ilyenek lesznek példdul a
tobbsziros szummdk — pl. a Cauchy-szorzatndl — amelyben a ), Zj ay,; tipusi végtelen
sorban a tagok sorrendjét abszolut konvergencia esetén tetszdlegesen vdlaszthatjuk meg, tehdt
pl. csoportosithatjuk azokat a k + j szerint novekvdleg, de akdr mdsként is.

1.4. Feltételesen konvergens sorok

Fentebb tehat megmutattuk, hogy az elvart kommutativitasi szabdly teljesiil, ha a kérdéses
sor abszolut konvergens. Vajon ez mindig igaz, és csak arra van sziikség, hogy kicsit ligyesebb
bizonyitast adjunk? Nos, éppen ellenkezbleg: az adtrendezhetfség egyetlen més sorra sem fog
teljesiilni! S6t, nagyon nem fog teljesiilni!

Figyelem!

Ha egy sor nem abszolut konvergens, akkor a sorrendet megvaltoztatva barmi megtorténhet!

1.6. Tétel. (Riemann) Ha egy sor feltételesen (=nem abszolit) konvergens, akkor éppen
ellenkezd jelenség lép fel: a sor dtrendezései lehetnek divergensek (+oo-hez, —oo-hez, vagy
barhogyan oszcillalva) vagy konvergdlhatnak is, mégpedig barmilyen eldirt értékhez.

Ennek oka: "oo — oo"; Z ay = 00, Z ay = —oQ.
ar>0 aj, <00
A Riemann-féle atrendezési tételt nem bizonyitjuk (bar lehetne), de a tényrél tudni kell!

1.7. Példa. Emlitettiik, hogy a E (=1) u.n. Leibniz-sor vagy alterndlo harmonikus sor
n
=1

konvergens. Ugyanakkor azonban van olyan o dtrendezése, amely +o0o-hez divergdl.

A konvergencia késébb (Leibniz tételébdl) sokkal dltalanosabban is ki fog jonni.

Itt egy masik gondolatmenetet is megemlitiink, ami azt hasznélja fel, hogy késsbb (az
integral-kirtériumnal) majd igazoljuk, hogy a > >, % sor konvergens. Ennek ismeretében
wi. a majorans-kritériumot alkalmazhatjuk annak igazolasara is, hogy > -, m is
konvergens.

Ez utobbi sornak a részletosszegei viszont Y ,_, (%_—M =Y i — 3 = —Sm
alakuak, ahol altaldban S,, a Leibniz-sorunk n-edik részletosszegét jeloli. Tehét azt talaljuk,
hogy Ss, — a valamilyen véges a hatarértékkel. Viszont S, 1 —S2, = —2n1+1 — 0 (n — o),
tehat Sa,41 — a is teljesill, és akkor maga S,, — a is fennall (minden € > 0 értékhez INy(¢)

...), azaz a Leibniz-sor részletosszegeinek sorozata konvergens, a Leibniz-sor konvergél.

A példa lényeges része azonban az, hogy mindemellett mégiscsak van olyan atendezése
a sornak, ami végtelenhez divergal. Valoban, konstrualjuk meg o-t Ggy, hogy legel&szor is



vessziik a -1-et, aztan a +1/2-et, aztan a -1/3-ot, aztan a +1/4,41/6 és a +1/8-ot, majd
a —1/5-6t, a +1/10-et, a +1/12,...,+1/20-0t, és altalaban minden egyes (negativ elGjelt)
paratlan reciprok utan a soron kovetkezs paros reciprokkal egyiitt sorban az dsszes soron
kovetkezd pdros reciprokokat a szdmunk kétszereséig; és csak ezutan a kovetkez§ negativ
elgjeld paratlan szam reciprokot, de egyediil, és utdna megint sok péarosat, stb.

Egy olyan S7 részletosszeg, amelyben pont egy péaratlan szam (negativ elGjellel vett)
reciprokaig, mondjuk éppen —1/(2m + 1)-ig mentiink el, igy fog kinézni:

11 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1

N e T e T e T M O H O HOO W _
n R IR R R T T S s SV R Y ALY A e |

Mar a harmonikus sor divergencidjanal lattuk, hogyan lehet ezt alulrél megbecsiilni: itt ugye
olyan paros reciprokokbol all6 részek vannak, hogy

1+ +1>1+1 +1_€+1>1

20 40~ 40 4 4 4 T4
Tehat S§ > —1+1/4—=1/3+1/4—=1/5+1/4—---4+1/4=1/2m+1) =2 = 3" ==
De itt k > 2 esetén a levont tagok mar csak WIH < 1/5 nagysaguak, ezért S > m/4 —1 —
1/3—(m—2)/5>—-14+m/20 — +oc.

Az alternal6 harmonikus sor konvergencidjat fentebb a > 1/n* sor (eddig még nem is
bizonyitott) konvergenciajara hivatkozva igazoltuk. De az alternalé harmonikus sor konver-
genciajanal sokkal altalanosabb Leibniz kovetkezé tétele.

1.7. Tétel. (Leibniz) Ha ai N\, 0 (monoton csikken 0-hoz), akkor a vdltakozd eldjeld

Z(—l)kak t.n. alterndld vagy mds néven Leibniz-tipusi sor konvergens (még ha esetleg
k=1
nem is abszolit konvergens).

o0 n
Jeldlje tovabbd s = Z(—l)kak a sor 0sszegét, €s s, = Z(—l)kak a sor n-edik részlet-
k=1 k=1

dsszegét! Ekkor a sor n-edik részletdsszegének kozelitési hibajdra fenndll |s — sp| < apy1-

Bizonyitdas: Ha m > n, n paros (azaz akkor n + 1 paratlan) , és mondjuk m is pa-

ros, akkor kettesével Gsszefogva a tagokat s, — s, = —any1 + Apio —Apaz+ apog— ... +
N g
<0 <0
— Q1+ ap, <0, és ha m paratlan, akkor s, — s, = —ap11 + Gpyo — Ay + apag— ... +
N——— ~ ~~ Z N ~~ ~
<0 <0 <0

— -2 + U1 —ay, < 0, azaz mindenképpen fenall s,, — s, < 0.
—_———

<0
Masfelsl azonban ha m péros, akkor s,, — s, > —au41 + (Gpio — Gpis) + o +am >
—_—
>0 =0
—an11, és ha m paratlan, akkor s, — s, > —api1 + (Gpio — Gpiz) + oo+ Apo1 — Ay, >
>0 >0 >0

—api1. Tehat végiil is —a,1 < sy — s, < 0 tetsz6leges péros_n és m > n esetén.
Ha n paratlan, akkor teljesen hasonléan 0 < s, — s, < a,.1 adodik. Ezért akar paros,
akar paratlan n-re és m > n mellett |s,, — s,| < any1.
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Osszességében tehat ha N-et tgy valasztjuk, hogy ay < ¢ (ami elég nagy N-re bekdvet-
kezik, mivel a, N\, 0), akkor minden m > n > N-re |s,, — s,,| < a1 < any < € adodik, azaz
s, Cauchy tulajdonsagu, és igy konvergens lesz.

Végiil tekintsiink most egy fix n mellett hatarérték-képzést m — oo-re! Mivel |s,, — s,| <
Ani1, €bbOL |s — s, = limy, o0 |Sm — Sn| < api1, amint allitottuk.

1.5. Tovabbi konvergencia-kritériumok

Az Osszehasonlitoé kritériumbol azonnal adédnak maés, a gyakorlatban kénnyen hasznalhato
kritériumok.

1.8. Tétel. (Gyokkritérium.) Ha Z ug olyan végtelen sor, hogy valamilyen ¢ <1 és N € N
k=1
kiiszob-index mellett {/|u,| < g ¥Yn > N-re, akkor > uy, abszolit konvergens.

o0 o0 1
1.8. Megjegyzés. Vigydzat,{/|u,| < 1 nem elég, példdul Z 1= o0, Z — =o0!
n
i=1

i=1

Bizonyitas: Ha {/|u,| < ¢ = |un| < ¢", tehat a ¢ kvociensii geometriai sor majoralja a

[e.e]

Z u, sort = abszolut konvergens.

n=1
1.9. Tétel (Specialis gyokkritérium). Ha a gydkkritériumban felirt {/|u,| mennyiség-

re limesz is létezik, akkor a E up sor lim /|u,| < 1 esetén abszolit konvergens, és

n—00
n=1

lim {/|u,| > 1 esetén divergens.
n—oo

1.9. Megjegyzés. Ugyanakkor ha lim </|u,| = 1, akkor abbol nem kiovetkezik semmi:
n—oo

lehetséges konvergencia 1s, de lehetséges divergencia is!

Bizonyitas: Jelolje o := li_>m m

Elgszor tekintsiik azt azneszotet, amikor o < 1. Legyen ekkor tovabba ¢ := £%(< 1) ¢és
£:=q—a=1%(>0). Ekkor persze n > ng-ra Vun) < a+e=q <1, azaz lu—n| < ¢°, és
a (konvergens) ¢ < 1 kvocienst geometriai sorral majoralhajuk Z Up-€t = Zun abszolut

n
konvergens.

Ha a > 1, akkor persze {/|u,| > 1 (n > ny), tehat egyuttal |u,| > 1 is és ezért nem tart
0-hoz az u,, = Z u, divergens.

n

S Zn || 1 |z
1.8. Példa. E(z) =Y —. i/|=|= < |7 _
,; KUV IntL &l ™ )2yt /2

Ez a kifejezés — 0, Z/gg; a specialis gyokkritérium értelmében konvergencia van Vz € C-re.

11



Unp . Up
1.10. Tétel. (Hinyadoskritérium.) Han > N-re |—2| < ¢ < 1, vagy lim |—| < 1,
n n—oo uTL
akkor a Z u, végtelen sor abszolit konvergens.
n=1

Un+1 Un+1

1 -«
Bizonyitas: Ha — a < 1, akkor = n > No(52)-re <o+ — =< 1.

Tehat elég az elss, altalanosabb feltétel mellett bizonyitani. Ha az fennall, akkor |u,| <

n—N darab s

! > — TV 1
lun|-q-...-q= ‘uy‘q":C-q”, Mivel n > N-re |un|§0-q”,ésa§ C.qnzcvl

4 —q

n=0
geometriai sor konvergens, azért a majorans-kritérium szerint g |u,| is konvergens.
n

Un+1

1.10. Megjegyzés. Ha >1 (n > N), akkor |u,| > |ux| n > N-ra, /0, divergens.

n

1.11. Tétel (Hatarérték teszt). Legyenck uy,, v, > 0.

Up
Ha 3 lim — < oo, akkor Z v, konvergens = Z u, konvergens.

n—oo
n n=0 n=0

Ha lim 2% = ¢ (#£0,00), akkor Zun konvergens <= Zvn konvergens.

n—00
Un n=0 n=0

Bizonyitas: Ha egyszer lim,_, ¥ < oo, akkor n > N esetén |u,| < Kwv,, tehat al-
Dbizonyitas: gy

Un
kalmazhatjuk a majorans-kritériumot, amely szerint ha Zvn konvergens, akkor Zun is

(abszolut) konvergens.

Ha a hatarérték véges, de nem nulla, akkor persze a reciprok sorozat hatarértéke is véges
és nem nulla, tehat a szerepek megcserélhetGek és a két sor konvergencidja ekvivalens.

Végtelen 6sszegek hasonléak a co improprius integralhoz. Pl. tudjuk a kovetkez6t is:
1.12. Tétel. Ha f(x) \, 0 fuggvény, akkor az/ f(x)dx improprius integrdl pontosan
0

T
akkor konvergens, ha/ f(z)dz korldtos.
0

T
Bizonyitas: Ha R(T) := / f(z)dz, akkor f > 0 miatt R(7)  (monoton novs) is,

0
tehat pontosan akkor lesz korlatos, ha konvergens.
1.13. Tétel (Integral-kritérium v. integral-Osszehasonlité kritérium). Tegyik fel,

hogy f(x) >0, f \ 0 figguény. Ekkor Zf(n) konvergens <= / f(z)dz konvergens.
1

n=1
Bizonyitéas: Pozitiv tagu sorra, illetve nem-negativ fliggvényre a konvergencia a korlatos-

T
saggal egyenértékd, mivel S, := ", _, f(k), illetve R(T) := / f(z) dx n-ben, illetve T-ben
1

12



monoton novs. Ezért elegendd a feliilrd] korlatossag kérdését tekinteni. N := [T]-vel:

N+1 2 N+1
R(T)g/1 f:/1f+...+/N fF<f)+...+ f(N)=Sy
2 N
<HW+ [ e [ f= @)+ RO < 50 + RO,
tehat R(T) korlatos <= Sy korlétos.

=1 * dx
1.4. Kovetkezmény. Z — p-harmonikus sor < co <= / 5 <0 = p> 1.
n .

n=0
1
1.5. Kovetkezmény. A ((a) := Z — sor konvergens <= « > 1. S6t, komplex o + i3
ne —
n=1

értékek esetén is a ((a+if) == Y 7 | — sor (abszolit) konvergens, ha o := Re(a+if3) > 1.

Bizonyitas: Fel kell hasznaljuk a hatvanyozas és az exponencialis fiiggvény azonossagait,

valamint azt is, hogy |e| = 1 (¢ € R), amit majd késsbb, az Euler-formulaknal fogunk
tanulni. Ez utobbit tehat eldre elfogadva, felirhatjuk, hogy |—z| = |exp(—(a+if3)logn)| =
| exp(—(alogn) exp(iflogn)| = exp(—(alogn) -1 = -5 miatt a > l-re a sor abszolut
konvergens.

0 1 o0
1.11. Megjegyzés. / d_x = {ﬂ o=l , de Z L daltalaban nem is ismert.

1 ¢ oo a<l = n"

1.12. Megjegyzés. ((z) a hires Riemann-féle zeta figgvény, amire a mai matematika leg-
nagyobb nyitott problémdja vonatkozik: a Riemann-sejtés.

Héazi feladat

ok
x
1.) Hatarozzuk meg, mely = € R esetén lesz konvergens a E "’ sor!
k=1

(-1

nm

sor!

o0
2.) Hatéarozzuk meg, mely x € R esetén lesz konvergens a Z
k=1

13



1.6. Sorok szorzasa

1.5. Definicid. Legyenek (ax)i,, (br)i, tetszdleges valds sorozatok, vagy Zak, Zbk

k=0 k=0
tetszdleges (formdlis) sorok. FEkkor ezeknek a sorozatoknak vagy soroknak az Hadamard-
oo
szorzata (ejtsd: Addmdr-szorzata) alatt a Z aiby formdlis sort értjik.
k=0

1.13. Megjegyzés. Véges koordindta-n-esekre, azaz R" elemeire a megfeleld mennyiség az
a=(a,...,a,) és ab = (by,...,b,) vektorok (a,b) := >}, ayby, skaldris szorzata, amit
linedris algebrdbol tanulunk.

1.14. Tétel. Ha Zak abszolit konvergens, és by korldtos, akkor a Zakbk Hadamard-
k=1 k=1

szorzat 1s abszolit konvergens.

Bizonyitas: Ha |b;| < K, akkor |axbx| < Klax] = a majorans kritérium alkalmazhato.

1.6. Kovetkezmény. Ha Zak, Zbk konvergensek, és legalabb az eqyikiik abszolit kon-
k k

vergens, akkor a g arbr, Hadamard-szorzat is az.
k

Bizonyitas: Legyen pl. Zan abszolut konvergens. Mivel Zbk is konvergens, ezért

n k
|bx| — 0, tehat korlatos. Ezért alkalmazhato a fenti tétel.

1.9. Példa. Ha mind a két sor csak feltételesen konvergens, akkor eldfordulhat, hogy az
—1)*
Hadamard-szorzat divergens lesz!  Példdul ar, = by = (1) esetén Zak = Zak =
k k

Vk

(—1)F o 1
> k lterndls (Leibniz ¢ kode Y apb=Y = oo
- \/E Onvegens aternalo ( eloniz ZpUSU) SOTro , e k QO . ]{) (0. @]

A tagonkéntim vagy Hadamard-szorzatnak nem sok koze van a végtelen sorok természe-
téhez, szerkezetéhez. Fontosabb lesz szamunkra a kovetkezs definicio.

1.6. Definicié (Cauchy-szorozat). Z Z pbp_1 = Z Cn, ahol ¢, == agb, + ...+ aybo.
n=0 k=0 n=0

Az 0sszes olyan pdrositds, ahol az indexek 0sszege éppen n.

1.7. Definicié (Végtelen sorok Cauchy-szorzata). Ha Zak és ij két (formadlis)

k=1 l=j
o0 n
sor, akkor a Cauchy-szorzatuk a E cn (formdlis) sor, ahol ¢, = g arbn_r.
n=0 k=0
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1.14. Megjegyzés. Tehdt a Cauchy-szorzat agby + -+ + (agb, + a1b,—1 + ... + anby) +
Vegyiik észre, hogy az dsszes aipb; tipusi szorzatot pontosan egyszer vesszik bele az
dsszegzésbe: abban a c,-ben, amelyre n =k + j teljesilt. Tehdt vesszik az dsszes {ayb; : k €
N, j € N} szorzatokat, és ezeket az indexek dsszege szerint haladva felsoroljuk.
Azt is megfigyelhetjik, hogy egy-eqy ilyen ¢, az N X N rdcson éppen a k+j = n egyenesre
esd (k, j) indexpdrokon vett n+ 1 tagi részdsszegnek felel meg.

1.15. Tétel. Ha Zak = A, ij = B abszolut konvergens sorok, akkor a Cauchy-

k=0 3=0
(o] [o.¢] o
szorzatuk, sét a E E agb; = E agb; kettds sor is abszolut konvergens, €és E Cp =
k=0 j=0 (k.j)eN? n=0
o0 o
E akbj: E E akbj:A-B.
(k,j)eN2 k=0 j=0

1.15. Megjegyzés. Tehdt "ez az igazi szorzds" a végtelen sorokndl. Véges esetben is ezt
kell tenni: minden tagot mindegyikkel ossze kell szorozni az dsszegek felbontdsakor (a diszt-
ributiv szabdly szerint) és aztdn ezt a sok szorzatot mind dssze kell adni. Az, hogy ezek utdn
(abszoliut) konvergens sort kapunk és annak dsszege éppen a sorok dsszegének szorzata, ugy
értelmezhetyiik, hogy végtelenszer végtelen dsszegekre is érvényes a disztributiv szabdly — mdr
ha abszolut konvergensek.

Bizonyitas: Cauchy-kritériummal (tavaly igazabol mar kiszamoltuk E(z)E(w)-re).

Ugye, ha egy sor abszolit konvergens, a tagjait akarmilyen sorrendben 6sszeadhatjuk.
Tehat igazabol elegendd a tagok halmazat megadni — Osszeadni akarhogyan lehet ezt a leg-

elemibb felbontasra a Z(k jenz @b sorra alkalmazzuk.

Mivel Zak és ij abszolut konvergens sorok, S, := Z lag| < L (Vn), azaz a rész-
- -

j k=1
m
letosszegek korlatosak, és hasonléan, 1), := Z |b;] < M (Vn). Ezért a Cauchy-szorzatra
j=1
N N n N N o
és a kettds szummaéra Z len| < ZZ lag|[bn—r| < Z |ag| Z bj| < L-M = ch és
n=0 n=0 k=0 k=0 7=0 n=0

Z aib; is abszolut konvergensek.

(k,j)eN?
Legyenek A,,, B, C, a megfeleld sorok, illetve a Cauchy-szorzat sor n-edik részletosszegei!

15



[o¢]
Tehat C := ch abszolut konvergens, akircsak a D := Z apb; kettds, azaz "dupla"
j=0 (k,1)eN?
sor, és mindegy, milyen sorrendben adjuk Gssze a tagjaikat, ugynaz az Osszegiik, specialisan
C = D. A Cauchyban szerepls "atlos" felsorolas helyett inkabb a "négyzetes" sorrendet
n n

tekintve viszont olyan részletosszegek adodnak, amelyekre D,, := Z Zakbj = A,B, —
k=0 j=0

AB=C:=)Y ¢;=D=AB.
j=0
Alapvet6 alkalmazas:

[e.9]

1.16. Tétel. Az ¢ := lim (1—1— ) = E(z Z

fligguény teljesiti az ugynevezett
n—oo

E(z + w).

2"
— n!

Cauchy-féle muliplikativ fiigguényegyenletet: E(z)E ( )

n!
n=0 k

oo 1 n oo
Bizonyitéas: Abszolut konvergensek és F(z+w) = Z — < ) Pk = Z
=0

és ez az alak éppen E(z)E(w) Cauchy-szorzata.

16



2. Fuggvénysorozatok és fiiggvénysorok

2.1. Fuggvénysorozatok

Barmilyen dologbol lehet sorozatokat tekinteni.

Szamsorozatok (numerikus sorozatok): (valos vagy komplex) (z,,): minden n € N-hez meg-
adunk egy z(n) = z,, € R, illetve z(n) = 2, € C szamértéket. Tehat egy sorozat az egy
N — R (C) fiiggvény.

Tekintettiink mar més sorozatokat is.

Vektorsorozat: v = (x,v,2) € R3 vagy u = (21,29, ..., 24 € RYC?) vektorokra vesziink egy
u, =u(n) = (2,25, ... ,]3((1”)) € R?: N — R? fiiggvényt.

Halmazsorozat: U alaphalmaz, (H,) ~ H(n) = H,, C U megadasa minden n € N-re, tehat
egy N — P(U)(= 2Y) leképezés/fiiggvény.

Felosztassorozat: ...

(A gépfegyversorozat az egy kicsit més: ugyanis az n-ik eleme az nem egy gépfegyver, hanem
egy lovedék.)

2.1. Definicid. (Figgvénysorozat) ()2, fligguénysorozat, ha elemei fiiggvények — a defi-
nicioba beleértjiik, hogy ugyanott értelmezett fiigguények, tehdt Vn-re f, € RP = {D — R
fiigguények } ugyanazon fix D halmazra.

Komplex fiigguénysorozat: f, € CP ={D — C figgvények } —itt D C C.

2.1. Példa. f,(x) := (1 + %)n R — R (vagy fn(z) := (1 + %)n C — C) figgvénysorozat.

Vegyiik észre, hogy minden rogzitett z € R (z € C) értékre f,(z), illetve f,(z) egy
valos /komplex szamsorozat lesz.

Fontos tulajdonsagok: példaul korlatos, konvergens...

Probléma: lehet, hogy (f.(z))52, korlatos Vo € R-re mint sorozat, de mégsem rendelkezik
egyetlen, kozos korlattal Va-re. Példaul mindjart n = 1-re fi(z) = 1 + 2 : R-en nem lesz
|1 4+ z| < K. Ugyanez a probléma el6jon a konvergenciaval is.

2.2. Definicio. Az f, : D — R (C) fiiggvénysorozat egyenletesen korlitos a H C D hal-
mazon, ha 3K < oo,Vx € H,Vn € N |f,(z)| < K. (Tehdt nem pontonként Vo € H 3K =
K, <oc0...).

2.2. Példa. |f,(z)] = (1+2)" nem egyenletesen korlditos R-en, de tetszdleges [a,b] = I
korldtos, zart intervallumon egyenletesen is korldtos: dK = Ky, hogy Va < x < b,Vn €
N |(1+2)"| <.

max <<1 + E—‘)n, (1 + %)11) < max(eld, el =: K., ahol kihasznéltuk, hogy = > 0-ra
(1+2)" feh

Hasonl6an vagyunk a konvergenciaval is.

Bizonyitas: Nyilvan ‘(1 + %)n| = ’1 + %‘n < (1 + m>n, igy elég latni, hogy |f.(z)| <

2.3. Definicié. Egy f, : D — R fiiggvénysorozat konvergenciahalmaza az a H C D hal-
maz, amelyen f,(x) konvergens szamsorozat. Az f(x) := lim f,(x) (x € H) az fn (fuln)
n—oo

fiiggvény-sorozat hatarfiggvénye: f : H — R.
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2.4. Definicié. Az f, figgvénysorozat egyenletesen konvergens eqy E C H részhalmazon,
ha az f,|g F — R fiiggvénysorozat

egyenletesen konergens: Ye >0 IN = N(e), Yn > N Vx € E |f.(z) — f(z)| < e

<~

egyenletesen Cauchy: Ye >0 IN(e),Vm >n > N Vz € E |f,(x) — f(2)] <e.

Tehat az egyenletesség azt jelenti, hogy N () nem fiigg z-t6l.

n ok

2.3. Példa. E,(z) = % — E(z Zy bizonyitasandl vehettink eqy tetszdleges
k=

B=B(0,r)={2€C: |z < r} kérlapot: a kom;ergencm bizonyitasandl csak az kellett, hogy

N
z r
2|z| <N, és ’W < ¢ teljesiiljon, amihez elegendd, hogy N = N, . > 2r, és NI < €.

2.4. Példa. Hatdrozzuk meg az f,(x) := cos(nx) figguénysorozat konvergenciahalmazdt!

Megoldas: cos(nx) 2m-vel periodikus, igy a konvergenciahalmaza is az lesz.
Ha cosx =1 <= x =2km <= cos(nz) =1(Vn € N) = 27Z C H.
Ha 0 < z < 27, akkor cos(nx) oszcilldl, x ¢ H = H = 27Z.
Pl. ha z = 2%, ahol (p,q) = 1, akkor cosnzx a 008(2”’“) (k=0,...,q—1) értékeken oszcillal.

COST\™

2.5. Példa. Legyen g,(z) = <1—i—

korlatossdg, egyenletes konvergencia (illetve milyen halmazon)?

Hol korldtos, konvergens, igaz-e egyenletes

Megoldas: —1 < cosz < 1, azaz ¢, = [, o cos kompozicio fliggvény, ahol f,(z) =
<1 + E) a fenti Euler-féle fiiggvénysorozat, amirsl belattuk, hogy egyenletesen korlatos
n
[—1,1]-en — példaul |f,(2)] < e' (=1 < z < 1) — és egyenletesen konvergens is példaul a
B = B(0,1)-en = gp(x) =2 €°°®

2.1. Tétel. Ha f, = f a H halmazon, ésf, € C(H), akkor f € C(H). (Folytonos fiiggué-
nyek egyenletesen konvergens sorozatdnak limesze is az.)

Bizonyitas: Legyen ¢ > 0 tetszéleges adott érték. Az egyenletes konvergencia miatt
AN = Ny(g/3), hogy Vo € H,¥n > N |f.(z) — f(z)| < /3.

Tekintsiink egy ilyen n-et — példaul akar az n = N értéket! Mivel f, € C(H), azért
Vrog € H 30 = §(e/3,x0,n), hogy ha x € H N B(xy, ) = |fu(x) — f(z)| < /3.

Ezzel |f(z) — f(zo)| < [fu(x) = f(@)] + | ful2) = falzo)| + [falz0) — flz0)| <&

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az F, : I — R fligguények folytonosan derivalhatoak az I
intervallumon. Jeldlje f, : I — R az f, ;== F derivdltakat. Ha

(i) Fl = f, = f az I-n, és
(i) Ja € I, F,(a) konvergens,

akkor F,, is konvergens I-n, tovdbbd F := lim F, € C'(I), és F' = f.

n—0o0
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2.1. Megjegyzés. A ldtszdlag fura (ii) feltételre is sziikség van! Gondoljuk meg, hogy ha
I =R, és f, = f azonosan ugyanaza fiiggvény, akkor persze f, = f az [-n, de ettdl még a
primativ figuvényekre lehetséges F,, = F + ¢, eqy divergens c, konstans-vdlasztdssal. Tehdt
nem elegendd, hogy F! = f., az is kell, hogy a sok vdlaszthats primitiv figgvény szabad
konstansai valahogyan "Osszeilleszkedjenek”.

Bizonyitéas: Legyen L,e >0, és x € I, |x —a| < L tetsz6leges. Tudjuk, hogy f, f, € C(I)
(f az (i) feltevés és a fenti tétel miatt), igy vannak primitiv fiiggvényeik is: persze eddig
is tudtuk, hogy F! = f,, de most mar tudhatjuk azt is, hogy van primitiv fiiggvénye f-
nek is. S6t, az is igaz, hogy minden primitiv fiiggvény [ f(¢) dt + C alakban all eld,
ahol C' tetszéleges konstans, és R(z). = f; f(t) dt az f egy Riemann-féle integralfiiggvénye
(mégpedig az a-bodl indulo, azaz az, amelyikre R(a) = 0).

A Newton-Leibniz szabély szerint F),(z) = / fa(t)dt+ F,(a). De F,(a) — A konverens,

a

és mindjart megmutatjuk, hogy / fn(t)dt is konvergens, mégpedig / f(t)dt-hez.

Ugyanis ha n > Ny (%) akkor f, = f ésn > Ny miatt |f(t) — fu(t)] < & (vt € I),

tehat
/f dt—/fn dt‘ /|f |dt<|93—a| <e.

Legyen tehat F(z) := A —1—/ f(t)dt az f. Ez f-nek persze primitiv fiiggvénye: F' = f.

1o

Ekkor tehat F,(x) = F(z), az 1N l[a — L,a + L] részintervallumon egyenletesen is.
2.2. Megjegyzés. Az dllitotindl még eqy kicsit tobbet is bizonyitottunk, amennyiben F,, = F

egyenletesen az I N [a — L,a + L] részintervallumon tetszdleges L érték mellett. Ez gyakran

eldfordul (példdul (1 + E) — €% sth.) — erre azt az elnevezést haszndljuk, hogy a konvergen-
n

cia lokdlisan egyenletes. Az is konnyen ldthato a bizonyitdsbdl, hogy az eredményhez az (i)
feltételben s elegendd ezt a lokdlisan egyenletes konvergencidt feltenni, hiszen bizonyithatunk
minden I' :== [a — L, a + L] intervallumon kilon-kilon is.

2.2. Fuggvénysorok

Ahogyan a numerikus sorozatokbol kaptuk a numerikus sorokat, ugyantugy kapjuk fliggény-

sorozatokbol a fiiggvénysorokat.

2.5. Definicié. Ha f, : D — R (C) (n € N) fiiggvények, akkor a an dsszeget végtelen
n=0

fligguénysornak nevezziik. Ennek n-edik részletdsszege az S, = S,(f) := Z fr 0sszeg, tehdt
k=0
arészletosszeq is fu’ggvény, éspedig az Sy (x) = fo(x) + ...+ fu(z) : D = R fiigguény.

AH:={seD: Z fn(x) konvergens (azaz 3 hm Sn(z)} halmaz a sor konvergenciatartomdnya,

és ezen f(x Z fr(x) az dsszege.
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A sor eqy E C H halmazon egyenletesen korldtos, konvergens, Cauchy tulajdonsdgi, ha S,|g
mint fligguénysorozat az.

[e.9]

2.6. Példa. Hatdrozzuk meg a g(z) := Z 2" (komplex vdltozos!) geometriai sor konvergencia-
n=0
tartomdnydt €s dsszegét!

Legyen B(0,1) := {z € C: |z| < 1} a nyilt egységkorlap. Ezen g(z) = lim S,(g,2) =
n—oo

1 — n+1 1 .
lim | CAR T A konvergencia nem egyenletes B(0, 1)-en, de minden kisebb B(0,7) =
n—00 — —
o o Zn-l—l rn—l—l
{z € C: |z| < r} korlapon mar egyenletes, mert itt < . — 0 miatt adott e-hoz
- —r

dN = N(e,r), ami fiiggetlen z-t6l.
Ha |z| > 1, akkor a sor tagjai sem tartanak 0-hoz, ezért a sor nyilvanvaloan divergens:

igy H = B(0,1), és itt a sor lokalisan egyenletesen konvergens, dsszege pedig T—
—z

z

(1-2)?

kisebb B(0,r)-en, ahol r < 1 tetszo”l;ges.

2.1. Kovetkezmény. = an” (V|z| < 1), és ez egyenletesen konvergens minden

1 oo
Bizonyitas: Ez ekvivalens azzal, hogy a—oe = Z(k +1)2%, ami z € B(0,r) esetén
— -z

k=0
o e e}
egyenletesen konvergens, mert Z (k+1)%| < Z (k+1)r*, ami egy konvergens nume-
k=n+1 k=n+1

rikus sor maradéka. (A konvergencia adédik pl. a hanyadoskritériummal.)

1 / o0
De (1 — 2) T2 és Z an Bl kzo (k + 1)zk, és a fenti tétel miatt ak-

o0

kor a f(z) = Y (k+ 1)2" jeloléssel és F,(2) := Su(g,2), a = 0, fo == F, = Su_1(f)
k=0
szereposztassal

(i) fn=f B(0,r)-en

1\ 1
1—2)  (1—2)%

A numerikus sorokra targyalt fogalmak (példaul abszolut és feltételes konvergencia, Cauchy-
féle szorzat) és tételek, kritériumok (hanyados-, gyok-, hatarérték-, integral-, sorrend-) val-
tozatlanul érvényben maradnak.

De mikor lesz a konvergencia egyenletes?

tehat a fenti tétel szerint F'(z) = f(2), azaz f(2) =
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2.6. Definici6 (Weierstrass kritérium). A Z fn(x) fliggvénysor normdlisan konvergens

n=0

a H halmazon, ha 3 olyan a, € R, Zan < 0o konvergens sor, hogy |fn(x)| < a, (n € N).

n=0
2.2. Kovetkezmény. Ha az f, figgvények korlatosak (példdul f, € C([a,b]), akkor elég a

kritériumot ellendriznin > K-ra, ugyanisn = 1,2,..., k—1-re vehetd a,, := sup f,, €s véges
H

sok tag nem befolydsolja Z a, < 00-t.

n

2.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy | fn(z)| < a, miatt szikségképpen a,, > 0 is, tehdt a

konvergencidval eqyiitt persze Z a, abszolit konvergens is.

n

2.3. Tétel. (Weierstrass) Ha an(x) normdlisan konvergens H-n, akkor ott abszolit és
egyenletesen is konvergens. !

Bizonyitas: Minden x € H-ra a majorans kritérium szerint Z fn(z) abszolut konvergens.
Legyen f(x) az Osszeg: f := Z fn. Legyen € > 0 adott: ekkor Z a, konvergencidja miatt

IN., hogy Z a, < €. De ekkor tetszdleges m > N-re teljesiil |f(x) — S, (f,z)| =

n=N-+1
0o [e's) 0o
Z falz)] < Z a, < Z a, <= S, =f.
n=m-+1 n=m+1 n=N-+1

Vegyiik észre, hogy pont ezt alkalmaztuk a fenti példdkban — mindig egy konvergens
numerikus sorral becsiiltiink, igy kaptunk egyenletes konvergenciat.

= 1
2.7. Példa. Legyen ((z) := Z — a Riemann-féle C fiiggvény.
/rLZ
n=1
2.4. Megjegyzés. Ezzel kapcsolatos a mai matematika legelsd, legfontosabb nyitott problé-
mdja, a Riemann-sejtés.

Itt z =z + iy € C komplex valtozo is lehet. A hatvany értelmezése:

n? = elognz — v grlogntiylogny . emlog”e(ylog n) = n®(cos(ylogn)+isin(ylogn)); |n*| = n".
1

2.3. Kovetkezmény. Ha p > 1 tetszdleges, akkor |—| < — T = Re z > p félsikon:
n* n

<1
ezért minden ilyen félsikban ((z)sora normdlisan konvergens (mert Z — / t_Pdt < 00).
n

n 1

1
Ugyanakkor ha x < 1, akkor ((x) = Z — divergens.
nﬂ?

n

2.1. Allitas. A ¢ figguény differencidlhaté Re z > 1-ben.
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1 !/
Bizonyitas: Csak x > 1-re, valos értelemben nézziik meg. Formaélisan, ('(z) = E (7) =
— n
n

oo
—logn
§ (e~ losmay — E —logn - e 8" azaz ('(x) = E , ez normélisan konvergens
nfE

n =1

x € [p,00)-re (p > 1), és igy minden [p, c0) alaki féleg;/enesen alkalmazhaté a fenti tétel.

Legfontosabb fliggvénysortipusok:

Dirichlet sorok: g In alaki fiiggvénysorok ( példaul (z)).
nz
n=1

oo
Hatvanysorok: Z an(z — 2z9)" (példaul geometriai sor, e* sora).

n=0
Trigonometrikus sorok: ag + Z(an cos nz + b, sinnz) alaka sorok. Ezek — ha konvergalnak
n=1

— akkor 27-vel periodikusok. (Periodikus fliggvények esetében fontosak.)
> (_1)k p2k+1
2.8. Példa. Igazoljuk, hogy arctgx = Z okl

k=0
egyenletesen (azaz minden kisebb zdrt intervallumban: —r < x < r, aholr < 1 egyenletesen)

abszolit konvergens.

, |z] < 1 esetén, st itt lokdlisan

Bizonyitas: Megint a tagonkénti integralhatosag tételére hivatkozunk. Nyilvan S(z) :=
n (—1)k$2k+1 (%) (—]_)k_j;2k+1
> il S(z) = op gy mert |z| < r esetén a sor normalisan konvergens,

k=0 k=0
(o)
7,2/~c+1

2k +1

ugyanis: < 00. De még a derivalt fiiggvénysor is normélisan, igy egyenletesen

n

. . / . - _ 1\k,.2k _1\k,.2k — —

is konvergens: S, (z) = s,(z) = %( 1)z = %( 1)z s(x) T

sor. Az z = 0 pontban S,(0) = 0 — 0 = S(0), tehat S'(z) = s(x) |z| < 1-ben. Végiil
xX €T 1

S(x) = O+/O s(t)dt = /0 1+t2dt = arctgz (|z| < 1).

geometriai

2.3. Hatvanysorok és analitikus fiiggvények

2.7. Definici6. Az f : C — C figgvényt analitikus fligguénynek nevezziik a D (nyilt) halma-

zon, haVzy € D-re 3rg > 0, hogy f(z) = Z an (2 — zo)"hatvdnysor alakban dll eld (beleértve,
n=0
hogy a hatvdnysor konvergens) Vz-re, amelyre |z — zy| < rg.

o0 n
. "y . p . _ zZ— 20
2.9. Példa. e* analitikus az egész komplex sikon, ugyanis e* = e*~*0.e* = . g %;
n!
n=0
e
QAp = —, Tog = OQ J0.
n!

2.10. Példa. Ha p(z) = ¢,2" + ...+ c12 + ¢o polinom, akkor p analitikus C-n.
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Ugyanis

D) = plen+ (2= z0)) = 3 cki(’;)zmz—%)j: no ( y (’j)) (=~ ).

k=0 =0 j=
Ez a hatvanysor véges is, igy a konvergencia trivialis.

2.4. Tétel. Legyen a, egyiitthato-sorozat, tekintsik a
an(z = 20)"  (¥)
n=0
formalis hatvdnysort.
Ekkor létezik olyan 0 < R < oo érték, hogy a hatvanysor normdlisan (igy abszolit és
egyenletesen) konvergens minden |z — zo| < r < R esetén, és divergens, ha |z — zy| > R.

2.5. Megjegyzés. A |z — z| = R esetben nem dllitunk semmit. (Es tényleg barmi lehet!)
Bizonyitas: Ha () divergens minden z # zy esetén, akkor R = 0, és készen vagyunk.

Legyen most H := {o > 0: 3z € C, |z — z9| = o, amelyre (x) konvergens}. Legyen R :=

sup H; ekkor 0 < R < 4+o00. Legyen 0 < r < R. Ekkor R := sup H miatt 30 € H N (r, R],

azaz o > r, és igy 3z € C, |z — 29| = o, amire (x) konvergens. Ekkor a konvergencia miatt
lan(z — 20)"| — 0, azaz |a,|o" — 0. Tekintsiik most a B(zg,r) korlapot, legyen ¢ € B(z,r),
o o0

azaz | — zg| < r. Ekkor Z lan(C—20)"] < Z |a,|r", és ez a numerikus sor konvergens, pl.
n=0 n=0

r\" = (r\" 1
mert |a,|r" = |a,|o" - (—) , és (—) = ——, |a,|0" — 0 (Hadamard-szorzat!).
Ve () - L

1
n=0 4
Tehat (%) normalisan konvergens B(zp, r)-ben r < R-re = konvergal B(zo, R)-ben is.
H és R (a sup) definiciéja miatt viszont Az, |z — 2| > R, amire (%) konvergens.

2.8. Definicid. A fenti R érték a (%) hatvanysor konvergensiasugara.

2.5. Tétel. (Cauchy-Hadamard) Ha 3L := lim {/|a,|, akkor a (%) hatvdnysor konvergen-
n—oo
1
clasugara R = T (beleértve, hogy ha L =0, akkor R = 400, és ha L = +oo, akkor R =0).

Bizonyitas: Ha |z — zo| > R, akkor |a,(z — 20)"| = ({/]an| - |2 — 20|)™ > 1 (n > ng), mert
Nan| - |z—20] = L-|z—20| > L-R=1,ésigy n > ng-ra > 1 = az n-edik hatvanya is > 1
lesz. Tehat |z — zo| > R-re (x) divergal.

oo
De ha r < R, akkor |( — zp| < 7 esetén (x)-ot majorizalja a Z |a,,|r™ numerikus sor, és
n=0
erre a specialis gyokkritérium alkalmazhato, mivel {/|a,|r" — L-r < 1.

1 " 1
2.11. Példa. A log <1—) = Z = hatvdanysor konvergenciasugara lim % = 1 miatt
—z n

- n n—o00
1 1
R = — = — = 1
L 1
= 2" 1 11
Az e = ngzo o konvergenciasugara L = nh_}IIOlo \ 1= 0 miatt R = 0" 0.
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(e}

2.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy az F(z) = Zan(z — 29)" fligguénysor konvergenciasugara

n=0
R >0 (lehet 0o is). Ekkor a |z — zo| < R korlapon F € C*(B(zo, R)), €s
F® (2 Zan n-n—1)-...-(n—k+1)(z—2)"",

ahol ennek a k-adik demvalt somak 1s R a konvergenciasugara.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy zo = 0, és elég k = 1-re bizonyitanunk (majd indukcioval).
Legyen F konvergenciasugara R, a (formélis) F” sor konvergenciasugara pedig R'.

R' > R. Ha most |[(|(= | — 20]) < R, akkor Ir < R, (| < r < R, igy Z|an|rn < 00

n=0
oo

min onvergenclasugar ertelmezese es 2. ctel). € akKKor n|a T < 00, mer
(R mint konvergenciasugar értelmezése és 2.4 tétel). De akkor » nla,||¢]"™" , mert

n=1

n—1
|an|r™ — 0 és Z |C| < oo. Tehat a ¢ pontban F’ sora konvergens = R’ > R.

R>R. Fordltva még egyszertibb; ha ananﬂﬂn_l < 00 = Z|an|]§|” < 00, ezért

n n

R>R.

Tehat minden r» < R-re a B(0,r) korlapon egyenletesen konvergél az F” formalis sora,
tovabbéa a kozéppontban nyilvan S, (F,0 = ag = F(0) (VninN), tehat F’ formélis sora tényleg
az F' derivaltja.

[e.e]
2.7. Tétel (Taylor egyiitthatotétele). Ha f(z) = Zak(z — 20)* konvergenciasugara
k=0

pozitiv, akkor f akdrhdnyszor is derivdlhaté zy-ban, és f*)(z) = apk!, azaz
o =1 (klng”) (Vk € N)
Bizonyitas: z = zy-ban is konvergens az f*) sora, de ott = ay;, - k!.
2.8. Tétel. (Hatdvnysor analitikussdga) Ha f(x Z an(z—20)" (]z— 20| < R) egy R > 0
konvergenciasugdrral, akkor a B(zy, R) nyzlt k:orlapon f analitikus fligguény, €és tetszdleges
|z — 20| < R pont kéril legaldbb az R* :== R — |z — zo| sugari korlapon érvényes az
% r(k
-1 ,i,(z) (-2
n=0

Taylor-féle hatvdnysor-eldallitds.

Bizonyitas: A ( — 2o = (( — 2) + (2 — 2p) felbontast és binomialis tételt alkalmazva,

FO =3 auC— )" =3 anl(C — 2) + (2 — 20)) Zzan() (e — o)k

n=0 n=0 n=0 k=0
=) (¢ —2) Zan (Z) (z—2)" " = ch(c — 2%, = Z an (Z) (z — 2zo)".
k=0 n==k k=0 n==k
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Ez akkor jogos atalakitas, ha a kettds szumma is abszolut konvergens. De

iz o () (€ = e = o ZZH() :

ahol o .= |( — 2| < R*:==R— |z — 2|, r:=|z— 2|, R"=R—r.

Tehat a kettds sor majoralhatod a Z lan|(o + 7)" sorral. Marpedig o + r < R, igy ez
n=0
konvergens, ezért jogos az atalakitas, a szumma tetszdleges sorrendben tekinthetd.

Ha méar van egy hatvanysor-elGallitas, az csak a Taylor-féle egyiitthatokkal lehetséges,
Taylor fenti tétele miatt.

2.6. Megjegyzés. Az nem igaz, hogy ha f € C*(R), akkor mindig konvergens hatvanysorba
fejthetd. Eldfordulhat, hogy a Taylor-sora divergens, €s az is, hogy konvergens, de nem az f
fiigguényhez.

—1
e x?

2.12. Példa. Legyen f(x) := {0

8 R
[N

0
0
Ekkor f € C*(R), minden k € N-re f*)(0) = 0, de persze f(z) # Z xk =0, ha z #0.

2.7. Megjegyzés. Itt azt nehéz kiszimolni, hogy f*(0) = 0 (egydltaldn 37).
Lattuk, hogy a nagyon szép fliggvények" — amelyek analitikusak — éppen egy konkrét

Su(f,x) == Z It k<'x0>(x — x0)" polinomsorozattal kozelithetek jol meg: T, =

f B(zo, R)-ben. Ugyanakkor az L(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — z9) = Ti(x) lineéris kozelités
azért jo volt minden differencidlhaté fiiggvényre is — nem kellett analitikussag.
Altalanos kérdés: kozelithetGség polinommal.

2.9. Tétel. (Weierstrass) Ha f € Cla,b], akkor 3P, poliniomsorozat (deg P, < n), hogy
P, = f az [a,b] korldtos, zdrt intervallumon.

2.8. Megjegyzés. Minden polinom folytonos. Tanultuk(!), hogy ha P, € C|a,b] folytonosak
és P, = f, akkor f € Cla,b] is kovetkezik. Tehdt ennél tobbet nem is lehet elképzelni,
ameddig egyenletes a konvergencia: ez a tétel csak folytonos fligguényekre lehet igaz.

(A tételt em bizonyitjuk — egyenletes folytonossdg, idd... — bdar nem olyan nehéz.)

Lattuk, hogy a hatvanysorok — azaz a részletésszegeik — a konvergenciakoron beliil egyen-

letesen konvergensek: ha ( Z ar(z — 2)*, R > 0 a konvergenciasugar, r < R, akkor

Sn(f,2) = f(z), s6t Sim (f, z) = f )(2) |z — 20| < r-ben. S6t, azt is lattuk, hogy ha
|z — 20| = 0 < R, akkor f-et z koril is hatvanysorba lehet fejteni, és minden r < R — o
sugard korben ez normalisan konvergens is lesz, a derivaltakra pedig méar az el6z6ek miatt
ugyszintén normalis, és igy abszolit és egyenletes konvergencia lesz:

=Y alC—2)" (C—2<r<R—-0), Su(f,0) = f(Q), SI(f,0) = F(C).
k=0
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De mik ezek a szépen konvergal6 részletossieg-polinomok, mik az egyiitthatoik?

(k) (5
f k'< ) (k € N).

2.9. Definicid. Legyen f egy zo-ban n-szer differencidlhato (tehdt nem feltétlendil analitikus!)
fiigguény. Ekkor fzo pontja koril felirt n-edrendd Taylor-polinomja

" fk)
Tn(f7 20, Z) = Z f kEZO) (Z — & )k
k=0 ’

Taylor fenti egylitthato-tétele miatt csak egyetlen lehet6ség van: ¢ =

2.9. Megjegyzés. n = 0; ekkor To(z) = f(z0) = ¢ konstans polinom. Ez jol kizeliti f-et
2o koril, ha lim (f(2) — T(z)) = 0, azaz, ha lim f(z) = f(20), tehdt ha az f folytonos.
2—20 Z—20

n=1;Ti(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20) linedris kozelités. Ez a legjobb linedris kizelités volt
<= f differencidlhato volt zo-ban (A1!).

2.10. Definicié. Az a € int Dy pontban P, = P az f legjobb n-edfoki kozelitése a koril (f
Ljin.fk. a=), ha deg P <n polinom és

(1) ll—r}clz f((z —a)"

2.2. Allitas. Legfeljebb egy lj.n.fk. van adott a € int Dy Kkoriil.

Bizonyitas: Ha P, @ 1.j.n.fk., akkor R := P — Q-val

@) lim )

z—a (z — a)” -

Ez egy deg R < n polinommal csak tgy torténhet meg, ha R = 0.
Ugyanis R(a) = 0 (kiilénben (2) bukik!), igy (z — a) kiemelhetd = indukcié megy.

2.10. Tétel. (Taylor-kozelités a Legrange-féle maradéktaggal) Legyen f € D"T(I), ahol
I € R intervallum, és a,b € I tetszdleges. Ekkor a és b kézott 3 olyan & pont, hogy

FUE)

) = Tulfra.b) + Ty

(b—a)" (min(a,b) <€ :=&,p < max(a,b)).

2.10. Megjegyzés. Szokds gy is felirni, hogy a fix, b pedig tetszdleges x € I.

2.4. Kovetkezmény. Ha csak f € C"|a — d,a + 0] igaz, akkor T, (f,a,x) ljn.fk =~ a.
(S6t, ha f € D"[a — §,a+ 8] és f™ folytonos a-ban.)

Ugyanis f(z) = T,-1(f,a,z) + f(“;z'(f) (x —a)" igaz £ € [a,x]| vagy [z,a]-val, (mivel

feD"I) haxela—0, a+d] (atétel n—1-re és b= z-re alkalmazva). Marmost akkor

() (g
flz) = To(z) %f(”) (&) (z —a)" — / n,( )(x —a)" .
(.73 — CL)" - (I‘ _ CL)” — U,
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ha & — a, mert akkor & — a és f(™ folytonos volt a-ban.

f(b) = T (b)
(b —a)rt!

To(t) — K - (t —a)"™! fiiggvényre g(a) = g(b) = 0 legyen. Vegyiik észre, hogy a-ban g(a) =

d(a)=...=g™(a) =0 a T, miatt.

1. 1épés: Rolle tétele miatt 3¢y € [min(a, b), max(a,b)], hogy ¢'(¢;) = 0.

2. lépés: Rolle tétele miatt Jeg az a és ¢ kozott, hogy ¢'(cx) = 0.

Taylor-tétel bizonyitasa: Legyen K := — ugy valasztjuk, hogy a g(t) := f(t) —

n+1. lépés: Rolle tétele miatt 3e,, az a és ¢, kozott, hogy ¢V (c,41) = 0.

Legyen € = eusn 0= f0(E) =0 — K - (n-+ 1Y, sy L =To0) _ g 2700

(b—a)"tt " (n+ 1)
2.5. Kévetkezmény. Ha f"*Vkorldtos I = [a — r,a + 7]-ben — példdul ha f € C"(I) -
akkor nemcsak lim J@) = Tnlz) =0, de még |f(z) — Tp(x)| < h| — a|"* s teljesiil
z—a (1’ — a)” ’ B (n + 1)‘

(= O(lz —a|™*h)).

2.6. Kévetkezmény. Ha példdul |f™ (t)] < M-(n+1)! (vn € N, Vt € I), akkor T,,(f) = f
az a eqy kornyezetében (sét elég M - A™ - (n+ 1)! is) = f analitikus .

2.7. Kovetkezmény. cosx,sinx nemcsak C* fiigguények, de analitikus fiigguények is.

m,.2m X 1\ym,.2m+1
(-1)

. e (D)™ . z
2.11. Tétel. cosx = Z Wa ST = Z (2m +1)!
m=0 m=0

Bizonyités: cos,sin € C®(R), |cos®(0)], |sin®(0)] <1 =T, =.

T, (cos,z) = Z coskﬂ -k, cos® (0) = { -~ a m + , paratlan
k=0 ' (1) ha k= 2m péros

Hasonléan a sin fliggvénnyel.

2.4. Nevezetes komplex analitikus fiiggvények, Euler formulak

2.8. Kovetkezmény. A fent cosx-re és sinx-re felirt hatvdinysorok x helyébe komplex z
értéket irva is konvergensek maradnak (konvergenciasugdr = oo!). Tehdt kiterjeszthetjiik a
definicicjukat komplex vdltozora.

5 11. Definfcic i (_1)mz2m ' i (_1>m22m+1 (v . C)
. . €I11N1Cl10. COS 2 = — SIn 2z = Ea—— z
2 om), Z " Bm 1),

Mire hasonlitanak ezek? ch’z = sh z, sh’z = chz, 0-ban 1-ek és 0-k valtakoznak, ott is

1
hasonlé Taylor-sor lesz. S6t, ezeket felirhatjuk e* hatvanysorabdl is: ch z = é(ez + e77) sth.

0 2m e 2m—+1
Tehat tudjuk, hogy ch z = Z %, shz = Z m, és egyébként e* = ch z + sh z.
m=0 ’ m=0 ’
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Legyen most z = it, akir ¢ € C, de most legyen csak

teR.
m i2mt2m

) z 2. (it)?
i) = D Gy = Z((Q:n)! = 2 Gy -

m=0 m=0 m

;
(_1)mt2m _ /

D |/
. o (,L't)Qm—f—l . (_1)mt2m+1 o

h(it)= ) ————= = oy = isint

shit) mzo(mﬂ)! Z%: Cm+nr oW

et = ch(it) + sh(it) = cost +isint = e(t)

e* = et = e%e =1 - e(y), r = e* az e* polarkoordinatas alakja.

C

le*| = r = e® (emlékezziink: |n*| = |e*18"| = 18" = n most lett bebizonyitval!)
1, . , ,
cost = ch(it) = é(e’t +e ") = Re " = Re e(t)
1 1 4 .
sint = —sh(it) = ?(e” —e ) =Tm e" = Im e(t)
i i

Az Euler-formulak sok mindent megmagyaraznak. Ez a komplex véaltozo egyik értelme,
haszna — igazabol sokkal egységesebben latunk mindent.

2.3. Allitas. e* periodikus figguény.
Bizonyitds: e*"™ = e*e*™ = ¢*.

A trigonometrikus fiiggvények azonossagai, a hiperbolikus fliggvények azonosségai, az e*
fliggvény Cauchy-féle fiiggvényegyenlete (e*7 = e*e™) mind egymasbol levezethetdek.

2.5. Taylor-sorfejtések tovabbi alkalmazasai

i —t
1.) Hatérértékek. Példaul lir% M =7 Nehézség: szamlalo, nevezd kiilon-kiilon 0-hoz
- r— €T
2 .
3 3
tart: ilyenkor "akarmi is lehet", példaul 35_3 — to0, s51nx — £ lehet divergens...
x x

2.12. Definicié. Hatdrozatlan (indefinit) — "problémds" — hatdrértékeknek nevezzik a
0
0’ E’ 00 — 00, 0-00, 0° jellegii hatdrértékeket.

00

1 0
Az —, €*, Inz segitségével visszavezethetGek — tipusra.
x

Sl -

0
2.13. Példa. lim e eredetileg E, de irhato lim —5—, — formdban is.
T—r00 €T 0@ T—00 0
Inz
) _ e o0 1 0
Hasonléan, oo — o0 — e¥™*° = — = —; O-oo:0-T; In0” =0 cc.
e o0 L
00
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3 3

Feladat megoldésa: sinz = x — % +o(z?), tgr =2 + % +o(2%), 1j.3.£k. Ezért

3 3

[z — 5 +o(2®)] — [z + Y + o(2?)] 2

sinr —tgx )
—————— =lim =3

1m 3
z—0 x z—0 x

3

2.12. Tétel (L’Hospital szabaly). Ha f,g € D(I), a € I, és f(a) = g(a) = 0 (vagy

Jlim f(x) = 0,lim g(x) = 0 — példdul ha a ¢ I, példiul a = oc), akkor a lim _f(x)’ 0
r—a T—a

z=a g(z)" 0
/
tipusu hatdrérték = lim f/(x)
z—a g'(z)

, ha ez utobbt létezik.

1 1
Bizonyitas: Feltehetd, hogy a véges pont (ha nem: ¢(t) := f (—) T =2 =00 =

t
t=0)
A Lagrange k.&.t. miatt f(z) = f(z) = f(a) = f'(§)(z — a), g(z) = g(x) — g(a) =
g (n)(x — a), és ha 3 kiilon %im 1/(€), és lim ¢'(n), akkor persze ezek hanyadosa jon ki.
—a n—a

Nehézség: mi van, ha kiilon-kiilon 3 a lim, vagy példaul ¢'(n) — 0?

2.13. Tétel. (Cauchy-kizépértéktétel) Ha f,g € Dla, b, akkor 3¢ € [a,b], hogy g;ég =
f(b) — f(a)
9(b) — g(a)

2.9. Kovetkezmény. L’Hospital-szabdly.

(kozds &-vel tehdt).

Bizonyitas: Legyen h(z) := f(z)(g(b)—g(a))—g(z)(f(b)— f(a)). Erre h(a) = h(b) =0 =
Rolle-tétel miatt 3¢, 0= h'(&) = f(£)(g9(b) — g(a)) — ¢ (€)(f(b) — f(a)) = az allitas.

Fiiggvényértékek numerikus kiszamitésa.

2.14. Példa. Hatdrozzuk meg a fiigguénytablazatba (4 jegyre) cos0,3 értékét!

cos >+ (¢) 2mA2

Hiba: |R,| <5-107°; cosx = Topmy1(z) + @m 2 e
0,36 3*.10°¢ 5
‘R2m+1‘ < m -0, 322 gy = 0,1 kevés, m = 2-re ’6' = 30 < 1—05 Tehat
. 2 4 81 .
cos0,3 ~ T5(0,3) = 1 — % n %LCZO,3 = 10,045+ 37— = 0,9553.
’ ——
3,374.10—4

Integrélfiiggvény hatvanysorral, hatarozott integral.

1
2.15. Példa. / sin 22dx =7
0
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e c_lynx4m+3

: 2 _ - t_l)m 2\2m—+1 _
/Smx dx_/ﬁ;)(zm+1)!(x) dx_z(2m+1)!-(4m+3)’

m=0
1
1 o0 m ,.4dm+3 o0 m
.9 (=) (—1) 1 1
sinz” dr = = - - - 4
/0 L;)(Qm—i-l)!-(élm—l—?)) . mZ_O(Qm—l-l)!-(Zlm—i-B) 3 6-7
TS alternalo (Leibniz-tipust) sor =; még hibabecslést is konnyt adni (Leibniz
1
tételével persze!), pl. négy tizedesre mar jo m = 2-ig ez az alak, mert T <5-107°.
Komplikalt fiiggvények szép elGéllitésa.
= (=)™ sinz = (="
Példaul = A — U — N T g
eldaul  cos n;) et 4 ;)(Qn—kl)!x
sin

Ezekbdl a formulakbol pl. konnyen leolvashatoak a cos+/z vagy a

hatodik, vagy

tizedik derivaltjai a O-ban — amit "direktben" elég nehéz kiszdmolni.

1oap=3 (i)xk,

k=0

Binomialis sorok:

pp—1)...(p—k+1)
k!
(Jelolés: pr:=p(p—1)...(p— k+1) az t.n. "Pochammer szimboélum".)

ahol a Taylor képletekbdl Z =

Differencidlegyenletek megoldasa hatvanysorokkal. Differencidlegyenlet —fiiggvényegyenlet,

amelyben y = f(z) mellett a derivalt is szerepel. Ilyeneket lattunk tipikusan példul
az implicit derivalas alkalmaval. Az is egy differencialegyenlet, hogy ha primitiv fiigg-
vényt keresiink: ¢y = f(x). Ilyenkor az egyértelmii primitiv fiiggvényhez fixéalni kell egy
konvstansot.

2.16. Példa. Oldjuk meg azy'—y = x, y(0) = 1 (konstans fixdldsa) kezdeti érték feladatot!

Tegyiik fel, hogy y(z) = Z apx”, azaz tegyiik fel, hogy a megoldas analitikus.
n=0

y(0) =1 <= ay=1. ¢y(z) = Znan:cnfl, Y —y= Z((n + Dapps — ap)z" =" 2. =
n=1 n=0

az egyiitthatok unicitasa miatt a1 —ag = 0, 2a3 — a1 = 1, (= ay = a3 = ag = 1), és
1 2

Vs — an =0, Gy = ———ap = ... = - .
(n+ Danss —a It = 1" ntr ™" mr1)

= 2
y(@) =lto+y —a"=l+o+2e"—1-x) =2~z -1
n=2 "

Ellenérzés: ' (z) — y(z) = 2¢® — 1 — (2" —x — 1) = z, y(0) = 2¢° — 1 = 1, y minden

feltevést teljesit.

(A differencialegyenletek elméletébdl egyébként kovetkezik, hogy csak egyetlen mondjuk
C? osztalytt megoldés lehetséges, ezért ha megtalaltuk, akkor ez minden. Egy mésik u
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megoldasra u.i. akkor az kellene teljesiiljok, hogy a v := y — u fiiggvényre v/ — v = 0 és
v(0) = 0, tehat v/ = v, v'/v = 1, Llogv(z) = 1, logv(z) = log v(0) + z, v(z) = v(0)e,
de mivel v(0) = 0, ebbdl v = 0, azaz y = u. Tehat azzal, hogy feltettiik, hogy van
analitikus megoldas, nem veszitettiink itt semmit. Az amugy is vildgos — rekurzivan, az
y' = y+ x elsallitrasbol — hogy ha y € C!, akkor a jobboldal C*, tehat a baloldal is, azaz
y' € C', tehat y € C?, sit., y € C*. Nem akkora nagy merészség tehat feltenni, hogy
a megoldés analitikus is.)

2.6. Fourier-sorok

Tekintsiink egy F(z) := Z cp2" Maclaurin- (0 koriili Taylor-) sort, és tegyiik fel, hogy a
n=0

konvergenciasugar R > 1; ekkor ez szépen (normaélisan, egyenletesen, abszolut) konvergal a

C:={z=¢":teR (vagy 0 <t < 2m)} egységkoron. Tehat azt kapjuk, hogy a

o(t) = F(e") = Z cpe™ = Z(an cosnt + by, sinnt),

n=0 n=0
(ahol most a,, := ¢, by := ic,) elGallitas konvergens sor.

2.13. Definicié. Az ilyen alaki fligguénysorokat dltaldban trigonometrikus soroknak nevez-

2.11. Megjegyzés. Ha R > 1, C-n egyenletes a konvergencia, ezért tetszdleges m € N-re

2 o 2m 2m
/ o(t)e ™ dt = Z cn/ e mItdL = ¢, - 2mi, mert k:=n —m # 0 esetén / et =
0 = Jo 0

1k
2.10. Ko6vetkezmény (Cauchy-féle egyiitthato-formula). Ha az F(z) = Y 7 c,2"
Maclaurin sor konvergencia-sugara R > 1, akkor

ikt 2™
{ } = 0. (Ezek a formuldk az 4.n. ortogonalitdsi reldcick e™ -re.)

1 2w ) )
Cpn = — F(e™e ™ dt.
2m J
(Ez nagyon fontos formula, ami az egyitthatok Taylor-féle elddllitasdt kiegésziti. Azt lehet
mondani, hogy lényegében erre a formuldra épil a komplex figguénytan...)

Induljunk most ki tetszéleges f € R[0, 27| 27 periodikus Riemann-integralhato fiiggvény-
bél. Ekkor ehhez is le lehet gyéartani az egytitthatokat, fel lehet irni a sort.

2.14. Deﬁnlcm Eqy f € RI|0,27] figguény Fourier-sora az a trigonometrikus sor, melyre

1 1
ag = — f( an / f(t)cosnt dt, b, :=— f(t) sinnt dt.

T Jo T Jo

2
2.12. Megjegyzés. Ortogonalitdsi reldciok valds alakban azt jelentik, hogy / cosnx cosmx dr =
2m 2w 0
/ sin nx sinmx dr =
0

azaz a trigonometrikus sor valos alakban is ortogondlis.

2
cosnxsinmz de =0 (n # m) és/ cosnxsinnz dr =0 —
0
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2.14. Tétel. Ha f szakaszonként folytonosan differencidlhato (beleértve, hogy az osztopon-
tokban balrdl is, jobbrdl is azzd tehetd), akkor a Fourier-sora konvergdl, és

1
2.17. Példa. Ha f(x) = sgnzx, |x| < m, és periodikusan kiterjesztjik, akkor is sgnx =

I 1
- Z sin(2k + 1)z.
=0

2k +1

2.13. Megjegyzés. Nem konvergdlhat egyenletesen, mert nem folytonos f(x). De az igaz,
hogy ha f € CY(R) 2w-periodikus, akkor eqyenletes a konvergencia. Ebbél kovetkezik, hogy C*

fligguények kozelithetdek trigonometrikus polinomokkal: T, () = ag —I—Z ay, cos kx+by sin kz.
k=0

2.15. Tétel. (Weierstrass 2. approximdcios tétele) Ha f € C(R) 2w periodikus, akkor is
Ve > 0 létezik T trigonometrikus polinom, hogy |f(x) — T'(z)| < e (Vx € R, egyenletesen).

2.18. Példa. Tekintsiik a p(z) := 2* (|z| < ) parabolafiiggvényt, 2m-vel periodikusan kiter-
jesztve. Szamitsuk ki a Fourier-sordt!

21
p paros, ezért / p(z)sinmz dr =
0

/ p(z)sinmz de =0 (m € N) e P (x)
L \— e’

paratlan

- dr = — |— —
w = 5 ) pdr = o {3}4 —
27?3 7T2 n n m n

2 -3 g o
ap,=— [ p(x)cosnrdr=— / 2% cosnx dz.

™ J_x ™ Jo

(Kétszeres, parcialis integrallal.)

sin nx sin nx 1 . 2x cosnx — COS N
2% cosnx dx = 22 — | 2z der = —z’sinne + —— — [ 2. —— " x
n n n n?

L, . 2 .
= —zr " smnr + — smnr,
n n
1 1, . 2 . i 27r(—1)” 4(—1)"
—TQy, = |—Z°SINNT + —STCoSNT + — SIMNr| = ———, a, = .
2 n n? n3 0 n? n?

- = 4(-1
2.11. Kévetkezmény. 72 = p(1) = ag + Z%COS(WT) T Z (=1

n=1 n=1
1 2
@=>5=F
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