Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatsor — M
Détum: 2016. junius 13. Munkaidé: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kédjas:

0.) (3 pont: 3 j6 valasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitas igaz, melyik nem?

a.) 7Egy feltételesen konvergens sor részletosszegei nem alkothatnak monoton soroza-
tot.”

b.) "Ha a \g = 2 szdm az A € R3*3 métrix karakterisztikus polinomjénak 2-szeres
gyoke, és A diagonalizdlhato, akkor mindig van olyan O ortogondlis matrix, amelyre OAOT =
D diagonalis.”

c.) 7"Ha egy differencidlhaté f fiiggvénynek egy P € int Dy pontban van tdmaszsikja,
akkor az érintésikja is.”

1.) (3 pont) Definidlja, mit jelent az, hogy egy f,, : H — R fliggvénysorozat egyenletesen
konvergens egy E C H halmazon! Fogalmazzon meg ezzel ekvivalens kritériumot!

2.) (5 pont) Hogyan van értelmezve egy A € R™*™ métrix rangja? Adjon meg legaldbb
ot kiilonbozd, de ekvivalens meghatdrozast!

3.) (b pont) Adjamegegy H C R™ korlatos halmaz n-dimenziés Jordan-mérhet&ségének
és a V,,(H) n dimenzids Jordan-térfogatanak a definici6jat!

4.) (3 pont) Tekintsiik a Z _

a.) Allapitsa meg, hogy konvergens-e a sor!

b.) Allapitsa meg, hogy abszolut konvergens-e a sor!
T
5.) (4 pont) Tekintsiik a H(z) ::/ e dt integralt!
0

a.) Irja fel H(z) Maclaurin-sort!

b.) Meddig kell elmenni a szummézasban, hogy H(0,5) értékét legaldbb 4 tizedesre
pontosan megéllapitsuk?

6.) (b pont) Legyenek e(z) :=¢€*, f(2):=e7%, g(z) :=ch(z+2) és h(z) :=sh(z—1)!
a.) Keressiik meg a W := [e(z), f(2), 9(2), h(2)] C C(R) altér egy bazisét!
b.) Hény dimenzids teret feszitenek ki ezek a fiiggvények a C'(R) vektortérben?



matrix, és ha

N OO

1 0
7.) (5 pont) Allapitsa meg, hogy diagonalizélhaté-e az M = |1 2
1 1

igen, akkor irja fel a diagondlis atalakitds szorzat alakjat!

8.) (6 pont) Tekintsiik a h(z,y, 2) = (zy+ 22, €%y, zz + 3y) : R? — R3 fiiggvényt! Ekkor
az a := (0,1,2) pont képe a b := h(a) = (4,1,3) pont lesz. Invertalhaté-e differencidlhatéd
médon a h fiiggvény a b pont egy kornyezetében? Ha igen, hatirozza meg a h~! inverz
fliggvény derivéltjat a b pontban!

9.) (3 pont) Teljes differencial-e az (23 + chy) dx + (e* + ashy) dy + e*ydz differencidl?
Vélaszat indokoljal

10.) (6 pont) Allapitsa meg a g(z,y) == e* — 3z + 2:1;2\/@ fiiggvény értelmezési tar-
tomanyat és értékkészletét!

11.) (7 pont) A P paralelogrammadt az xy sikban az x = -3, x =0,y =z ésy=x + 1

22 — 3y) ch (y —
egyenesek hataroljdk. Szamitsuk ki az I := / / (2 —3y) ch(y — )
P 3—4dx +4y

(Utmutatds: Alkalmazzuk az u := 2z — 3y, v := —z + y helyettesitést!)

dxdy tertileti integralt!

12.) (5 pont) Egy R = 13 cm sugard, gomb alaku gorédgdinnyébe egyenes kip alaku L
léket vagunk gy, hogy annak cstcsa a dinnye kozepébe ér, és a kipnak a gomb héjanal £ = 5
cm a sugara. Mennyi lesz a kivagott 1€k tomege, ha a dinnye stirtiségét a vizével egyezdleg 1
g/cm3—nek vesszilk, és Ugy szdmolunk, hogy 27 ~ 6,3 ?

(Utmutatds: Hasznaljuk az (z,7, z) = G(r, ¢, 0) := (rsin 6 cos @, r sin 0 sin @, r cos §) gombi
koordinatékra val6 attérést!)

EMLEKEZTETO: A GOMBI KOORDINATAK

A térben egy P pont gémbi koordinatai az r := |O?| = /2?2 +y? + 22, a P pontnak
az xy-sikra vetitett merdleges P’ vetiiletének a polarkoordindtdkbdl jol ismert ¢ irdnyszoge
(azaz az OP’ szoge a pozitiv x tengely irdnydval), és a P pont 6 "elhajldsa”, azaz @—nek a
pozitiv z tengellyel bezart szoge.

Mivel |OP’| = sin §|O P, a gombi koordindtdkkal kifejezve a a P ponthoz tartozé szokdsos
derékszogii (x,y, z) koordinatdkat, azt kapjuk, hogy x = rsinfcosp, y = rsinfsing, z =
rcos 6. Tehdt a gombi koordinatakra vald attérést a G(r, ¢, ) = (rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos 6)
leképezés valositja meg.

Az 4ttérés Jacobi determinansara

%(ﬂ%e) g%(ma,@) %9(7”7%079) sinfcosp —rsinfsing rcosbcosy
Ja(r, ¢, 0) = %(7‘,(,0,9) g—z(r,gpﬁ) %(r,ap,ﬁ) = ||sinfsingy rsinfcosy rcosfsingp
%(r,p,0) 82(r,¢,0) 55(r,¢,0) cos f 0 —rsind

aminek utolsé két oszlopabdl r-et kiemelve és a determindnst az utolsd sor szerint kifejtve
—.sin fsiny cosf cosp| (= sin6) si.n 0 oS — .sin 0 sin ¢
sinfcosyp cosfsinp sinfsiny  sinf cos

2 2

Ja(r,p,0) = r*|cosf = rsinf.




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatok megoldasai — M

0.) (3 pont: 3 j6 vélasz 3 pont, 2 jé 1, kevesebb 0 pont)

a.) IGAZ. (Ui. ha S, monoton, akkor a, = S, — S,—1 éllandé eldjeldi, igy ha
konvergens is, akkor mér abszolit konvergens is /mert > |a,| = ) a, feltétel szerint
konvergens/, azaz nem lehetne csak feltételesen, de nem abszolut konvergens.)

b.) HAMIS. (Akkor lehet ortogonalis transzformécidval/matrixszal diagonalizdlni,

100
ha a matrix szimmetrikus — és a feltevésekbdl ez nem kovetkezik. Ld. pl. az |1 2 0
1 0 2

matrixot, amely alsé6 hdromszogmatrix, sajatértékei A\ = 1 és A3 = 2, és az utdbbiakhoz
e és e sajatvektorok is; ezért biztosan lehet diagonalizalni (u.i. Aj-hez is kell lennie egy
sajatvektornak — ez egyébként konrétan az (1,—1,—1)" vektor) — de mégsem lehet orto-
gondlisan diagonalizélni, hiszen A nem szimmetrikus.)

c.) IGAZ. (U.. differencidlhat6 fiiggvény minden tdmaszsikja egyuttal az adott pont
koriili legjobb linedris kozelités is.)

1.) (3pont) Az f, fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens egy F C H részhalmazon, ha
az fn|p E :— R fiiggvénysorozatra Ve > 03N = N(e) @.h. Vn > NVz € E |f,(x)—f(z)] < e.

Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a fuiggvénysorozat egyenletesen Cauchy tulajdonsagu
az E halmazon: Ve >0 3N(e),Ym >n> N Vo € E |f,(z) — fm(x)] <e.

Tehat az egyenletesség mindig azt jelenti, hogy N(¢) nem fiigg z-tél.

2.) (5 pont) Az A matrix r(A) rangja definicié szerint az s(A) sor-rang és o(A) oszlop-
rang kozos értéke volt: a sor- ill. oszlop-rang pedig a sorok ill. oszlopok &ltal kifeszitett altér
dimenzidja (azaz a vektorok kozt taldlhaté linedrisan fiiggetlen vektorok maximélis szdma)
volt.

Ezzel egyenlé a métrix redukélt 1épcsds alakjéban (r.r.e.f) taldlhaté vezérelemek e(A)
szama, vagy az im A képtér dimenzidja, valamint a k X k-as mem-szinguldris részmdtrizok
méretének max{k : IB € R*** B C A, det B # 0} maximdlis értéke.

Ki lehet még szamitani a rangot a dimenzid-tételbdl is gy, mint m — dim ker A, mert az
A métrix linedris leképezést valésit meg az U := R™ térbél az R™ térbe (az y = Ax képlettel)
és m =dimU = dimker A + dimim A = r(A) = dimim A = m — dimker A.

Mivel kerA = {x € R™ : Ax =0 a;,-x =00 = 1,...,m)} = S(A)*, azt is
mondhatjuk, hogy a sortér merdleges kiegészité alterének a dimenziéjat kell levonni m-bdol.

Hasonlé okoskodéssal egyébként a képtér n dimenzi6jabdl levonva az R(A) oszloptér (=
im A képtér) merdleges kiegészit$ alterének dimenzdjat, szintén meg kell kapjuk az oszloptér
(képtér) dimenzidjat, azaz a rangot.



3.) (5 pont) Az R"-beli téglak mérhetéek, és térfogatuk az oldalaik hosszanak a szorzata
— ekvivalensen, elegendd azt feltenni, hogy V,,([0,1]") = 1.

H csak akkor lehet Jordan-mérhetd, ha korlatos. Altaléban, egy korlatos H halmazt
Jordan-mérhetének neveziink, ha a V,(H) als6- és V*(H) fels6 Jordan-mértéke megegyezik.

Ekkor ezek kozos értéke a H halmaz V,,(H) n-dimenziés Jordan térfogata v. mértéke.

Itt a felsd Jordan-térfogat V*(H) := infr > 1, V,,(R;), ahol R tetszoleges lefedd tégla-
rendszer, azaz tetszOleges m € N mellett R; C R" (j = 1,...,m) tégldk olyan rendszere,
amelyre Ui R; D H.

Az alsé Jordan-mérték hasonléan Vi (H) := supg > 7L, Vi (Qj), ahol @ tetszdleges beirt
tégla-rendszer, azaz tetszéleges m € N mellett Q; C R™ (j = 1,...,m) téglédk olyan diszjunkt
rendszere, amelyre QQ; C H.

4.) (3 pont) A b.) résszel kezdjiik a megolddst, mert ha a sor abszolut konvergens,

n2e2ntin’ n?| e2ntin? |
akkor konvergens is. A sor tagjainak abszolut értékeire |a,| = - = , =
ne3n—ivn n‘e?m—z\/ﬁ‘
n262n )
—— =ne ", mivel [e"T?] = e és e /el = 7P
nesn
> = et e
Igy az abszolit értékekbél allé sorra g lan| = E ne " = i Iy = e < 00,
n=0 n=0

konvergens, hiszen eléadason kiszamitottuk (a geometriai sor derivéltsordbol), hogy |z| < 1

oo
, . o : n __ ?
esetén — igy z = 1/e < l-re is nZ:Onz a2
Ha ez nem jut esziinkbe, akkor is kénnyen lathaté (pl. a hanyadoskritériummal vagy a
gyokkritériummal), hogy Y 7 jne™ ™ < co. Tehédt b.)-re a vélasz: a sor abszolit konvergens.
a.) Mivel azt taldltuk, hogy a sor abszolit konvergens, igy automatikusan konvergens is.

5.) (4 pont) Az exponencidlis fiiggvény e* = 3 >°  2"/n! hatvanysora (Maclaurin
sora) minden korldtos és zart halmazon — igy a [0,z] C [0,0,5] intervallumon is — egyen-
letesen konvergens. Ezért hatvanysorba fejtés és z = —t3 helyettesitése utéan felcserélheté

L 00
az integrélds és a szummécié sorrendje. Igy kapjuk, hogy H(x) = / Z(—t)3”/n! dt =
O =

i/zr 5 i t3n+1 T i (_1)n$3n+1
(=)™ /nl dt = (=)™ [] = -~
= Jo = (Bn+1)nl], = (3n+1)n!
A kapott sorfejtés egy Leibniz tipusu (alternéld) sor, ezért konvergens és a hibéjara

|Rn| < any1. Tehét ha a sort e < 0,00005 = 1/20.000 hibaval akarjuk kiszdmolni, akkor min-
(_1)N+1$3N+4 O, 53N+4
(BN +4)(N +1)!| = (3N +4)(N +1)!
0,00005, azaz amelyre 20.000 < 23VT4(3N 4+ 4)(N + 1)
N = 3-ra a jobboldali mennyiség 2!3 - 13 -4! = 213 .13 .24 = 216.39 > 221 = 2.1024% >
2.000.000, tehét mar R3 < aq < 1/2.000.000 < 0,0000005, és hat tizedesjegyre is jol kozelit.
N = 2-re ez 2'0-10 - 6 > 20.000, tehdt mar N = 2-re fennall a 4 tizedesjegyre valé kozelités.

den olyan N kiiszob alkalmas, amelyre a1 = ‘ <




6.) (5 pont) a.) A legtermészetesebb valasztés taldn pont az {e(z), f(z)} rendszer.

Ez a két fliggvény C(R)-ben linedrisan fiigggetlen, mert ha ae(z) + bf(z) = 0 (azonosan,
tehdt a C'(R) térben mint konstans 0 fliggvény jelentkezik az osszegiik), akkor pl. a z = 0 és
z = 1 értékeket behelyettesitve a +b = 0 és ea + %b =0, tehat (e — 1)a = 0 és igy a = 0,
amibdl pedig mar a + b = 0 miatt b = 0 is kovetkezik.

A tovébbi fiiggvények a definiciéjuk miatt g(z) = ch (z+2) = 3(e*T2+e727%) = %e(z) —
7z f(2) illetve h(z) =sh(z — 1) = ("' — e'7%) = s-e(2) — §f(2) alakban az e(z) és f(z)
fliggvények linedris kombinacidiként allnak eld, tehat ezektdl linedrisan fiiggenek.

[gy W = [e(2), f(2)], ahol ez a két generdld fliggvény mar linedrisan fiiggetlen, azaz bézis,
és a generalt altér dimenzidja ennek megfeleléen dim W = 2.

7.) (5 pont) Alsé hdromszogmatrix 1évén, M sajétértékei a diagondlis elemek: pps(A) =
(A—=1)(A—2)2 és A\; = 1, valamint Ao 3 = 2 kétszeres sajatérték.

A sajétvektorokat az (M — I)x = 0 illetve (M — 2I)y = 0 sajit-egyenletekbél lehet
kiszamitani: ezeknek az egyenleteknek az egylitthaté-matrixaira Gauss-Jordan eliminédcidt
0 0 1

ja)

végezve adédik A —T = (1 1 0| & L1 O,xl—}—xg:()ésxg:o, azaz x =t |—1
0 01
111 0
-1 0 0 0
illetve A—2I=]1 0 0| < Lo O@ L0 0,y1:0,y2:0,tehéty:s().
1 10 110 010 1

A matrixnak csak két linedrisan fliggetlen sajatvektora van — igy nem diagonalizalhaté.
(Megjegyzés: Az stlyosan hibds, ha a megkapott két sajatvektort vektoridlisan szorozva,
"konstrudlunk egy harmadikat” ... de a legnagyobb veszteség ezzel a hibds okoskodéssal
az, hogy akkor bizony szdmolhatunk vildgba!)

8.) (6 pont) A parcidlis derivaltak folytonosak, igy h € C*(R3). Ezért alkalmazhaté az
a tétel, miszerint h-nak egy adott b = h(a) pontban létezik differencidlhaté inverze pontosan
akkor, ha Dh(a) nem-szinguléris: és ebben az esetben Dh~!(b) = Dh(a)~!.

Tehét azt kell el@szor tisztdzzuk, hogy szinguléris-e a Dh(a) derivaltmatrix. Kiszamitva,

My My Bay] [y e 2 Lo
Dh(x,y,z) = %(:p,y,z) %(az,y,z) %(:ﬂ,y,z) = le*y e 0|, Dh(a)=|1 1
T;($ayaz) T;(x?yvz) T;(xayaz) < 3 x 2 3

ami lathatéan egy nem-szingularis matrix, hiszen a determindns értéke 4, igy létezik de-
rivalhaté h~! inverz fliggvény is.
Az inverz meghatarozasahoz Gauss-Jordan elimindciot végziink:

104 1] 100 10 4 | 1 00

_ _9 _
110|0105251’S3 5101—4]—11053352
2 30] 001 < 03 8] 201 %
1 0 4 ‘ 1 0 O] 51-55,5+s; |1 0O 0’ 0 3 —1
01 =4 | -1 1 0 “ o010 0 -2 1
00 4 | 1 -3 1] 5 {001 | 1/4 -3/4 1/4

0o 3 -1

Ebbél tehat Dh~Y(b)=| 0 -2 1 [.
1/4 —-3/4 1/4

S O =



9.) (3 pont) Ha az (volna), akkor a Young tétel szerint a keresztbe vett parcidlis
derivaltaknak is meg kell (kéne) egyeznie.

A differencialt Pdz+Qdy+ Rdz alakban frva, P, = shy és Q) = shy stimmel, P, = 0= R/
is egyezik, és @), = e* = R’y is teljesiil, azaz teljesiilnek a Young tétel feltételei, és (tanult
tétel értelmében) létezik f(x,y,z) potencialfiiggvény.

Nem volt kételezd, de egyébként a potencidlfiiggvényt meg is lehet keresni: f(z,y,2) =
%$4 + xchy + ye® + c.

Ennek kiszdmoldsa: mivel f. = P, rogzitett y, z értékekre f(z,y,2) = im‘l—i—xch y+C(y, 2),
hasonléan a masodik parcidlis derivaltbdl f(x,y, z) = ye* + xchy + B(z, z) és a harmadikbdl
f(wv,y7 Z) = ye* + A(JJ, y)

Igy pl. az elsé kettébl C(y, z) — B(x, z) = 2t — ye?, azaz Oy, 2) — ye* = 1% + B(x, 2),
és, mivel itt a baloldal nem filigg 2-t6l, a jobb oldal pedig nem filigg y-tol, a masik oldalak sem
fiigghetnek, tehdt a két oldal egy c(z) figgvény kétféle felirdsa, és ezért C(y, z) = ye* + ¢(z)
és B(z,z) = a2t + c(2).

Ebbél tehdt f(z,y,z) = tz' + xchy + C(y,2) = 12t + zchy + ye* + c(2) (= ye* +
xchy + B(z,z) = ye® + achy + %x‘l + ¢(z)). A harmadik egyenletet is figyelembe véve —
ebbdl levonva — adddik tehdt, hogy 0 = %x‘l + zchy + ye® + ¢(z) — (ye* + A(x,y)), tehdt
c(z) = il‘4 + xchy — A(x,y), és igy itt a baloldal nem fiigghet z-t6l sem, konstans: ¢(z) = c.
Ezért végil f(z,y,2) = %x‘l + xchy + ye* + c.

10.) (6 pont) A négyzetgydk miatt Dy = {(z,y) € R? : y > 0} (azaz a fels6 félsik).

Az értékkészlet meghatarozasahoz a fliggvény szélsGértékeit, illetve supremumat és in-
fimumat keressiik: mivel f folytonos, az értékkészletében barmely két felvett érték kozotti
osszes tObbi valds szdm is ott lesz, tehat az értékkészlet, Ry, biztosan intervallum lesz. Csak az
a kérdés, hogy véges vagy végtelen, nyilt vagy zart végli intervallum lesz-e: ha a fiiggvénynek
van (globdlis) maximuma illetve minimuma, akkor a felsé illetve alsé végpont benne lesz az
intervallumban, ha nincsen, csak sup és inf, akkor pedig nem tartozik hozza.

Az nyilvanvald, hogy a fiiggvényértékek feliilrél nem korldtosak, supremumuk +oo: példaul
ha régzitjiik az egyik valtozét, mondjuk x = xg = 1 értékkel, akkor g(zo,y) = e —3+2,/y —
+00 (y = +00). Tehat Ry = (o, 00) vagy [a, 00) alaki intervallum lesz.

Az esetleges széls6értékek vagy a D, értelmezési tartomdny belsejében lesznek, vagy
a hatdrdn. A tartomény belseje az S := {(x,y) € R> : gy > 0} nyilt félsik, hatdra
az E := 0D, = {(x,0) € R? : x € R} a-tengely egyenese. A tartomdny belsejében
a g fiuggvény differencidlhaté, mert parcidlis derivaltjai léteznek és folytonosak, ezért ott
széls6érték csak kritikus pontban fordulhat el. Ezért minden szélséérték-helyen a Vg(x,y) =
(0g/0x,0g/dy) = (0,0) azaz az (e” — 3 + 4z/y,2*/\/y) = (0,0) egyenletnek kell teljesiilnie.
A miésodik egyenletbdl (koordinatabdl) x = 0, igy az els6bél €® — 3 + 0 = 0, tehat e = 3, ami
nem 4ll fenn, tehét nincsen a Vg = (0,0) egyenletnek megoldésa, azaz nincsen g-nek kritikus
pontja S-ben.

Az E hatér-egyenesen g(z,y) = g(z,0): jelolje tehdt v(x) := g(z,0) = e* — 3z. Exz
lathatéan egy folytonosan diffrencidlhaté konvex egyvaltozds fliggvénye az = véltozénak. (A
konvexitds kovetkezik pl. abbdl, hogy 7 (z) = e® > 0.) A derivalt 7/(z) = e* — 3, ami
akkor tiinik el, ha x = log 3; ebben a ponban minimum van, s6t, ez a minimum az egész E-re
vonatkozé abszolit minimuma is y-nak. Valéban, v konvex és igy az érinté egyenesei ~y alatt
haladnak mindeniitt; specidlisan az x = log3 minimumbhelyen is a vizszintes érint6 ~ alatt
kell haladjon, tehat masutt nagyobbak a fliggvényértékek.



Ezzel azonban csak annyit igazoltunk, hogy (log 3, 0) a g fliggvénynek feltételes szélséértéke
az E hataregyenesre vonatkozélag (azaz ha feltessziik, hogy (z,y) € E, tehdt y = 0). Azonban
tetsz8leges (z,y) € Dy esetén igaz, hogy g(z,y) > g(z,0), mivel 22 > 0 és rogzitett z érték
mellett |/y, igy a:2\/§ is, y-nak monoton noévé fiiggvénye [0, oo)-en. Ezért tetszoleges (x,y)-ra
g(z,y) > g(x,0) > g(log3,0), tehét ez az érték g-nek globélisan is minimuma.

Igy R, = [g(log3,0),+00) = [3 — 3log 3, +00) balrdl zart, jobbrdl végtelen intervallum
lesz.

(2 — 3y) ch(y — ) u chwv

11.) (7 pont) A javasolt helyettesitéssel f(z,y) = S 4o 1 4 = T3 =
—4x + 4y v

¢(u,v) alakba keriil, ami mér kicsit kedvez&bb kinézetii.

A transzformécié egyelére csak u(z, y), v(z, y) alakban van meg — ebbdl eldszor is kiszamitjuk
a T'(u,v) = (z,y) forditott irdnyd transzformaciét. Ez linedris egyenletrendszert jelent: meg-
olddsa z = 2v — u, y = 2v + u, tehat T'(u,v) = (—u+ 2v,u + 2v). Az &ttérés derivalt-matrixa

_ |0xz/Oou Ox/Ov| |1 2
DT (u,v) = [ay/au 8y/6v] N [ 2 1
Ezért a Jacobi-determindns Jp(u,v) = |det DT (u,v)| = 5.

Meg kell hatdrozzuk azt az F tartomanyt is az wv sikon, amelyre T'(E) = P. Tekint-
ve, hogy linedris transzformaciérdl van szd, egyenesek egyenesekbe mennek at, igy elég a
hatdregyenesek megfelel6it megkeresni. z = —3 & —u + 2v = —3, azaz v = %(u — 3) vagy
u:2v—i—3;x:O<:>—u—|—2v:0,azazv:%uvagyusz;y:x<:>v:0y:x+1<:>v:1.
Természetesen az ezekkel hatarolt E tartomany szintén egy paralelogramma lesz, amelynek a
cstcsal egyébként az O = (0,0), az R = (2,1), az S = (3,0) és a T = (5, 1) pontok lesznek.

Az integralban az attérés utan Fubini tételét alkalmazva tgy, hogy beliil u, majd kiviil v

20 — 3 h(y —
szerint integraljunk, adédik I := //P (2 3 _yixc_’_(ijy z) dxdy = //E o(u,v)Jr(u,v) dudv =

h 1 h 20+3 1 h 27 2v+3 1 h
//ucv5dudv:/ 5CU/ u du dv:/ 5 chv u— dv:/ 501}-
4'U+3 0 4U+3 2 0 4U+3 ) 0 4U+3

} (konstans, mivel linedris volt a T transzformacio).

5chv 1 15 15

2 = —_— == — 1 == —
3 ((21}+3) — (20) ) dv—/o i3 2 (120 4+ 9) / chv dv = 5 [shvlp 5 sh1.
12.) (5 pont) A lékre V(L) = [[[, 1 dxdydz = [[[Ja(r,¢,0) drdedf, ahol J

a G(r,p,0) = (rsinf cosp, rsin 9 sin ¢, r cosf) gémbi koordlnatakra Valo attérés leképezés
Jacobi-determinansa (derivaltmétrixa determinansédnak abszolut értéke) és E az L kiipmetszetnek
megfelel6 koordindta-hdrmasok a gémbi koordinatdkban felirva: azaz E = {(r,p,0) : 0 <r <
R, 0<p<2m 0<60<a}=]I0,R]x[0,27]x]0,a], ahol a feltételek szerint o := arcsin(¢/R).
A gdmbi koordinata-attérés Jacobi-determinansa Jg(r, @, ) = sin Or2.

A Fubini tétel alkalmazésdval szukcessziv integralokra dttérve V(L) = [[ [ Ja(r, ¢, 0) drdedd

37 R
= foa 027r fOR sin Or2dr dy df = [g} 2 foo‘ sinf do = R3.
0

Behelyettesitve és az ismert azonossigokkal cos(a) = 4/1 — sin? \/1 — (l/R)? =
[ 12/13]

V1 —25/169 = /144/169 = 12/13. Ezért V(L) = fm‘? = ? -13%2 ~ 6,3/3 -

169 = 2,1-169 = 354,9 (cm?), azaz az L 1ék témege ~ 354, 9g ~ 35 dkg.

27[1 — cos @



