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1.)  Konvergensek-e az aldbbi sorok?

= (2n)! =1
a.) Z(n23 b.) Z?

n=1 n=1M "

2.) Igazoljuk, hogy tetsz8leges komplex értékekre is fennall a valdsbol ismert 2 cos z cos w =
cos(z + w) + cos(z — w) azonossag!

3.) a) Szamitsuk ki /1,08 értékét a ®(z) := (1 + x)'/2 binomidlis sorabdl négy tizedes
pontossaggal!

b) Szamitsuk ki /3 értékét kicsit triikkkosen tigy, hogy v/3 = /27/25-25/9 = % 1, 08!

4.) Legyen f € C*(R) 27-vel periédikus kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény!

a) Igazoljuk, hogy ekkor f Fourier-sordnak egyiitthatéira igaz az a, = O(1/n?), b, =
O(1/n?) becslés! (Ugye x, = O(yn), ha IK konstans, hogy |z,| < Ky, (Vn € N) teljesiil.)

b) Igazoljuk, hogy ekkor f Fourier-sora egyenletesen konvergdl az egész valds egyenesen!

3 2
5.) frjuk fel a P := (1,2,3) ponton &tmend és az a := |—2| ésa b:= |—2| vektorok
2 3
altal kifeszitett sikot! Adjuk meg O h tavolsagat a siktdl.
0 3 0 1
. o 0 1 0 2
6.) Ki lehet-e fejezni R*-ben a b := 0 vektort az u := V= W= ] 6
1 1 1 —2
2
az:= -1 vektorok linearis kombindcidjaként? Adjuk meg az Osszes lehetséges megoldést!
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2n)! 2n42)(2n+1 _
1) a) Haa, = 258 akkor any1/an = 00y = 22— 1/n)(1 + 1/n)™2" —
4/€? (n — 00), ami < 1, tehat a hdnyados-kritérium szerint a sor konvergens.
b.) A sor tagjait hasonlitsuk a b,, := 1/n tagokhoz: ekkor ﬁ/bn =nt/n = exp(—lo%) —
n n
1, tehat a sor pontosan akkor konvergens, ha a ) | b, sor. Ez viszont a harmonikus sor, amirdl
tudjuk, hogy divergal, igy az eredeti sor is divergens.

2.) A megoldast két lépésben végezziik el, az azonossidgot (fliggvényegyenletet) el6bb
komplex z-re de csak valés w-re, majd innen tetszoleges z,w € C-re kiterjesztve. Legyen
tehdt rogzitett w € R mellett f(z) := 2coszcosw — cos(z + w) — cos(z — w). Tudjuk,
hogy erre a fiiggvényre a valdésban ismert azonossag értelmében f|r = 0. Ezért speciélisan
£(0) =0, 6t f(0) = 0,..., f*(0) =0, és igy f Maclaurin sora f(z) = > 02,0 - 2" alak.
Tehat f = 0 (Vz € C). Ezt tudva hasonléan okoskodhatunk z értékét rogzitve (C-ben!) és
a g(w) := 2coszcosw — cos(z + w) — cos(z — w) fiiggvényt tekintve. Mivel w € R-re az
azonossagot mar belattuk, g|gr = 0, tehdt a Taylor-egyiitthaték a 0 pontban azonosan nulldk,
és igy a Maclaurin-sor is azonosan 0, tehat g(w) = 0. Azaz az azonossidg minden z,w € C
mellett fenndll.

3.) a) Binomidlis sorral ®(x) =3 >, (1/2)1: ami (1/2) = 2 1/2) """ B/2K) \4ltakozé
elojele és (1/ 2)38 csOkkené abszolit értéke miatt egy Leibniz tipusi sort ad x = 0,08-ra
pl. (és egyébként minden |z| < 1l-re is). Ennek megfeleléen arra van sziikségiink, hogy
(|@(0,8) — Tp,| <)any1 < 5- 1072 alljon fenn.

A hibabecsléshez — alkalmazva a ”szemi-faktorialis” jel6lést, amely péaratlan szédmokra
2m+ 1D :=2m+1)-(2m—1)...3-1 - kiszdmolhatjuk, hogy (1/2) (— 1)’“_1iw =

2k
2k—1)!! — 2k)! 2k 2n+2
( l)k 121k ((Qk 1))k' = (_l)k 122k(§k’—)1)k‘!2 = <_1) (k ) 4k(2k 1) » An+1 = (n—:_l ) 4"+1(2n+1)0 08

Ez n = 2-re azt adja, hogy a3 = (g) 834139;6 = %2%9510 6 =1251076=3,2107° < 5-1075.
fgy a keresett kozelité érték v/T,08 ~ T5(0,08) =1+ 0,04 — 10,0064 = 1,0392.
b) A fentiekbdl /3 ~ 5/3-1,0392 = 50,3464 = 1,732, és a hibabecslést tekintve még ez
s (5/3) - 3,2-107° hiban beliil van, tehat kb. 4 tizedesre j6. (A pontosabb érték 1,732051.)

4.) a) PL a cos egyiitthatékra szdmolva, ma, = [ "f( )cos nz dx és innen kétszeri
parcialis integréléssal a, = [f (x) sin m) -7 (= )sin(ne) — [f(x) =551+
I (x) =% dp = =3 [T f7(x)cosn d:r. Ut6bbi mtegral az f” € C(R) 2m-periodikus
fuggveny Fourler—egyutthatm, és nyilvdnvaldan ’ ffﬂ f7(x)cosn d:v‘ < flr |7 (z)] de = K
konstans, tehét a, = O(1/n?).

b.) Az a) szerint — mivel |cosz| < 1, |sinz| < 1 — majorizdlhatéak a sor tagjai K/n?
alakil numerikus tagokkal. Mivel a p-harmonikus sor minden p > 1-re, igy p = 2-re is

konvergens, a Fourier-sor egy normélisan konvergens sort ad, tehdt egyenletesen és abszolit
is konveregns lesz.




5.) (Elvidtmutatds.) A keresett S sik norméalvektora axb, aminek a véltozé x := (x,y, z)
vektorral vett vegyes szorzata éppen annyit kell adjon, mint amennyit P-re kapunk (mert P-
bél az X := (x,y, z) pontba elmenve a sikban kell maradjunk, azaz a x bLF)?, azaz az ab]?;()

(x—-1) (¥-2) (#-3)
vegyes szorzat 0). EbbOl tehat az 3 -2 2 méatrix determindnsa =0, és
2 -2 3
ez adja meg leggyorsabban a sik egyenletét:

-2 2
-2 3
Az O pont behelyettesitése révén azt olvashatjuk le, hogy mennyi a mab vegyesszorzat, ami

éppen az a x b-szorosa a tavolsadgnak, ezért a keresett h tavolsdg h = ﬁ ab.

(x—1)—...(y—2)+...(¢—3)=0.

6.) Egy ilyen lineédris kombinécié az x,y, z, w € R egyiitthatékkal éppen azt jelenti, hogy
az x,y, z, w egylutthatok a

3x +z+2w=0
T +2z—w=0
r—2y—z4+2w=0
z+y—2z+3w=1

linearis egyenletrendszert elégitik ki. Az egyenletrendszer bévitett métrixa tehét

— = =W
(e}
[N}
|
—
_ o O O

1 0 2 —-11]0 1 0 2 —-11]0 1 0 2 -1 10
30 1 2 |0 - 0 0 =5 5 | 0 - 0 0o 1 —-11]0
1 -2 -1 2 | 0 1 -2 -1 2 | 0 0 -2 -3 3 | 0
11 -2 3 |1 11 -2 3 |1 0 1 -4 4 |1
majd az
1 0 2 —-110 10 2 -1 1] 0 102 —-11]0
- O 0 1 —-110 o 00 1 =110 - 001 -1 1] 0
0 1 -4 4 | 1 01 -4 4 | 1 010 0 | 1
0 -2 -3 3 | 0 0 0 —11 11 | 2 000 0 | 2

ekvivalens egyenletrendszer alakokat. Itt az utolsd sor ellentmondoé egyenletrendszer, tehat
ezek szerint nem lehet kifejezni a b vektort a mondott médon.



