
Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H | Halasztott vizsga feladatsor | I

D�atum: 2016. augusztus 22. Munkaid}o: 90 perc

Hallgat�o neve: Hallgat�o Neptun k�odja: .

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) "Ha egy
P

k ak sor tetsz}oleges s 2 R �ert�ek eset�en �atrendezhet}o s-hez konvergens
m�odon, akkor a v�egtelen sor abszol�ut konvergens."

b.) "Ha egy m�atrix inde�nit, akkor szingul�aris is."

c.) "Egy C2(Rn) oszt�aly�u val�os f�uggv�eny adott pontbeli Hesse-m�atrixa mindig orto-
gon�alis transzform�aci�oval diagonaliz�alhat�o."

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1.) (3 pont) Fogalmazza meg a Cauchy-Hadamard t�etelt!

2.) (3 pont) Mit jelent az, hogy egy m�atrix szingul�aris? Adjon meg ezzel ekvivalens
felt�etelt determin�anssal �es saj�at�ert�ekekkel is!

3.) (5 pont) Mik a Vn Jordan-t�erfogat alaptulajdons�agai? Milyen egy�ertelm}us�egi t�etel
�erv�enyes ezekkel az alaptulajdons�agokkal?

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

4.) (4 pont) Konvergens-e a
1X
n=2

2n(
p
n� log2 n)

n!(n�pn) v�egtelen sor? Igazolja is �all��t�as�at!

5.) (5 pont) Az �un. norm�alis eloszl�as s}ur}us�egf�uggv�enye N(x) :=
1p
2�

Z x

�1
e�t

2=2dt:

a.) Felhaszn�alva, hogy N(0) = 0; 5, ��rja fel N(x) Maclaurin-sor�at!

b.) Meddig kell elmenni a szumm�az�asban, hogy N(1) �ert�ek�et legal�abb 2 tizedesre
pontosan meg�allap��tsuk?

6.) (4 pont) Legyenek p(x) := 1 � 3x2, q(x) := 1 + 2x3, r(x) := 1 � 2x + x2 + x3,
s(x) := 1 + 3x. Kifesz��tik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfok�u polinomok P3 ter�et?

7.) (9 pont) Hat�arozza meg az A =

2
664
�2 2 �2 2
0 0 �2 2
0 �2 0 2
0 0 0 2

3
775 m�atrix saj�at�ert�ekeit �es a

saj�at�ert�ekekhez tartoz�o saj�atvektorait! �Irja fel a diagon�alis alakot, ha A diagonaliz�alhat�o!



8.) (4 pont) Tekints�uk a �(x; y) := exch y f�uggv�enyt! Hat�arozza meg a f�uggv�eny �osszes
�erint}os��kj�at illetve t�amaszegyenes�et az (1; 0; e) ponton kereszt�ul!

9.) (4 pont) A z = f(x; y) f�uggv�eny a z3 � xy + yz + y3 = 2 f�uggv�enyegyenletnek tesz
eleget. Sz�am��tsa ki a rf(p) gradiens vektort a p = (1; 1) pontban!

10.) (3 pont) Teljes di�erenci�al-e az (x2+cos y) dx+(z2�x sin y) dy+2zydz di�erenci�al?

11.) (6 pont) A P paralelogramm�at az xy s��kban az x = �3, x = 0, y = x �es y = x+ 1

egyenesek hat�arolj�ak. Sz�am��tsuk ki az I :=

ZZ
P

(2x� 3y) ch (y � x)

2y � 2x� 1
dxdy ter�uleti integr�alt!

(�Utmutat�as: Alkalmazzuk az u := 2x� 3y, v := �x+ y helyettes��t�est!)

12.) (7 pont) Egy talpas poh�ar kelyhe a z = x2 parabola elforgat�as�aval keletkez}o
forg�asi paraboloid alakj�at mutatja. A poh�arban 4 cm magass�agig 
 = 1; 25 s}ur}us�eg}u glicerin,
afelett pedig 9 cm magass�agig 1 s}ur}us�eg}u v��z van. Milyen magasan tal�alhat�o a poh�arban l�ev}o
folyad�ekmennyis�eg s�ulypontja?



Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H { Vizsga feladatok megold�asai { I

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont)

a.) "Ha egy
P

k ak sor tetsz}oleges s 2 R �ert�ek eset�en �atrendezhet}o s-hez konvergens
m�odon, akkor a v�egtelen sor abszol�ut konvergens."

HAMIS. (U.i. ha ak�ar csak k�et k�ul�onb�oz}o �ert�ekhez �at lehet rendezni a sort, akkor m�ar
Riemann t�etele �ertelm�eben nem lehet abszol�ut konvergens.)

b.) "Ha egy m�atrix inde�nit, akkor szingul�aris is."
HAMIS. (U.i. inde�nit azt jelenti, hogy vannak pozit��v �es negat��v saj�at�ert�ekei is { de

ebb}ol nem k�ovetkezik, hogy a 0 is saj�at�ert�ek volna, ami pedig a szingularit�assal ekvivalens.)

c.) "Egy f 2 C2(Rn) oszt�aly�u val�os f�uggv�eny adott pontbeli Hesse-m�atrixa mindig
ortogon�alis transzform�aci�oval diagonaliz�alhat�o."

IGAZ. (U.i. C2 f�uggv�enyek m�asodik parci�alis deriv�altjai folytonosak, ��gy Young t�etele
�ertelm�eben a deriv�al�asok sorrendj�et}ol f�uggetlenek, azaz a H = [hij ]

n
i;j=1 Hesse-m�atrix elemeire

hij :=
@2f

@xi@xj
=

@2f

@xj@xi
= hji minden i; j = 1; : : : ; n indexre. Teh�at H szimmetrikus m�atrix,

�es ��gy az el}oad�ason tanult t�etel szerint ortogon�alis transzform�aci�oval diagonaliz�alhat�o is.)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1.) (3 pont) Fogalmazza meg a Cauchy-Hadamard t�etelt!

Megold�as: Ha 9L := lim
n!1

n

p
janj, akkor a

1X
n=0

an(z � z0)
n hatv�anysor konvergenciasugara

R = 1=L (bele�ertve, hogy ha L = 0 akkor R = +1, �es ha L = +1, akkor R = 0).

2.) (3 pont) Mit jelent az, hogy egy m�atrix szingul�aris? Adjon meg ezzel ekvivalens
felt�etelt determin�anssal �es saj�at�ert�ekekkel is!

Megold�as: Az A m�atrix akkor szingul�aris, ha nincsen inverze: 6 9A�1.
Ez ekvivalens azzal, hogy detA = 0, �es ��gy azzal is, hogy � = 0 A-nak saj�at�ert�eke.

3.) (5 pont) Mik a Vn Jordan-t�erfogat alaptulajdons�agai? Milyen egy�ertelm}us�egi t�etel
�erv�enyes ezekkel az alaptulajdons�agokkal?

0. Vn(j0; 1jn) = 1 (norm�alts�ag);

1. Ha A = B + v (vagy, ha A � B) akkor Vn(A) = Vn(B) (invariancia);

2. Ha A � B akkor Vn(A) � Vn(B) (monotonit�as); , 8 H-ra Vn(H) � 0 (pozitivit�as);

3. Ha A;B Jordan-m�erhet}oek �es A\B = ; akkor Vn(A[B) = Vn(A)+Vn(B) (additivit�as).

Ilyen felt�eteleket kiel�eg��t}o halmazf�uggv�eny csak egyetlen egy l�etezik.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -



4.) (4 pont) Konvergens-e a
1X
n=2

2n(
p
n� log2 n)

n!(n�pn) v�egtelen sor? Igazolja is �all��t�as�at!

Megold�as: Igen, konvergens lesz. Els}o k�ozel��t�esben azt lehet "levenni" a formul�ar�ol, hogy
a "l�enyeges r�esze" olyan 2n=n! (nagyon konvergens), pontosabban olyan 2n

p
n=(n � n!) (m�eg

konvergensebb) tagokb�ol fog �allni.
Innen t�obbf�elek�eppen befejezhetj�uk a megold�ast. Dolgozhatunk a hat�ar�ert�ek-teszttel,

mert egyr�eszt ha an := 2n(
p
n�log2 n)

n!(n�pn) �es bn := 2n
p
n

n!n = 2n

n!
p
n
, akkor az eredetileg adott

P
n an

sorunk ekvikonvergens a
P

n bn sorral, mivel an=bn = 2n(
p
n�log2 n)

n!(n�pn) = 2n

n!
p
n
= (

p
n�log2 n)�pn
(n�pn) ! 1,

m�asr�eszt a
P

n bn sor konverg�al, mivel pl. a h�anyadokrit�erium, vagy a gy�okkrit�erium is azt
szolg�altatja, hogy bn+1=bn ! 0 illetve n

p
bn ! 0. Ugyancsak k�ovetezik a

P
n bn sor konver-

genci�aja abb�ol is, hogy major�alja a
P

n 2
n=n! = e2 sor.

Lehet igazolni a konvergenci�at k�ozvetlen�ul is, �ugy, hogy mindj�art becsl�eseket (majo-
riz�al�ast) alkalmazunk, pl. haszn�alva, hogy ha n � 4, akkor n � p

n � p
n �es ��gy legal�abbis

n � 4-re a sorunk an tagjait becs�ulhetj�uk a 2n=n! tagokkal (amelyek a fentiek szerint konver-
gens sort alkotnak).

5.) (5 pont) Az �un. norm�alis eloszl�as s}ur}us�egf�uggv�enye N(x) :=
1p
2�

Z x

�1
e�t

2=2dt:

a.) Felhaszn�alva, hogy N(0) = 0; 5, ��rja fel N(x) Maclaurin-sor�at!

b.) Meddig kell elmenni a szumm�az�asban, hogy N(1) �ert�ek�et legal�abb 2 tizedesre
pontosan meg�allap��tsuk?

Megold�as: Az N(0) = 0; 5 �ertelm�eben N(x) =
1

2
+

1p
2�

Z x

0
e�t

2=2dt.

Mivel az exponenci�alis f�uggv�eny hatv�anysora egyenletesen konvergens, a hatv�anysorba
�t2=2-t helyettes��tve a sor integr�al�asa elv�egezhet}o tagonk�ent, amib}ol N(x) =

1

2
+

1p
2�

Z x

0

1X
n=0

(�t2=2)n
n!

dt =
1

2
+

1p
2�

1X
n=0

�Z x

0

(�1)nt2n
2n n!

dt

�
=

1

2
+

1p
2�

1X
n=0

(�1)nx2n+1

2n (2n+ 1) n!
:

A fel��rt sor x = 1-re gyorsan konverg�al, s}ot a tagok abszol�ut�ert�eke cs�okken �es el}ojele v�altakozik,
��gy Leibniz t��pus�u sor lesz. Ez�ert az N -edik k�ozel��t}o �osszeg hib�aj�ara ( haszn�alva 1p

2�
< 1

2 -et)

RN � jaN+1j = 1p
2�

1

2N+1 (2N + 3) (N + 1)!
<

1

2N+2 (2N + 3) (N + 1)!
:

Ez�ert ha " = 0; 005 hib�an bel�ul akarunk k�ozel��teni, akkor elegend}o azt biztos��tani, hogy
(2N + 3) (N + 1)! 2N+2 > 1=" = 200 legyen. Teh�at elegend}o m�ar az N = 2 �ert�ek is, u.i.
7 � 6 � 24 = 42 � 16 > 400 > 200.

6.) (4 pont) Legyenek p(x) := 1 � 3x2, q(x) := 1 + 2x3, r(x) := 1 � 2x + x2 + x3,
s(x) := 1 + 3x. Kifesz��tik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfok�u polinomok P3 ter�et?

Megold�as: A teljes P3 t�er 4 dimenzi�os, egy b�azisa az 1 (konstans polinom), x; x2; x3 rend-
szer. Ebben a b�azisban fel��rva az adott polinomok koordin�at�ait, a p = (1; 0;�3; 0);q =
(1; 0; 0; 2); r = (1;�2; 1; 1) �es s = (1; 3; 0; 0) egy�utthat�o-vektorok ad�odnak. A fp; q; r; sg rend-
szer pontosan akkor lehet gener�atorrendszer, ha az oszlopt�er 4 dimenzi�os, teh�at ha a m�atrixuk



teljes rang�u, nem-szingul�aris, azaz ha a vektorokb�ol k�epzett determin�ans nem nulla. A k�erd�es

teh�at az, hogy
��p q r s

�� =
��������
1 1 1 1
0 0 �2 3
�3 0 1 0
0 2 1 0

��������
= 0 teljes�ul-e?

A kinull�az�ast az S3 + 3S1 sorm}uvelettel kezdve ebb}ol ekvivalensen��������
1 1 1 1
0 0 �2 3
0 3 4 3
0 2 1 0

��������
=

������
0 �2 3
3 4 3
2 1 0

������
O1 � 2O2

=

������
4 �2 3
�5 4 3
0 1 0

������ = (�1) �
���� 4 3
�5 3

���� = �27 6= 0:

Teh�at a megadott polinomok gener�atorrendszert (�es ��gy b�azist) alkotnak P3-ban.

7.) (9 pont) Hat�arozza meg az A =

2
664
�2 2 �2 2
0 0 �2 2
0 �2 0 2
0 0 0 2

3
775 m�atrix saj�at�ert�ekeit �es a

saj�at�ert�ekekhez tartoz�o saj�atvektorait! �Irja fel a diagon�alis alakot, ha A diagonaliz�alhat�o!

Megold�as: AzAm�atrix karakterisztikus polinomja pA(�) = j�I�Aj =

��������
�+ 2 �2 2 �2
0 � 2 �2
0 2 � �2
0 0 0 �� 2

��������
.

Ezt el}obb az els}o oszlop, majd az utols�o sor szerint kifejtve pA(�) = (�� 2)(�+ 2)

����� 2
2 �

���� =
(� � 2)2(� + 2)2 �es ��gy megkapjuk a karakterisztikus egyenletet, valamint a �1 = �2 = 2 �es
�3 = �4 = �2 saj�at�ert�ekeket.

A 2 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorokat az (A � 2I)x = 0 homog�en line�aris egyenlet-

rendszerb}ol kapjuk, amelynek egy�utthat�o m�atrixa

2
664
�4 2 �2 2
0 �2 �2 2
0 �2 �2 2
0 0 0 0

3
775. Ebb}ol Gauss-Jordan

elimin�aci�o ut�an

��4 2 �2 2
0 �2 �2 2

�
,
��4 0 �4 4
0 �2 �2 2

�
,
�
1 0 1 �1
0 1 1 �1

�
reduk�alt l�epcs}os

forma ad�odik, ��gy a saj�atvektorok t

2
664

1
1
�1
0

3
775 + s

2
664
1
1
0
1

3
775 alak�uak. Hasonl�oan, a �2 saj�at�ert�ekhez

tartoz�o saj�atvektorok az (A+ 2I)y = 0 homog�en line�aris egyenletrendszerb}ol sz�amolhat�oak.

Ennek egy�utthat�om�atrixa

2
664
0 2 �2 2
0 2 �2 2
0 �2 2 2
0 0 0 4

3
775, amib}ol a Gauss-Jordan elimin�aci�ot az S2 � S1

�es S3 + S1 sorm}uveletekkel kezdve �es a reduk�alt l�epcs}os alakig folytatva

2
664
0 2 �2 2
0 0 0 0
0 0 0 4
0 0 0 4

3
775 ,



�
0 1 �1 1
0 0 0 1

�
j�on ki. Innen leolvasva teh�at y1 tetsz}oleges, y2 = y3 �es y4 = 0 ad�odik. A

saj�atvektorok ennek megfelel}oen r

2
664
1
0
0
0

3
775+ q

2
664
0
1
1
0

3
775 alak�uak.

Az A m�atrixnak van 4 line�arisan f�uggetlen saj�atvektora, ��gy diagonaliz�alhat�o. A tal�alt

saj�atvektorokat egym�as mell�e��rva { �es �ugyesen v�alasztva a sorrendet { a B :=

2
664
1 0 1 1
0 1 1 1
0 1 �1 0
0 0 0 1

3
775

b�azis �att�er�esi m�atrix ad�odik. Ennek B�1 inverz�et is Gauss-Jordan elimin�aci�oval sz�am��tjuk ki:2
664
1 0 1 1 j 1 0 0 0
0 1 1 1 j 0 1 0 0
0 1 �1 0 j 0 0 1 0
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775 S3 � S2

,

2
664
1 0 1 1 j 1 0 0 0
0 1 1 1 j 0 1 0 0
0 0 �2 �1 j 0 �1 1 0
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775 S3 + S4

,
S1�S4;S2�S4

2
664
1 0 1 0 j 1 0 0 �1
0 1 1 0 j 0 1 0 �1
0 0 �2 0 j 0 �1 1 1
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775

(�1=2)S3
,

S1�S3
S2�S3

2
664
1 0 0 0 j 1 �1=2 1=2 �1=2
0 1 0 0 j 0 1=2 1=2 �1=2
0 0 1 0 j 0 1=2 �1=2 �1=2
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775

ahonnan B�1 =

2
664
1 �1=2 1=2 �1=2
0 1=2 1=2 �1=2
0 1=2 �1=2 �1=2
0 0 0 1

3
775. Teh�at A diagonaliz�altja:

A = BDB�1 =

2
664
1 0 1 1
0 1 1 1
0 1 �1 0
0 0 0 1

3
775
2
664
�2 0 0 0
0 �2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

3
775
2
664
1 �1=2 1=2 �1=2
0 1=2 1=2 �1=2
0 1=2 �1=2 �1=2
0 0 0 1

3
775 :

8.) (4 pont) Tekints�uk a �(x; y) := exch y f�uggv�enyt! Hat�arozza meg a f�uggv�eny �osszes
�erint}os��kj�at illetve t�amaszegyenes�et az (1; 0; e) ponton kereszt�ul!

Megold�as: Mivel � parci�alis deriv�altjai folytonosak, a f�uggv�eny di�erenci�alhat�o, ��gy van egy

egy�ertelm}u �erint}os��kja, amelynek egyenlete z�e = @�

@x
j(1;0)(x�1)+

@�

@y
j(1;0)y = e(x�1)+0y =

ex� e, azaz z = ex.
Di�erenci�alhat�o f�uggv�enyre az �erint}os��k vagy t�amaszs��k is, �es akkor ez az egyetlen t�amaszs��k,

vagy egy�altal�an nem is l�etezik t�amaszs��k.
Annak eld�ont�es�ehez, hogy eset�unkben az �erint}os��k t�amaszs��k-e, elegend}o a s��k (1; 0; e)

ponton �athalad�o egyeneseit megvizsg�alni. Legyen `(t) := (1 + at; bt), ekkor a k�erd�es az, hogy
�j` �;� L(t), ahol L(t) = e(1+ at) a z(x; y) �erint}os��k megszor��t�asa `-re. Most �(1+ at; bt) =
e1+atch (bt) k�et pozit��v �es konvex f�uggv�eny szorzata, ��gy maga is pozit��v �es konvex, teh�at
L(t) � �(t). Mivel ez minden (a; b) ir�anyban ��gy van, az eg�esz �erint}os��k alatta halad a
f�ugv�enynek, teh�at als�o t�amaszs��k lesz.



Eld�onthet}o a t�amaszs��k k�erd�ese a m�asodik deriv�alt kisz�am��t�as�an kereszt�ul is. A Hesse-
m�atrix

D(2)(�)j(1;0) =
"

@2�
@x2

j(1;0) @2�
@x@y j(1;0)

@2�
@x@y j(1;0) @2�

@y2
j(1;0)

#
=

�
exch yj(1;0) exsh yj(1;0)
exsh yj(1;0) exch yj(1;0)

�
=

�
e 0
0 e

�
= eI2;

ami nyilv�anval�oan pozit��v de�nit �es ez�ert az �erint}os��k a f�uggv�eny alatt helyezkedik el, azaz
als�o t�amaszs��k lesz.

9.) (4 pont) A z = f(x; y) f�uggv�eny a z3 � xy + yz + y3 = 2 f�uggv�enyegyenletnek tesz
eleget. Sz�am��tsa ki a rf(p) gradiens vektort a p = (1; 1) pontban!

Megold�as: El}osz�or is meghat�arozzuk, mi a z0 = f(p) = f(1; 1) �ert�ek. Ez a behelyettes��t�es
szerint a z3 + z = 2, z3 + z � 2 = 0 harmadfok�u egyenletnek tesz eleget. R�an�ez�esre is l�atszik,
hogy z0 = 1 ennek gy�oke, ��gy a z � z0 = z � 1 faktorral elosztjuk a harmadfok�u polinomot �es
kapjuk, hogy z3 + z � 2 = (z � 1)(z2 + z + 2). Az ut�obbi m�asodfok�u faktornak nincsen val�os
gy�oke, ��gy az egyenletnek egyetlen val�os megold�asa van, a z = z0 = 1. Teh�at f(p) = 1, �es a
q := (1; 1; f(p)) = (1; 1; 1) ponton halad �at az implicit m�odon megadott z = f(x; y) f�uggv�eny.

Az implicit egyenlet azt jelenti, hogy az F (x; y; z) := z3�xy+yz+y3 : R3 ! R f�uggv�enybe
behelyettes��tve a z = f(x; y) f�uggv�enyt, azonosan konstans f�uggv�enyt kapunk. (Pontosabban:
ha G(x; y) := (x; y; f(x; y)), akkor a H := F �G : R2 ! R kompoz��ci�of�uggv�eny azonosan kons-

tans 2.) �Igy az implicit alakban megadott f�uggv�enyek deriv�al�as�ar�ol sz�ol�o t�etel �ertelm�eben
@f

@x
=

�
@F
@x
@F
@z

�es
@f

@y
= �

@F
@y

@F
@z

, teh�at ki kell sz�amoljuk F parci�alis deriv�altjait mindegyik v�altoz�oja sze-

rint. Ezt elv�egezve, rF =
��y;�x+ z + 3y2; 3z2 + y

�
, teh�at rf =

�
y

3z2 + y
;
x� z � 3y2

3z2 + y

�
,

�ugyhogy a p = (1; 1), z0 = 1 �ert�ekeket be��rva rf(p) = (1=4;�3=4).
10.) (3 pont) Teljes di�erenci�al-e az (x2+cos y) dx+(z2�x sin y) dy+2zydz di�erenci�al?

Megold�as: Ehhez azt kell ellen}orizni, hogy a felt�etelezett potenci�alf�uggv�enyre ("primit��v
f�uggv�enyre", aminek az adott kifejez�es a di�erenci�alja lehetne) teljes�ulnek-e a Young-t�etel
felt�etelei, azaz a keresztbe vett parci�alis deriv�altakra azonoss�agot tapasztalunk-e?

Teh�at legyen U(x; y; z) := x2 + cos y; V (x; y; z) := z2 � x sin y;W (x; y; z) := 2zy { ekkor
az a k�erd�es, hogy az U 0y = V 0x, U

0
z =W 0

x, V
0
y =W 0

z azonoss�agok teljes�ulnek-e?
Ezeket kisz�amolva: U 0y = � sin y, V 0x = � sin y, U 0z = 0, W 0

x = 0, �es V 0z = 2z, W 0
y = 2z,

teh�at a Young-t�etelnek megfelel}o azonoss�agok teljes�ulnek, �es ��gy az Udx+V dy+Wdz kifejez�es
teljes di�erenci�al.

Egy�ebk�ent a potenci�alf�uggv�enyt is meg lehet hat�arozni a felt�etelezett F 0x = U;F 0y = V; F 0z =
W formul�akb�ol: F = 1

3x
3+ x cos y+A(y; z) = z2y+ x cos y+B(x; z) = z2y+C(x; y), ��gy pl.

az els}o kett}ob}ol 1
3x

3+A(y; z)�z2y = B(x; z), ami teh�at nem f�ugghet y-t�ol, ez�ert A(y; z)�z2y
sem f�ugghet y-t�ol, azaz akkor csak z-t}ol f�ugghet, �es a(z) = A(y; z)�z2y, A(y; z) = z2y+a(z);
a m�asodik �es a harmadik egyenletb}ol pedig hasonl�oan x cos y+B(x; z) = C(x; y) nem f�ugg z-
t}ol, ez�ert B(x; z) = b(x); �es ezekb}ol F (x; y; z) = 1

3x
3+x cos y+z2y+a(z) = z2y+x cos y+b(x),

��gy b(x) = 1
3x

3 + a(z), teh�at a(z) = c konstans �es b(x) = 1
3x

3 + c: v�eg�ul teh�at F (x; y; z) =
1
3x

3 + x cos y + z2y + c (amit parci�alisan deriv�alva vissza is kapjuk az el}o��rt rF = (U; V;W )
gradiens vektort). A potenci�alf�uggv�eny megkeres�ese azonban nem r�esze a feladat kit}uz�es�enek.



11.) (6 pont) A P paralelogramm�at az xy s��kban az x = �3, x = 0, y = x �es y = x+ 1

egyenesek hat�arolj�ak. Sz�am��tsuk ki az I :=

ZZ
P

(2x� 3y) ch (y � x)

2y � 2x� 1
dxdy ter�uleti integr�alt!

(�Utmutat�as: Alkalmazzuk az u := 2x� 3y, v := �x+ y helyettes��t�est!)

Megold�as: A helyettes��t�esi transzform�aci�o egyel}ore csak a W (x; y) = (u(x; y); v(x; y)) =
(2x � 3y;�x + y) alakban van meg. Ez�ert el}osz�or is kisz�am��tjuk a T (u; v) = (x; y) ford��tott
ir�any�u transzform�aci�ot. Line�aris transzform�aci�okr�ol van sz�o, azaz aW transzform�aci�o 2�2-es
m�atrix�anak az inverz�et keress�uk. Ez m�atrix invert�al�asi feladatot jelent, aminek a megold�asa
Gauss elimin�aci�oval:�

2 �3 j 1 0
�1 1 j 0 1

�
,
�
0 �1 j 1 2
�1 1 j 0 1

�
,
�
0 �1 j 1 2
�1 0 j 1 3

�
,
�
1 0 j �1 �3
0 1 j �1 �2

�
;

azaz x = �u� 3v, y = �u� 2v, teh�at T (u; v) = (�u� 3v;�u� 2v).

A javasolt helyettes��t�essel f(x; y) =
(2x� 3y) ch (y � x)

2y � 2x� 1
=

u ch v

2(�u� 2v)� 2(�u� 3v)� 1
=

u ch v

2v � 1
=: �(u; v) alakba ker�ul, ami m�ar kicsit kedvez}obb kin�ezet}u. Az �att�er�es deriv�alt-

m�atrixa DT (u; v) =

�
@x=@u @x=@v
@y=@u @y=@v

�
=

��1 �3
�1 �2

�
(konstans, mivel line�aris volt a T transz-

form�aci�o). Ez�ert a Jacobi-determin�ans JT (u; v) = jdetDT (u; v)j = j � 1j = 1. (Egy�ebk�ent a
determin�ansok szorz�ast�etele miatt a T inverz line�aris lek�epez�es m�atrix�anak a determin�ansa a
W line�aris lek�epez�es m�atrix�anak a determin�ans�ab�ol reciprok k�epz�essel is ad�odik.)

Meg kell hat�arozzuk azt az E tartom�anyt is az uv s��kon, amelyre T (E) = P . Tekint-
ve, hogy line�aris transzform�aci�or�ol van sz�o, egyenesek egyenesekbe mennek �at, ��gy el�eg a
hat�aregyenesek megfelel}oit megkeresni. x = �3 , �u � 3v = �3, azaz v = 1 � u=3 vagy
u = 3 � 3v; x = 0 , �u � 3v = 0, azaz v = �u=3 vagy u = �3v; y = x , v = 0
y = x + 1 , v = 1. Term�eszetesen az ezekkel hat�arolt E tartom�any szint�en egy paralelog-
ramma lesz, amelynek a cs�ucsai egy�ebk�ent az O = (0; 0), a Q = (3; 0), az R = (0; 1) �es az
S = (�3; 1) pontok lesznek. Ezzel a tartom�annyal teh�at

I :=

ZZ
P

(2x� 3y) ch (y � x)

2y � 2x� 1
dxdy =

ZZ
E
�(u; v)JT (u; v) dudv =

ZZ
E

u ch v

2v � 1
1 dudv:

Innen Fubini t�etel�et alkalmazva egyszeres integr�al�asokkal pr�ob�aljuk kisz�amn��tani I �ert�ek�et.

Mivel az integrandus
u ch v

2v � 1
, el}osz�or v szerint integr�alva neh�ezs�egeink lenn�enek, ��gy a sze-

rencs�es v�alaszt�as az, ha bel�ul el}osz�or u szerint (azaz az uv s��kon el}osz�or a v��zszintes egyenesek
ment�en) integr�alunk. Az E tartom�any hat�aregyeneseinek megfelel}o alakj�at tekintve teh�at az
integr�al�asi hat�arok a [�3v; 3 � 3v] szakasznak felelnek meg minden egyes r�ogz��tett v 2 [0; 1]
sz�oba j�ov}o �ert�ekre. Az integr�alt ennek megfelel}oen �atalak��tva ad�odik

I =

Z 1

0

�
ch v

2v � 1

Z 3�3v

�3v
u du

�
dv =

Z 1

0

ch v

2v � 1

�
u2

2

�3�3v
�3v

dv =

Z 1

0

ch v

2v � 1
�(3� 3v)2 � (3v)2

2
dv

=

Z 1

0

ch v

2v � 1
�1
2
(�18v + 9) dv = �9

2

Z 1

0
ch v dv = �9

2
[sh v]10 == �9

2
sh 1 = �9(e� 1=e)

4
:



12.) (7 pont) Egy talpas poh�ar kelyhe a z = x2 parabola elforgat�as�aval keletkez}o
forg�asi paraboloid alakj�at mutatja. A poh�arban 4 cm magass�agig 
 = 1; 25 s}ur}us�eg}u glicerin,
afelett pedig 9 cm magass�agig 1 s}ur}us�eg}u v��z van. Milyen magasan tal�alhat�o a poh�arban l�ev}o
folyad�ekmennyis�eg s�ulypontja?

Megold�as: Jel�olje a poh�ar folyad�ekkal t�olt�ott belsej�et P ! Ekkor a poh�ar fala a z = x2 +
y2; (0 � z � 9 , j(x; y)j � 3) egyenletekkel ��rhat�o le, ��gy k�onnyen l�athat�o, hogy P =
f(x; y; z) 2 R3 : (0 �)j(x; y)j =

p
x2 + y2 � 3; x2 + y2 � z � 9g.

A forg�asszimmetria miatt a s�ulypont (t�omegk�oz�eppont) a z tengelyen helyezkedik el,

m�egpedig a z =
Mxy

M magass�agban, ahol M a teljes P -ben elhelyezked}o folyad�ekmennyis�eg
t�omege, Mxy pedig az xy s��kra gyakorolt statikai nyomat�eka. Teh�at z meghat�aroz�as�ahoz ki
kell sz�am��tsuk az M �osszt�omeget �es az Mxy statikai nyomat�ekot.

Vegy�uk �eszre, hogy, b�ar nehez��ti a dolgunkat, hogy v�altoz�o s}ur}us�eg}u anyaggal van dolgunk,
az�ert a s}ur}us�egf�uggv�eny igen egyszer}u alak�u, hiszen csak a magass�agt�ol f�ugg, �es konkr�etan

��gy ��rhat�o fel: �(x; y; z) = �0(z) =

(
1; 25 ha 0 � z � 4

1 ha 4 � z � 9
.

A feladatot direkt integr�al�assal is meg lehet oldani, de tal�an eleg�ansabb �es ��gy k�onnyebb
az (r; '; h) hengerkoordin�at�akra �att�erve dolgozni. Val�oban, ha H(r; '; h) = (x; y; z) =
(r cos'; r sin'; h) az �att�er�esi transzform�aci�o, akkor Q := H�1(P ) = f(r; '; h) : 0 � r �
3; 0 � ' � 2�; r2 � h � 9g = f(r; '; h) : 0 � h � 9; 0 � ' � 2�; 0 � r � p

hg egyszer}u alak�u,
r�aad�asul a s}ur}us�egf�uggv�eny is ugyanolyan egyszer}u marad, hiszen �(H(r; '; h)) = �0(h).

A kisz�am��tand�o mennyis�egek teh�at hengerkoordin�at�akra �att�erve (�es ek�ozben felhaszn�alva,
hogy az �att�er�es Jacobi-determin�ansa a j�ol ismert JH(r; '; h) = r �ert�ek), majd Fubini t�etel�enek
alkalmaz�as�aval szukcessz��v integr�al�asra �atalak��tva:

M =

ZZZ
P
�(x; y; z) dxdydz =

ZZZ
Q
�0(h)r drd'dh =

Z 9

0

Z 2�

0

Z p
h

0
�0(h)r dr d' dh

�es

Mxy =

ZZZ
P
z�(x; y; z)dxdydz =

ZZZ
Q
h�0(h)r drd'dh =

Z 9

0

Z 2�

0

Z p
h

0
h�0(h)r dr d' dh:

A bels}o dr �es d' szerinti integr�alok k�onnyen kisz�am��that�oak, mert sem h, sem �0(h) nem
f�uggenek ezekt}ol a v�altoz�okt�ol (csak az r Jacobi-determin�ans �ert�ek�et kell integr�alni, ami '-
ben szint�en konstans, de r-ben is igen egyszer}u), ��gy teh�at

M = 2�

Z 9

0
�0(h)[r

2=2]
p
h

0 dh = �

Z 9

0
�0(h)hdh = �

�Z 4

0

5

4
hdh+

Z 9

4
hdh

�
=

85

2
�

�es hasonl�oan sz�amolva

Mxy = 2�

Z 9

0
h�0(h)[r

2=2]
p
h

0 dh = �

�Z 4

0

5

4
h2dh+

Z 9

4
h2dh

�
= �

�
80

3
+

665

3

�
=

745

3
�;

amib}ol

z =
Mxy

M
=

745=3 �

85=2 �
=

1490

85 � 3 =
298

51
(� 5:843):


