Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H —  Halasztott vizsga feladatsor — 1
Détum: 2016. augusztus 22. Munkaid6: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kédja:

0.) (3 pont: 3 j6 vilasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitas igaz, melyik nem?

a.) "Ha egy >, aj sor tetszéleges s € R érték esetén atrendezhetd s-hez konvergens
moédon, akkor a végtelen sor abszolut konvergens.”

b.) "Ha egy métrix indefinit, akkor szingularis is.”
c.) 7"Egy C%(R") osztalyt valés fiiggvény adott pontbeli Hesse-méatrixa mindig orto-

gonalis transzformaciéval diagonalizalhatd.”

1.) (3 pont) Fogalmazza meg a Cauchy-Hadamard tételt!

2.) (3 pont) Mit jelent az, hogy egy matrix szinguldris? Adjon meg ezzel ekvivalens
feltételt determindnssal és sajatértékekkel is!

3.) (5 pont) Mik a V, Jordan-térfogat alaptulajdonsigai? Milyen egyértelmiiségi tétel
érvényes ezekkel az alaptulajdonsdgokkal?

: 2
27 1
4.) (4 pont) Konvergens-e a (vn —log“n)
nl(n — /n)

végtelen sor? Igazolja is allitasat!

n=2
1 ! 2/2
5.) (5 pont) Az un. normdlis eloszlds strliségfiggvénye N(z) := / e V124,
V2T J o

a.) Felhaszndlva, hogy N(0) = 0,5, irja fel N(z) Maclaurin-sorat!
b.) Meddig kell elmenni a szummadzisban, hogy N(1) értékét legaldbb 2 tizedesre
pontosan megéllapitsuk?
6.) (4 pont) Legyenek p(z) := 1 — 322, q(x) := 1 + 223, r(z) := 1 — 2z + 2% + 27,
s(x) := 1+ 3x. Kifeszitik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfoki polinomok Ps terét?

-2 2 =2 2
. 0o 0 -2 o i e
7.) (9 pont) Hatdrozza meg az A = 0 -2 0 2 métrix sajatértékeit és a
0 0 0 2

sajatértékekhez tartozé sajatvektorait! Irja fel a diagondlis alakot, ha A diagonalizdlhato!



8.) (4 pont) Tekintsiik a ¢(z,y) := e*chy figgvényt! Hatdrozza meg a fiiggvény Osszes
érint6sikjit illetve tdmaszegyenesét az (1,0, e) ponton keresztiil!

9.) (4 pont) A z = f(z,y) fiiggvény a 2* — zy + yz + y* = 2 fiiggvényegyenletnek tesz
eleget. Szamitsa ki a V f(p) gradiens vektort a p = (1,1) pontban!

10.) (3 pont) Teljes differencial-e az (22 +cosy) dz+ (22 —z siny) dy+2zydz differencial?

11.) (6 pont) A P paralelogrammat az zy sikban az t = -3, 2 =0,y =z ésy=x+ 1

2 — 3y) ch (y —
egyenesck hatéroljsk. Szamitsuk ki az T :— / / (22 —3y) ch(y — =)
P 29 —2x — 1

(Utmutatds: Alkalmazzuk az u := 2z — 3y, v := —z + y helyettesitést!)

dzdy terileti integralt!

12.) (7 pont) Egy talpas pohar kelyhe a z = 22 parabola elforgatdsival keletkezd
forgasi paraboloid alakjat mutatja. A poharban 4 cm magassagig v = 1,25 stirtiségi glicerin,
afelett pedig 9 cm magassagig 1 siiriiségii viz van. Milyen magasan taldlhat6 a poharban 16vé
folyadékmennyiség sulypontja?



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatok megoldasai — 1

0.) (3 pont: 3 j6 vélasz 3 pont, 2 jé 1, kevesebb 0 pont)

a.) "Ha egy >, aj sor tetszéleges s € R érték esetén atrendezhetd s-hez konvergens
moédon, akkor a végtelen sor abszolut konvergens.”
HAMIS. (U.i. ha akar csak két kiilonboz6 értékhez 4t lehet rendezni a sort, akkor mér
Riemann tétele értelmében nem lehet abszolit konvergens.)

b.) "Ha egy métrix indefinit, akkor szingularis is.”
HAMIS. (U.i. indefinit azt jelenti, hogy vannak pozitiv és negativ sajatértékei is — de
ebbdl nem kévetkezik, hogy a 0 is sajatérték volna, ami pedig a szingularitdssal ekvivalens.)

c.) "Egy f € C?(R") osztalyt valds fiiggvény adott pontbeli Hesse-matrixa mindig
ortogonalis transzformiciéval diagonalizdlhaté.”
IGAZ. (U.i. C? fiiggvények méasodik parcidlis derivaltjai folytonosak, igy Young tétele
értelmében a derivalasok sorrendjétol fliggetlenek, azaz a H = [h;;]];_; Hesse-matrix elemeire
2 2
hij = oF = o7 = hj; minden ¢, 5 = 1,...,n indexre. Tehadt H szimmetrikus matrix,
aaiiaﬂij (933](93?1

és igy az eldaddson tanult tétel szerint ortogondlis transzforméacidval diagonalizalhato is.)

1.) (3 pont) Fogalmazza meg a Cauchy-Hadamard tételt!

0
Megoldds: Ha 3L := li_}rn V/|ay|, akkor a Z an(z — 29)" hatvanysor konvergenciasugara
- n—0od

n=0

R = 1/L (beleértve, hogy ha L = 0 akkor R = +o00, és ha L = 400, akkor R = 0).

2.) (3 pont) Mit jelent az, hogy egy matrix szinguldris? Adjon meg ezzel ekvivalens
feltételt determindnssal és sajatértékekkel is!

Megoldés: Az A métrix akkor szinguldris, ha nincsen inverze: AA L.
Ez ekvivalens azzal, hogy det A = 0, és igy azzal is, hogy A = 0 A-nak sajitértéke.

3.) (5 pont) Mik a V,, Jordan-térfogat alaptulajdonsdgai? Milyen egyértelmiiségi tétel
érvényes ezekkel az alaptulajdonsdgokkal?

0. V»(]0,1|") = 1 (normaltsig);

1. Ha A= B + v (vagy, ha A = B) akkor V,,(A) = V,,(B) (invariancia);

2. Ha A D B akkor V,,(A) > V,.(B) (monotonitas); < V H-ra V,(H) > 0 (pozitivitas);

3. Ha A, B Jordan-mérhetbek és ANB = () akkor V,,(AUB) = V,,(A)+V,(B) (additivitas).

ITlyen feltételeket kielégité halmazfiiggvény csak egyetlen egy létezik.



"(v/n —log’ n)
nl(n —v/n)

Megoldas: Igen, konvergens lesz. Elsé kozelitésben azt lehet "levenni” a formuldrdl, hogy
a ”1ényeges része” olyan 2" /n! (nagyon konvergens), pontosabban olyan 2"/n/(n - n!) (még
konvergensebb) tagokbdl fog &llni.

Innen tobbféleképpen befejezhetjiikk a megoldast. Dolgozhatunk a hatirérték-teszttel,

n 2 n
mert egyrészt ha a, := %%3%@ és b, = 2n!\f = n? NG akkor az eredetileg adott ), a,

2"(v/n—log’n) ; on _ (vn-log’n)vn _
nl(n—vn) / nly/n (n—v/n) ’
masrészt a » . b, sor konvergil, mivel pl. a hanyadokritérium, vagy a gyokkritérium is azt

szolgéltatja, hogy by11/b, — 0 illetve {/b, — 0. Ugyancsak kovetezik a > b, sor konver-
gencidja abbdl is, hogy majordlja a Y, 2" /n! = €? sor.

Lehet igazolni a konvergenciit kozvetleniil is, gy, hogy mindjart becsléseket (majo-
rizalast) alkalmazunk, pl. hasznédlva, hogy ha n > 4, akkor n — \/n > \/n és igy legaldbbis
n > 4-re a sorunk a, tagjait becsiilhetjiik a 2" /n! tagokkal (amelyek a fentiek szerint konver-
gens sort alkotnak).

4.) (4 pont) Konvergens-e a Z végtelen sor? Tgazolja is dllitasat!

sorunk ekvikonvergens a ) . b, sorral, mivel a,, /b, =

5.) (5 pont) Az tn. normdlis eloszlds strliségfiggvénye N(z) et 24t

\/ 27 /
a.) Felhaszndlva, hogy N(0) = 0,5, irja fel N(z) Maclaurin-sorat!

b.) Meddig kell elmenni a szummadzdsban, hogy N(1) értékét legaldbb 2 tizedesre
pontosan megéllapitsuk?

Megoldas: Az N(0) = 0,5 értelmében N (x) e U124t

2,

Mivel az exponencidlis fuggvény hatvanysora egyenletesen konvergens, a hatvanysorba
—12/2-t helyettesitve a sor integrdldsa elvégezhetd tagonként, amibél N (z) =

1)77, 2n+1

*m/ o dt:iﬂ/%,i(/jﬁdt) rzzn (20 +1) nl’

A felirt sor x = 1-re gyorsan konvergil, s6t a tagok abszolutértéke csokken és eldjele valtakozik,

igy Leibniz tipusi sor lesz. Ezért az N-edik kozelitd Osszeg hibdjara ( hasznalva \/% < 1-et)

1 1 |
Vor 2N 2N +3) (N+1)! S 2V%2 N +3) (N + 1)1

Ry <l|an+i| =

Ezért ha € = 0,005 hiban belil akarunk kozeliteni, akkor elegend6 azt biztositani, hogy
(2N +3) (N + 1)! 2V+2 > 1/e = 200 legyen. Tehat elegendé mar az N = 2 érték is, u.i.
7-6-2% =42-16 > 400 > 200.

6.) (4 pont) Legyenck p(z) := 1 — 322, q(z) := 1 + 223, r(z) := 1 — 2z + 22 + 23,
s(z) := 1+ 3z. Kifeszitik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfoki polinomok Ps terét?

Megoldés: A teljes Pz tér 4 dimenzids, egy bazisa az 1 (konstans polinom), =, 2%, 2% rend-

szer. Ebben a bdzisban felirva az adott polinomok koordinitiit, a p = (1,0,—3,0),q =
(1,0,0,2),r = (1,-2,1,1) és s = (1, 3,0,0) egylitthaté-vektorok adédnak. A {p,q,r, s} rend-
szer pontosan akkor lehet generatorrendszer, ha az oszloptér 4 dimenzids, tehat ha a matrixuk



teljes rangi, nem-szingularis, azaz ha a vektorokbdl képzett determinans nem nulla. A kérdés

1 1 1 1
, 0 0 -2 3 .
tehat az, hogy ‘p qr s‘ =130 1 o~ 0 teljesul-e?
0 2 1 0
A kinulldzast az S3 + 357 sormiivelettel kezdve ebbdl ekvivalensen
11 1 1
0 -2 3 4 -2 3
— 01 —20
0.0 =23 _ |3 4 3 © 25 4 3=t 3 =—or 20
03 4 3 5 1 0 = 0 10 -5 3
02 1 0

Tehéat a megadott polinomok generdtorrendszert (és igy bazist) alkotnak Ps-ban.

-2 2 =2 2
. 0o 0 -2 o i e
7.) (9 pont) Hatdrozza meg az A = 0 -2 0 2 métrix sajatértékeit és a
0 0 0 2

sajatértékekhez tartozé sajatvektorait! Irja fel a diagondlis alakot, ha A diagonalizdlhato!

A+2 =2 2 =2
0 A2 =2
0 2 X =2

0 0 A-2

Megoldas: Az A matrix karakterisztikus polinomjaps(A) = |M—A| =

0
. ” . , . - A2
Ezt elébb az els6 oszlop, majd az utolsé sor szerint kifejtve pa(A) = (A —2)(A + 2) 5 ) =

(A —2)%(X +2)? és igy megkapjuk a karakterisztikus egyenletet, valamint a Ay = Ay = 2 és
A3 = Ny = —2 sajatértékeket.
A 2 sajatértékhez tartozd sajatvektorokat az (A — 2I)x = 0 homogén linedris egyenlet-

-4 2 -2 2
” . . C 0 -2 -2 2 Y
rendszerbdl kapjuk, amelynek egytitthaté matrixa 0 —2 -2 2| Ebbél Gauss-Jordan
0 0 0 0
e L, -4 2 =2 2 -4 0 -4 4 101 -1
elimindcié utan [0 _9 _9 2] & [0 _9 _9 2] & [0 11 _1] redukalt 1épcsds
1 1
forma adddik, igy a sajatvektorok ¢ _11 + s (1) alaktak. Hasonldéan, a —2 sajatértékhez
0 1
tartozé sajatvektorok az (A + 2I)y = 0 homogén linedris egyenletrendszerbdl szamolhatéak.
0 2 -2 2
. e 0 -2 2 " L
Ennek egyutthatématrixa 0 —2 2 2l amibél a Gauss-Jordan eliminiciét az Sy — 51
0 0 0 4
02 -2 2
. ., . 1 14 . 00 0 O
és S3 + 51 sormiiveletekkel kezdve és a redukalt 1épcsos alakig folytatva 00 0 4 &
00 0 4



1 -1 1] .. .. . ” . (g
[0 ] jon ki. Innen leolvasva tehdt y; tetszéleges, yo = y3 és y4 = 0 addédik. A

00 0 1
1 0
. " 0 1 ,
sajatvektorok ennek megfelelen r 0 +q 1 alakiak.
0 0
Az A matrixnak van 4 linedrisan fiiggetlen sajatvektora, igy diagonalizilhatd. A taldlt
10 1 1
. . L o . 01 1 1
sajatvektorokat egymas mellé irva — és ligyesen valasztva a sorrendet —a B := 01 -1 0
00 0 1
bézis attérési matrix adédik. Ennek B! inverzét is Gauss-Jordan elimindciéval szamitjuk ki:
(1 0 1 1 ] 1 000 10 1 1 |1 0 0O
01 1 1] 0100 85—-5]|01 1 1 | 0 1 00 53+ 54
01 -1 0] 0O0T1O0 & 00 -2 -1 ] 0 —-110 51754%2754
0 0 0 1] 00O0°1 00 0 1 | 0 0 01
(1 0 1 0] 1 0 0 — s 1000 ] 1 —1/2 1/2 -1/2
01 1 00 1 0 —1]|""%lo100]0 1/2 1/2 -1/2
00 -201]0 —-11 1 g}:gi% 0o1o0o |0 1/2 -1/2 —-1/2
00 0 110 0 0 P looo1]0 o0 0 1
1 -1/2 1/2 -1/2
_ 0o 1/2 1/2 —-1/2 , . s e
1_ .
ahonnan B™" = 0 1/2 —1/2 —1/2 . Tehat A diagonalizaltja:
0 0 0 1
10 1 1][-2 0 0 0] (1 —-1/2 1/2 —1/2
_ 01 1 1 0 -2 0 of |0 1/2 1/2 -—-1/2
— 1 _
A=BDBE " = 01 -1 0 0 0 2 0|0 1/2 -1/2 -1/2
00 0 1 0 0 0 20 O 0 1

8.) (4 pont) Tekintsiik a ¢(z,y) := e*chy figgvényt! Hatdrozza meg a figgvény Osszes
érintésikjat illetve tamaszegyenesét az (1,0, e) ponton keresztiil!

Megoldas: Mivel ¢ parcidlis derivaltjai folytonosak, a fiiggvény differencidlhaté, igy van egy
egyértelm érintésikja, amelynek egyenlete z—e = %\(1’0) (x—1)+ ?’(1,0)?/ =e(lz—1)+0y =
er — e, azaz z = er. Y

Differencialhaté fiiggvényre az érint6sik vagy tamaszsik is, és akkor ez az egyetlen tdmaszsik,
vagy egyaltaldn nem is létezik tamaszsik.

Annak eldontéséhez, hogy esetiinkben az érintésik tdmaszsik-e, elegend6 a stk (1,0,€)
ponton athaladé egyeneseit megvizsgalni. Legyen £(t) := (1 + at, bt), ekkor a kérdés az, hogy
¢le <,> L(t), ahol L(t) = e(1 4+ at) a z(z,y) érintésik megszoritasa ¢-re. Most ¢(1 + at, bt) =
eltalch (bt) két pozitiv és konvex fiiggvény szorzata, igy maga is pozitiv és konvex, tehdt
L(t) < ¢(t). Mivel ez minden (a,b) irdnyban igy van, az egész érintdsik alatta halad a
fugvénynek, tehat alsé tamaszsik lesz.



Eldontheté a tdmaszsik kérdése a mdasodik derivalt kiszdmitdsan keresztil is. A Hesse-
matrix

0?2 8?2
D(Q)(gb)| _ ﬁkl,e) a:cg)y|(1,0) _ eIChZ/’(Lo) egCShZ/’(Lo) _le 0] _ I
(1,0) = | 8% | 9 "~ |e*shy e“chyl B U
aroy 1(1,0) 352 1(1,0) (1,0) (1,0)
ami nyilvdnvaléan pozitiv definit és ezért az érintésik a fiiggvény alatt helyezkedik el, azaz
als6 tamaszsik lesz.

9.) (4 pont) A z = f(xz,y) fiigevény a 2* — zy +yz + 3> = 2 fiiggvényegyenletnek tesz
eleget. Szamitsa ki a V f(p) gradiens vektort a p = (1, 1) pontban!

Megoldas: Elészor is meghatdrozzuk, mi a zg = f(p) = f(1,1) érték. Ez a behelyettesités
szerint a 2% + 7 = 2, 23 4+ z — 2 = 0 harmadfoku egyenletnek tesz eleget. Ranézésre is 1atszik,
hogy zp = 1 ennek gyoke, igy a z — zg = z — 1 faktorral elosztjuk a harmadfokt polinomot és
kapjuk, hogy 2% + 2 — 2 = (2 — 1)(2% + z + 2). Az utébbi mésodfokn faktornak nincsen valds
gyoOke, igy az egyenletnek egyetlen valés megolddsa van, a z = zyp = 1. Tehat f(p) =1, és a
q:= (1,1, f(p)) = (1,1,1) ponton halad 4t az implicit médon megadott z = f(x,y) fiiggvény.

Az implicit egyenlet azt jelenti, hogy az F(z,y, z) := 23 —zy+yz+y> : R? — R fiiggvénybe
behelyettesitve a z = f(z,y) fliggvényt, azonosan konstans fliggvényt kapunk. (Pontosabban:
ha G(z,y) := (z,y, f(x,y)), akkor a H := FoG : R? — R kompoziciéfiiggvény azonosan kons-

, 0
tans 2.) Igy az implicit alakban megadott figgvények derivdldsardl szolé tétel értelmében —— =

Ox
5 . OF _ 9y
—g—lfi és 30 = _3%’ tehat ki kell szamoljuk F' parcidlis derivéltjait mindegyik valtozdja sze-
=z y z=
0z oz

rint. Ezt elvégezve, VI = (—y, —z + 2+ 3y?,322 + y), tehdt Vf =
ugyhogy a p = (1,1), 29 = 1 értékeket beirva Vf(p) = (1/4,-3/4).
10.) (3 pont) Teljes differencidl-e az (22 +cosy) dz+(2? —z siny) dy+2zydz differencial?

Y z— 2z — 3y?
322+y’ 3224y )’

Megoldas: Ehhez azt kell ellenérizni, hogy a feltételezett potencidlfiiggvényre (”primitiv
fiiggvényre”, aminek az adott kifejezés a differencidlja lehetne) teljesiilnek-e a Young-tétel
feltételei, azaz a keresztbe vett parcidlis derivaltakra azonossigot tapasztalunk-e?

Tehét legyen U(z,y, z) := 2% 4 cosy, V(z,y, 2) := 2° — zsiny, W(z,y, z) := 22y — ekkor
az a kérdés, hogy az U, =V, U, = Wy, V; = W azonossigok teljesiilnek-e?

Ezeket kiszdmolva: U, = —siny, Vy = —siny, U, =0, W, =0, és V] = 22, W, = 22,
tehdt a Young-tételnek megfeleld azonossdgok teljesulnek, és igy az Udx+V dy+ W dz kifejezés
teljes differencial.

Egyébként a potencialfiiggvényt is meg lehet hatdrozni a feltételezett I, = U, F, = V, F, =
W formuldkbdl: F = %x?’ +zcosy+ Ay, z) = 22y + zcosy + B(z, z) = 22y + C(z,y), igy pl.
az elsd kett6bél %:133 +A(y, z) — 2%y = B(z, z), ami tehat nem fiigghet y-tdl, ezért A(y, z) — 22y
sem fiigghet y-tdl, azaz akkor csak z-tél fiigghet, és a(z) = A(y, z) — 2%y, Ay, z) = 2>y +a(2);
a masodik és a harmadik egyenletbdl pedig hasonléan z cosy + B(z, z) = C(x,y) nem figg z-
t61, ezért B(z, z) = b(x); és ezekbdl F(x,y,2) = %x3+w cosy+z2y+a(z) = 2°y+x cosy+b(z),
fgy b(z) = 32° + a(z), tehdt a(z) = c konstans és b(z) = 223 + ¢ végill tehdt F(z,y,z) =
%w‘g + 2z cosy + 2%y + ¢ (amit parcidlisan derivdlva vissza is kapjuk az eldirt VF = (U, V, W)
gradiens vektort). A potencidlfiiggvény megkeresése azonban nem része a feladat kitiizésének.



11.) (6 pont) A P paralelogrammat az zy sikban az t = -3, 2 =0,y =z ésy=x+ 1

2 — 3y) ch (y —
egyenesek hatéroljak. Szémitsuk ki az I :— / / (22 —3y) ch(y — =)
P 29 —2x — 1

(Utmutatés: Alkalmazzuk az u := 2z — 3y, v := —z + y helyettesitést!)

dzdy terileti integralt!

Megoldas: A helyettesitési transzformacié egyelére csak a W(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) =
(2z — 3y, —z + y) alakban van meg. Ezért eldszor is kiszdmitjuk a T'(u,v) = (z,y) forditott
iranyu transzforméciot. Lineéris transzformacidkrol van szé, azaz a W transzformacié 2 x 2-es
matrixdnak az inverzét keressik. Ez matrix invertalasi feladatot jelent, aminek a megoldasa
Gauss eliminacidval:

2 =3 | 10 o =112 [0 -1 |12 _[to]|-1-3
11 o171 1 Jo1T|-1 0 1301 -1 -2
azaz © = —u — 3v, y = —u — 2v, tehdt T'(u,v) = (—u — 3v, —u — 2v).
i L (22 — 3y) ch (y — ) u chwv
A It helyettesit 1 = = =
javasolt helyettesitéssel f(x,y) Sy — 20— 1 3w —20) —2(—u—30) 1
h
;“3 Z =: $(u,v) alakba kerill, ami mér kicsit kedvezébb kinézetti. Az attérés derivalt-
/l)_

(konstans, mivel linedris volt a T' transz-

métrixa DT (u,v) = [EM/(?U 83:/80] = [_1 -3

dy/Ou  Jy/dv -1 =2
formécié). Ezért a Jacobi-determindns Jr(u,v) = |det DT (u,v)| = | — 1| = 1. (Egyébként a
determinansok szorzastétele miatt a 71" inverz linedris leképezés matrixdnak a determindnsa a
W linedris leképezés matrixdnak a determindnsabdl reciprok képzéssel is adddik.)

Meg kell hatdrozzuk azt az E tartomdnyt is az wv sikon, amelyre T(E) = P. Tekint-
ve, hogy linedris transzformdciérdl van szd, egyenesek egyenesekbe mennek at, igy elég a
hataregyenesek megfelelit megkeresni. © = —3 & —u — 3v = —3, azaz v = 1 — u/3 vagy

=3-3vz2=0& —u—3v =0,azaz v = —uf3 vagy u = -3v; y =z & v =10
y=x4+ 1< v =1. Természetesen az ezekkel hatarolt F tartomany szintén egy paralelog-
ramma lesz, amelynek a csicsai egyébként az O = (0,0), a @ = (3,0), az R = (0,1) és az
S = (—3,1) pontok lesznek. FEzzel a tartomannyal tehat

(22 — h h
I—// v —3y) chly = dmdy—//¢quTuv dudv—//ucvldudv.
2y — 2z —1 g2v—1

Innen Fubini tételét alkalmazva egyszeres integraldsokkal prébdljuk kiszadmnitani I értékét.

. . wchv o, . - 3 . . ]
Mivel az integrandus CYE el6szor v szerint integralva nehézségeink lennének, igy a sze-

rencsés valasztas az, ha beliil elészor u szerint (azaz az uv sikon el6szor a vizszintes egyenesek
mentén) integrilunk. Az E tartomdny hatiregyeneseinek megfelel$ alakjit tekintve tehdt az
integréldsi hatarok a [—3v,3 — 3v] szakasznak felelnek meg minden egyes rogzitett v € [0, 1]
sz6ba jov6 értékre. Az integralt ennek megfeleléen atalakitva adédik

1 3—3v 1 213—3v 1 _ 2 2
I— / ( chv / " du) do — / chv [u] do — / chv (3 —3v)" —(3v)
0 2'1) — 1 —3v 0 2'1) — 1 2 —3p 0 2U — 1 2

L cho 1 1 -1
2/ ey —(=18v +9) dv:—g/ chvdv——g[shfu]o S Sh1:_79(e /6).
0 2 0 2 2

20—-1 2 4

dv



12.) (7 pont) Egy talpas pohar kelyhe a z = 2?2 parabola elforgatdsaval keletkezd
forgasi paraboloid alakjat mutatja. A poharban 4 cm magassagig v = 1,25 stirtiségi glicerin,
afelett pedig 9 cm magassagig 1 siirliségii viz van. Milyen magasan taldlhat6 a poharban 16v6
folyadékmennyiség sulypontja?

Megoldés: Jelolje a pohdr folyadékkal toltott belsejét P! Ekkor a pohar fala a z = 22 +
y?, (0 < 2 <9 & |[(z,y)] < 3) egyenletekkel irhaté le, igy konnyen lathatd, hogy P =
{(z,y,2) €R3 : (0 ) |(z,y)] = Va2 +1y2 <3, 22 +¢y> <2< 9L

A forgdsszimmetria miatt a sdlypont (t6megkézéppont) a z tengelyen helyezkedik el,
mégpedig a z = A;\[f,y magassigban, ahol M a teljes P-ben elhelyezkedd folyadékmennyiség
tomege, M, pedig az zy sikra gyakorolt statikai nyomatéka. Tehat Z meghatarozasahoz ki
kell szdmitsuk az M Ossztomeget és az M, statikai nyomatékot.

Vegyiik észre, hogy, bar neheziti a dolgunkat, hogy valtozd siirliségli anyaggal van dolgunk,
azért a siriiségfliiggvény igen egyszerii alakd, hiszen csak a magassagtol fiigg, és konkrétan
1,25 ha 0 <z<4
1 had<z2<9

A feladatot direkt integrdldssal is meg lehet oldani, de taldn elegdnsabb és igy konnyebb
az (r,p,h) hengerkoordindtdkra dttérve dolgozni. Valéban, ha H(r,¢,h) = (z,y,z) =
(rcos g, rsing, h) az 4ttérési transzformacio, akkor Q := H (P) = {(r,,h) : 0 <r <
3,0< o <2m,r? <h<9}={(r,o,h) : 0<h<9,0<¢<2r0<r<+Vh} egyszerii alakn,
rdadasul a siirliségfiiggvény is ugyanolyan egyszer(i marad, hiszen p(H (r, ¢, h)) = po(h).

A kiszdmitandé mennyiségek tehdt hengerkoordindtékra dttérve (és ek6zben felhasznilva,
hogy az 4ttérés Jacobi-determindnsa a jol ismert Jy (r, @, h) = r érték), majd Fubini tételének
alkalmazasaval szukcessziv integralasra atalakitva:

M= plx,y, z) dedydz = po(h)r drdpdh = e \/ﬁpg(h)r dr dy dh
P Q 0o Jo 0

€S

9 r2r pvVh
My, = /// zp(x,y, z)drdydz = /// hpo(h)r drdedh = / / / hpo(h)r dr dy dh.
P Q o Jo Jo

A belsé dr és dp szerinti integrilok konnyen kiszdmithatéak, mert sem h, sem pg(h) nem
fiiggenek ezektdl a valtozdktol (csak az r Jacobi-determindns értékét kell integralni, ami ¢-
ben szintén konstans, de r-ben is igen egyszerii), igy tehat

9 i 9 45 9 85
M:27r/ po ()22 dh:w/ po(h)hdh = (/ 4hdh+/ hdh) =2
0 0 0 4

és hasonldan szamolva

9 4 9 4
Mmy:27r/ hpo(h)[r2/2)Y" dh = = /5h2dh+/ n2an) = (204 900 :Ew,
0 o 4 4 3 3 3

amibdl

igy irhaté fel: p(z,y,2) = po(z) =

My, T45/3m 1490 298
=T = = 20 (~ 5.843).
S T s2x 853 51l )




