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Feladat a) Tekintsiik a g(z) := Syp— fliggvényt! Mutassuk meg, hogy a fiiggvény
— cosx

analitikus a 0 koriil, és hatdrozzuk meg Maclaurin sordnak konvergencia-sugarat!

1
b) Milyen g > 0 paraméter vélasztdsa esetén lesz az f(z) := ———— fiiggvény Maclaurin
q— CcosT

sora egyenletesen konvergens az egész [—m, 7] periddus-intervallumon?

Megoldas. a) Azt nem olyan nehéz bebizonyitani, hogy egy a pontban analitikus ®
fiiggvény reciproka is analitikus az a pont kelléen kis kornyezetében, ha ®(a) # 0. Erre nem
lesz sziikségiink, nekiink a konkrét fliggvény esetében ki fog jonni, hogy van a 0 koril egy
konvergens Maclaurin-sor elallitds: de ha valakit érdekel, aldbb adunk egy bizonyitast erre is.
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Egyszertiség kedvéért tekintsiik azt az esetet, amikor a = 0, F'(a) = 1, és F hatvanysordnak
konvergencia-sugara R > 1 — ebbdl az 4ltaldnos eset is kovetkezik. (Valéban, ha 1/F(z) min-
dig analitikus a 0 koriil, akkor ®(a)/®(z — a) is analitikus a 0 koriil, tehdt ®(z) reciproka
is analitikus a koriil: és F' helyett F'(gz)-t tekintve az is feltehetd, hogy a konvergenciasugar
tetsz6legesen nagy, pl. R > 1.)

Irjuk F hatvanysorat abba az alakba, hogy F(z) = 1 — S(z), ahol S(z) := oo an2™:
ekkor F'(1) kovergencidja miatt a,, — 0, tehat egytuttal a,, korlatos is, és igy az |z| < r korben
lanz"| < Kr™ (n > 1).

frjuk be a reciprokba a geometriai sort, majd a k-adik hatvanyozast az S(z) sordn Cauchy-
szorzasokkal végezzik el, végiil a keletkezd kettOs indexezésli sort rendezziik at ugy, hogy
tagonként Gsszegyijtjuk az egy-egy fix z™ hatvanyhoz tartozé tagjait. Ilymdédon felirhatjuk
a keletkez6é hatvanysort:
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Persze ehhez a nagy atrendezéshez — tag 6sszegylijtéshez kell az abszolut konvergencia, de ez
fennall:
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ha 7-et olyan kicsinek vélasztjuk, hogy teljesiiljon (2K + 1)r < 1.

Ezt persze a komplex fliggvénytanban nem igy, hanem sokkal elegansabban csindljak - de
ugye mi nem tanulunk komplex fliggvénytant...



* ok k% ok

Ezutdn a ”kitér6” utan akkor nézziik tehat a feladat megoldasat! Az analitikussag fenti
bizonyitasidval két nehézségiink van: nem latszik bel6le sem a konvergencia-sugar (amit
a feladat kérdezett), sem az egyiitthatékra valami jol kezelheté formula (ambél mondjuk
gyokkritériummal ki tudndnk szédmolni a konvergencia-sugarat).

Fogjunk neki kicsit masképp akkor! A fiiggvény (a valds egyenesen értelmezve) diffe-
rencialhaté fiiggvények hanyadosa, és akarhanyszor derivalhatd, mert a nevezd sohasem lesz
0. (Minden derivalasndl a nevezében csak az eredeti nevezd, tehdt 2 — cosz egyre nagyobb
hatvényai lépnek fel, de mivel |cosz| < 1, a nevez6 megmarad 1 és 3 kozott, igy ennek
hatvényai sem fognak nullavé vélni.) fgy formélisan persze felirhat6é a Taylor furmulakkal a
Maclaurin-sor: az egyiitthatk a, := g(™(0)/n!. Mivel azt mar tudjuk (legalabbis, ha a fenti
bizonyitast tekintetbe vessziik), hogy ez a fiiggvény analitikus, a Maclaurin sor konvergens is
valamilyen koérben: de ugye pont ezt a sugarat kéne kiszamoljuk. Megint oda jutunk, hogy a
Taylor-féle egytitthaté-formulakat ugyan beirhatjuk, de nincsen ré jol kezelhetd, zart alak, igy
nem tudjuk elvégezni a konvergenciasugér (Cauchy-Hadamard formula szerinti) kiszdmoldsét
sem.

Prébélkozzunk akkor kicsit masképpen, gy, mint fentebb, a reciprok fiiggvény analitikus
voltanak igazoldasakor: prébéljuk konkrétan, ismert hatvanysorok alkalmazasaval, felirni a
keresett Maclaurin-sort. A véltozot x helyett akar z-vel jelolve (tehét, ha kell, akar komplex
valtozokat is megengedve), azt frhatjuk fel, hogy
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ahol az utolsé 1épésben c,,-et tigy kapjuk, hogy elébb elvégezziik a sorok n-edik hatvanyra
emelését — Cauchy-.szorzasokkal azok is hatvanysorok lesznek — és aztan Osszevonjuk, Ossze-
adjuk mindazon tagokat a tObbszoros sorokbél, amelyek a 2™ egytitthatéi.

Mindez a nagy atrendezés, a tagok Osszegylijtése, persze csak akkor megengedett, ha a sor
abszolat konvergens: tehat ha a legbels6 helyre, az egyedi tagokhoz abszolit értéket irhatunk.
Az abszolut konvergencidhoz az kell tehat, hogy
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azaz ch|z| < 2 teljestiljon. Ez egyenletesen teljesiil minden olyan |z| < r koérben, amelyre
chr < 2 (és itt akkor normalis konvergencia is van persze).

Oldjuk meg tehét a chr < 2 egyenletet — illetve, ami ezzel ekvivalens, a ch r = 2 egyenletet!
Itt 0 <7, és az z := " helyetesitéssel 2 =chr = 1(e" +e™") = 4 (z + 1) azaz x? — 4z +1 = 0.
Ennek megoldésai x12 = 2 £ V3, melyek koziil persze csak az egyik lesz > 1, azaz e alaku
r > 0 mellett (és a mésik megoldds ennek a parja: persze a chr = ch(—r) miatti negativ
valés r megoldas tiikr6zodik abban, hogy van egy x > 1 és ennek reciproka, egy = < 1
megoldas is). Tehat normélis, igy abszolut és egyenletes konvergencia van, ha |z| < r, ahol
r < rp:=log(2+ v/3).

Azt taldltuk, hogy a keresett R konvergenciasugar legaldbb rg, mert ezen a koéron beliil
szépen konvergédl a hatvénysorfejtés (még ha az egyiitthatékat, tagokat tovdbbra sem tud-
juk valami szép, zért alakban el6allitani!). Ezt végiil is csupdn valds értékekrél beszélve is
lathatjuk—ehhez a részhez nem kell kimenjiink a komplex valtozodkra.



* ok k% ok

A tovabbiakban tehdt azt kellene vizsgaljuk, hogy a R konvergenciasugér legfeljebb mek-
kora lehet: természetes modon azt sejtjiik, hogy R = rg, amihez az hidnyzik, hogy R < rq.

El6szor most elmondom, hogyan lehet ”végigerdltetni”, pusztdn valésban maradva is,
ennek a kiszdmoldsat. A gyengébb idegzetliek ugorjanak a kovetkezd szakaszral

Az mindenesetre bekovetkezik, hogy ha |z| = r¢-t {frunk az abszolit konvergencia (1)
alatti becslésébe — tehat pl. az x = rg valés pontban, és hasonléan az x = —rg valds
pontban is — akkor az abszolut konvergencia ebben a felirdsban mar nem &ll fenn, mert az
utolsé szummaban ) | 1 = oo adddik. De ez a "triikkds” hatvanysoros szamolas nem a g-hez
taldlt Maclaurin-sorbdl indult ki, hanem egy méstéle felirasb6l (amib6l abszolit konveregncia
esetén komplikalt atrendezésekkel nyertiik aztdn a Maclaurin-sort), igy az, hogy ez a felirds
mar nem lesz abszolit konvergens, még nem jelenti azt, hogy ¢g(z) Maclaurin-sora ne lehetne
abszolut konvergens.

Pérbaljuk meg a g hatvénysordnak felirasabdl a konkrét egytitthaté-értékeket (a ¢, értékeit)
kiszamitani! Az utolsé alakbol kovetkezetesen végignézve, mi fog bekeriilni ¢,,-be, az adédik,
hogy

[e.9]
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Hat annyi azért latszik, hogy ¢, = 0 paratlan m-ekre (mert sehogysem lehet 2k +- - - 42k, =
m, ha m pératlan). Tovdbbd, ha azt tudjuk, hogy 2k; + --- + 2k, = m, akkor ezt az
osszeszorzott eléjelekbe beirhatjuk: ¢y = 1, capm—1 = 1, (m > 1), és, m = 2{ téve péaros
indexekre:

=1 1
e = (-1)f Z on+1 Z (k1) - (2k,)! (€= 1).
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Alulrél kéne megbecsiiljiik a c¢,,-eket, hogy lassuk, milyen hatarig lesz még konvergens g

Maclaurin sora — de ezt a valtakozo eléjelli sort igen nehéz konkrétan akar kiszamolni, akér

megbecsilni is.

Ujfent masként prébélkozva, irjuk be a konkrét x := +ry értékeket a g-re szamolt sor-
fejtésbe! Ha pl. ez divergilna (vagy az latszana, hogy valamilyen ' > ry értéket téve
divergdlna), akkor mdris kapnank egy fels6 korldtot a konvergencia-sugdrra. Egyszeriiség
kedvéért p := —(rg)? jelolést alkalmazva, azt taldljuk, hogy a Maclaurin-sor felirisa ezen a
helyen
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alakot 6lt. Ez egy valtakozo el6jeli sor, de nem latszik (hacsak el nem tudjuk dénteni, hogy
pl. |c2e] N\ 0, amikor Leibniz tipusi sorokra hivatkozhatunk) a konvergencia kérdését.

Azt viszont vizsgalhatjuk, hogy ez a Maclaurin-sor abszoliut konvergens lesz-e? Beirva a
tagokhoz az abszolut értékeket, majd felhasznélva, hogy az rgé hatvanyok épp a tekintetbe
vett k1 + --- + k, = ¢ miatt rgk1+"'+2kn hatvanyok formajaban irhatéak fel, a kovetkezo



kifejezést kapjuk:
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mert chrg = 2. Gondoljuk meg, hogy ebben a szamoldsban mindvégig pontos egyenléségeket
alkalmaztunk: persze nemnegativ tagi sorokndl vagy abszolut konvegencia van, és akkor
minden sorrendben ugyanoda konvergdlnak, vagy ha valamilyen sorrendben végtelen (nem
korldtos) az Osszeg, akkor az Osszes sorrrendben az (mert mds sorrendben véges Osszeget
kapvan persze abszolit konvergencia kellene legyen), tehdt nem hibdzhattunk azzal sem, hogy
a végtelen Osszegek tagjainak sorrendjét itt is alaposan atrendezgettiik.

Tehat akkor az adédik, hogy, bar g(4rg) Maclaurin-sora lehet konvergens, de mar nem
lesz abszolut konvergens: igy a konvergencia-sugar ennél nagyobb mar nem lehet, R < rg.

k 3k ok ok ok

Végs6 soron tehat fentebb tisztdn valés médszereinkkel is meg tudtuk hatérozni a kon-
vergenciasugarat, de azért ez nem volt egyszerli menet, és az is kivilaglik, hogy igencsak
"szerencsénk volt” egy csomé formulaval, amelyekben pont dgy alakultak az elGjelek, aho-
gyan nekiink épp kezelhet6 volt még. Altaldban erre nem szamithatunk, és érdemes megnézni,
hogy a komplex valtozdkra kimenvén, milyen természetes, szinte mechanikus dton érhetiink
el ugyanahhoz az eredményhez.

Most tehat komplex fliggvényként fogjuk tekinteni a g fliggvényt és komplex mdédszerekkel
fogjuk kiszamolni a konvergencia-sugarat. Persze az alsé becslés méar megvan, az nem tér el
a megoldas elejétdl: tudjuk, hogy ha |z| < r < rg, akkor normélis, igy abszolit és egyenletes
konvergencia van, akdar valés, akir komplex valtozokat tekintsiink. Tehat R > rg.

Megjegyzem, az R > rg alsé becslés fenetebb egy konkrét szamoldson alapult, de ha valaki
tanult komplex fliggvénytant, akkor erre nincs is sziiksége. Ugyanis a komplex fiiggvénytanban
megmutatjak — és, ha hiszik, ha nem, vagyunk mar mi is olyan kozel ehhez, hogy én is meg
tudndm mutatni maguknak az altalam tanitott anyag alapjan egy fél el6adas ideje alatt !
— azt a tételt, hogy ha G egy komplex analitikus fiiggvény egy D C C tartomanyon, akkor
tetszbleges a € D pont koriili hatvanysora konvergens lesz legaldbb akkora sugdrban, amekkora
sugaru a korili kor még belefér a D tartomdnyba. Ha tehat most elfelejtkeznénk a mar igazolt
R > rg becslésekrél, és végigkovetjik az alabbi gondolatmenetet, ahol meg lesz hatarozva g
analitikussagi tartoméanya is, akkor abbdl is levonhatnank a kovetkeztetést R pontos értékére
nézve.



Minden esetre a feladatunk most az, hogy adjunk felsé becslést is a konvergencia-sugarral
Ezt ugy fogjuk megtenni, hogy erésen kihasznéljuk a komplex értékeket: azt, hogy a g(z)
fliggvény nem lehet analitikus akkora korben, amiben mdr a nevezd valahol nulldvd vdlhat.
Ugyanis a fliggvényértékek ahhoz a ponthoz konvergald valtozo-értékekre divergalnak, végtelenhez
tartanak (komplex érteleben, azaz abszolut értékben persze, 1/|g(z)| — o), mikézben, ha
ott még analitikus lenne, akkor folytonos, és igy korlatos is kellene legyen.

Meg akarjuk oldani tehat a cosz = 2 egyenletet. Ez az els6é pillantdsra meghdokkentd
egyenlet csak valésban megoldhatatlan: na de ilyennel mar a masodfoki egyenleteknél is
talalkoztunk, hogy valésban esetleg nincsen gyoke, de komplexben azért van. Ez torténik
itt is, mégpedig, ha az Euler-formuldkat felidézziik, akkor cosz = ch (iz) miatt ez nem is
olyan meglepd, hiszen annak van megoldésa, hogy ch (w) = 2, még valds w-re is. Tehat akkor
frjunk most el8szor w := e'* helyettesitést, és igy alakitsuk 4t az egyenletet 2 = cos z = %(6”4—
e #) = 3 (w+1/w), azaz megint w? — 4w+ 1 = 0 alakba, amit w-re megoldva w2 = 2+ /3.

(Vegyiik észre, hogy a két megoldds egymads reciproka, hiszen szorzatuk 4 — \/32 =1 - ami
egyébként pont a konstans tagja a masodfoki, egy f6egytitthatds egyenletiinknek.)

Annyi van héatra, hogy ha tudjuk, hogy w = 2 4+ v/3, akkor mennyi lesz z? Ha iz-t most
a valésok korében keresnénk, akkor ez maris adédna: iz = log(2 + v/3) = +log(2 + V3).
Mérpedig az exponencidlis fiiggvényre igaz, hogy ha e® = ¢!, akkor et = ef/et = 1, és
ugye et = e¥(cosv + isinv) miatt ha et = 1, akkor u = 0 és v = 2k7 alakii: tehat
s —t = iv = 2kmi alaki. Azt nyerjiik igy, hogy minden megoldésra iz = log(2 + v/3) + 2kmi
alaku kell legyen. Tehat z-ben tekintve akkor, az eredeti cos z = 2 egyenlet Gsszes komplex
megoldédsa 4 log(2 4 v/3)i + 2k7 alakban &ll eld.

Melyek ezek a pontok tehat? A 0-tél szimmetrikus tdvolsagra az imaginarius tengelyen ott
lesz a két tiszta imaginarius megoldds, a +log(2 + v/3)i tiszta imaginarius komplex szdmok;
tovabba ezeknek az értékeknek a 2km- vel vett valds irdnyu eltoltjai fognak szerepelni.

Miés széval, g(z) analitikus lesz a D := C \ {£log(2 + v/3 + 2kr : k € Z} tartomanyon.
Vegyiik észre, hogy nem annyira meglepd a cosz = 2 egyenlet gyckeinek ez a periddikus
eloszlésa, hiszen a g(z) fliggvény tényleg peridédikus 27-vel: ezt valds értékekre azonnal 1atjuk,
és mondjuk az Euler-formuldkbdl komplex z-re is azonnal levezetheto.

Megint oda ériink, hogy persze akkor 0 koriil annal nagyobb sugart kérben, mint ahol mar
belekeriilhet ilyen cos z = 2 megoldas-érték, nyilvdn nem lesz analitikus a g(z) fuggvény, és
ezért nem lesz konvergens a Maclaurin sora, hiszen ott a fliggvényértékek mar ” felrobbannak”,
végtelenné véalnak.

Osszegezve tehét: ha |z| < r < rg, akkor szép abszolit konvergencia van, viszont ha z
elérheti abszolut értékben az ry értéket, akkor ott divergencia: a konvergencia-sugar tehat
R =1y =log(2 + v/3) lesz.
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A b) feladat-rész megoldasa. Hasonl6an gondolkodunk, csak most az a tovéabbi kérdés
meriil fel, hogy milyen ¢ paraméter mellett lesz a konvergencia-sugar legalabb 7?

Elészor is, a cosz = ¢ egyenlet a fentiekhez hasonléan a w? + 2qw + 1 = 0 masodfoki
egyenlethez és a {z = +ilog(q + \/¢*> — 1) + 2kr : k € Z} megolds-halmazhoz, illetve a
D, := C\ {£ilog(q+ v/¢*> — 1) + 2kn : k € Z} analitikussdgi tartomanyhoz vezet, ezért
R < ro(q) :=log(q + /q*> — 1); mert a MAclaurin sor 0-beli kozéppontjatdl ilyen tdvolsigra
mar a nevezb 0-vé, g(z) végtelenné vlik, oddig tehdt mar semmiképp sem terjedhet ki a
konvergencia.



Masfel6l viszont a fentiekhez hasonlé atalakitdssal abszolut és egyenletes konvergencia
tapasztalhatd, ha |z| < r < rg. Tehat tényleg a konvergenciasugar az altalanosabb esetben a
q paraméter fliggvényében tigy frhat6, mint R = R(q) = log(q+ v/¢%> — 1), és annyi a feladat,
hogy ez mikor lesz m-nél nagyobb, illetve kisebb, azaz mikor lesz éppen w7 Hat akkor, ha

27
e™ = q+ v/¢? — 1, amit dtalakitva megoldhatunk: ¢ = g ¢ e—: L
Tehat a feltett kérdésre az a valasz, hogy ha ¢ > qo, akkor R(q) > R(qo) = m, és egyenletes
(és normélis és abszolit) konvergencia van, és ha ¢ < qp, akkor R < 7 és még a Maclaurin
sor tagjai sem tartanak 0-hoz (amit ismét csak komplexb6l tudunk!).
A g = qp hatédresetben sajnos nem latom teljesen vildgosan, hogy lesz-e konvergencia,

illetve a [—7, w]-ben egyenletes lesz-e a konvergencidja a Maclaurin sornak - érdekes feladat!




