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Matematika A2H - Példa matrixegyenletre Datum: 2016. &prilis 18.

7T 3 —4 3 0 -1
Feladat: Oldjukmega |0 1 0 [X=]1 1 0 | métrixegyenletet!
-2 1 1 -2 0 1

1. Megoldas: Jeldlje a bal oldalon szerepl6 egyiitthatémétrixot A, a jobb oldalon allé eléirt
7eredménymaétrixot” B: ekkor a matrixegyenletiink az AX = B egyenlet. A rendszer — az
oszloponként adédo szimultan linearis egyenletrendszer-csaldad — kibovitett matrixa ekkor

7 3 4] 3 0 -1
[AB/=|0 1 0 | 1 1 0],
21 1 | =20 1

amit az S7 + 353 majd (most mér az elsd sor elsé elemét valasztva vezérelemnek) az S+ 257
sormiiveletekkel atalakitva a kovetkezo sorekvivalens alakokat kapjuk:

7 3 -4 ] 3 0 -1 1 6 -1 | =3 0 2 1 6 -1 ] -3 0 2
01 0 | 1 1 0|le|0 1 0 | 1 10/<f01 0] 1 10
21 1 | =20 1 21 1 | =20 1 013 -1 | -8 0 5

Itt a 2. sor 2. elemét vélasztva vezérelemnek, S3 — 1355 adja a Gauss-féle 1épcsés alakot,
ahonnan S; — 652 és (—1) - S3, végiil pedig S1 + S vezet a redukdlt lépcsds alakra:

16 -1 | -3 0 2 10 -1 | -9 —6 2 1 00| 12 7 -3
o1 0 | 1 1 0«01 0 | 1 1 O0O|l«<|01 0] 1 1 0
00 -1 | =21 —-13 5 00 1 | 21 13 -5 0 01 ] 21 13 -5

A redukalt 1épcsds alakban a baloldalon minden valtozd kotott, ami persze ekvivalens azzal,
hogy az eredeti A egyltthatomatrix rangja 3, és igy minden jobboldali vektorhoz létezik egy
egyértelml megoldas; és a B matrixhoz is 1étezik egy egyértelmil matrix megoldas, melyet a

12 7 =3
r.r.e.f.(A)-bdl (illetve r.r.e.f.([A|B]-b8l) leolvashatunk: X = |1 1 0
21 13 -5

Ellen6rzésképpen elvégezhetjiilk az A - X métrixszorzast: ha jol szamolunk, kijon a B
matrix. Pl by = a;-x(1) = [73 —4]-[121 21] = 3, vagy bz = a3-x?) = [-211]-[7 1 13] = 0.

2. Megoldés: Az AX = B matrixegyenlet megolddsat azonnal megkapjuk, ha megvan az
A métrix R balinverze, R € R3*3, amelyre tehat R - A = I3: ekkor ui. az egyenletet balrdl
beszorozva R-rel a baloldalon el6dll RAX = I3X = X, ami a feltétel szerint = RB-vel a jobb
oldalon, és igy X-et mar egy egyszeri matrixszorzas adja meg: X = RB.

Felhasznalva, hogy négyzetes matrixokra az R balinverz és az S jobbinverz egyszerre
létezik és ugyanaz, az R = A~! = S métrixot megkereshetjiik jobbinverzként is, azaz az
AY = I3 egyenletbdl, melynek kibdvitett matrixa [A|l3]. A Gauss—Jordan-elimindcié 1épései
itt S1 + 353 majd Ss + 251, aztdan S; — 659, S3 — 135, és végiil (—1)53 és S1 + S3, amivel

7 3 =4 1100 1 6 -1 | 10 3 1 6 -1 103
01 0 | 010/<<|0 1 0 |010<l01 00710
21 1 | 001 21 1 | 001 013 -1 | 2 0 7



10 -11]1 -6 3 100 | -1 7 —4

<01 0 | 0 1 Ofl<f01 0] 0O 1 O

00 -1 1] 2 —-13 7 001 | -2 13 -7
-1 7 -4

InmenY =A'=S=R=|0 1 0 |,ahonnan afeladat befejezése egyszeri matrixszorzas:

-2 13 -7

-1 7 —4 3 0 -1 12 7 -3

X=A"'B=|0 1 0|-|1 1 O0|=|1 1 0

-2 13 -7 -2 0 1 21 13 -5

3. Megoldés: Ahhoz, hogy RA = I3 legyen, ekvivalensen a transzponaltat tekintve (RA)” =
IT = I3, tehét az ATY = I3 egyenletet kell megoldani az ismeretlen Y (= RT) € R3*3 matrixra
(6s ebbél az R := YT matrixot kell leolvasni).

Tehat egy olyan matrixegyenletet kapunk, amelynek a kib&vitett matrixa [A”|13] alaku:
ez egyébként a 2. Megoldasbeli egyenlet transzponalt egyenlete.

Ezt is megoldhatjuk Gauss—Jordan-eliminacioval. Mondjuk el6bb S1 — 255 és S5 + So-vel
egyszeribbé téve a matrix alakjat, vessziik az 1. sor 1. elemét vezérelemnek, és kinullazzuk
az els6 oszlopot az Sy — 357 és S3 + Sq sormiiveletekkel: ezzel kapjuk, hogy

70 =2 100 1 -2 -4 | 1 -2 0 1 -2 -4 | 1 -2 0
311 J]010l<|3 1 1 0 1 0lel0o 7 13| -3 70
~40 1 | 001 -1 1 2 |0 1 1 0 -1 -2 | 1 -11

Itt az Sy <> S3 sorcsere utdn a 2. sor 2. elemét valaszthatjuk vezérelemnek, (ez ugyan -1,
de nem kell mindjart normélt vezérelem nekiink); ezutédn az Ss + 752 miivelet kinulldzza az
ezalatti oszlopot is, amivel mar egy lépcsGs alakra jutunk: és itt konnyen normélhatjuk is a
vezérelmeket a (—1) - Sy és (—1) - S3 beszorzasokkal. Ezekkel a sormiiveletekkel adddik tehat

1 -2 -4 | 1 -2 0 1 -2 -4 | 1 -2 0 1 -2 -4 | 1 -2 0
0 -1 -2 | 1 -11|el0 -1 -2 |1 -1 1laf0o 1 2 | -1 1 -1
0 7 13 | =3 7 0 00 -1 1]4 0 7 0 0 1 | -4 0 -7

Végiil a Gauss-Jordan r.r.e.f.-et is meghatarozzuk az S7 4 252, majd az Sy — 253 1épésekkel:

1 -2 =4 | 1 -2 0 100 | -1 0 -2 100 | -1 0 -2
01 2 | -1 1 -1lefo1 2] -11-1lafo10] 7 1 13
00 1 | -4 0 -7 001 ] -4 0 -7 001 ] -4 0 -7

Ahogyan fentebb, tgy itt is leolvashaté, hogy r.r.e.f.(4) = I3 és a megoldasmadtrix r.r.e.f.-ben
a kib6vitett matrix jobb oldaldn (a fliggbleges vonal utan) allé Y matrix. (Ellenérzésképpen
el lehet végezni az AT - Y = I3 métrixszorzast.)

-1 7 -4
Innen tehét a balinverz R=Y7T = | 0 1 0 |. Ebbdl a keresett X matrix ismét
-2 13 -7
-1 7 -4 3 0 -1 12 7 -3
X=R-B=|0 1 0]-]1 1 o|l=1{(1 1 0

-2 13 -7 -2 0 1 21 13 -5



