Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - Po6t-1. Zh. Q csoport / feladatsor
Déatum: 2016. majus 11. Munkaidé: 45 perc

Hallgaté Neptun kédja és neve:

o0
1
1.) (3 pont) Milyen p > 0 paraméterértékek esetén lesz konvergens a Z sh? <\/ﬁ>

n=1
numerikus sor?

2.) (3 pont) Mondja ki az 6sszehasonlité kritériumot, és ennek kovetkezményét, az din.
specidlis Osszehasonlité kritériumot is (ami arra az esetre vonatkozik, amikor ) an, >, by
pozitiv tagu sorok, és a, /b, — ¢ (n — 00), ahol ¢ egy véges, nem-nulla hatérérték)!

3.) (3 pont) Hatdrozza meg e’ értékét négy tizedesjegyre pontosan!

4.) (5 pont) Legyen F(z):= 7, (0,27) intervallumon, 0 a k7 alakd pontokban, és

2m-vel periodikus. (ﬁtmutatés: Rajzoljuk fel a fiiggvényt, és vegyiik észre, hogy pératlan!)
a.) Fejtsiik Fourier-sorba az F' fiiggvényt!

b.) Konvergens-e a sor, és ha igen, akkor mi a hatérértéke? Indokolja is allitdsat!

oo
—1)m
c.) Hatdrozzuk meg F(m/2) értékébél a Z (=1) alterndlé sor értéket!
m=0

2m +1
- o] - o]
0 -1
.y . 6 I 1 .
5.) (2 pont) Szamitsa ki R°-ban az a := 0| &2 b:= 3 vektorok szogét!
2 2
L 1 - - 1 -
6. ) (4 pont) Keressiik meg az Gsszes olyan linedris kombindciét, amellyel R*-ben a
3 1 2 3 1
—2 -1 ~1 10, o o
b = 1 vektort az u := LY== W= || Saz= |, vektorok linedris
1 0 1 2 1

kombinécidjaként allithatjuk eld.

Az alabbi értékelési tablazatot a dolgozatot javité oktatd tolti ki!

1. feladat | 2. feladat | 3. feladat | 4. feladat | 5. feladat | 6. feladat || Osszesen
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sh?(1/yn) [
INGE = 1, tehat

a specialis 0sszehasonlitd krlterlum értelmében a sor akkkor és csak akkor konvergal, ha a
5% n7P/2 sor konvergens. A hatér a harmonikus sor: ha p/2 < 1 (azaz ha p < 2) akkor a
sor divergens, mig ha p/2 > 1 (azaz ha p > 2) akkor a sor konvergens.

2.) (3 pont) Osszehasonhto krit.: Ha JK konst. és M € N, hogy |zx| < Kyi (k> M),

1.) (3 pont) Mivel lim, ;o %> she — 1 azért a sor tagjaira limy, e - i

—és ha tovabba Z Y < 00, akkor Z xy is (abszolut) konvergens (Majorans kritérium);
k=1 k=1
o

o0
— ha pedig tovabba Z:Ek divergens, akkor Z Y is divergens (Minorans kritérium).
k=1 k=1
Ennek kovetkezménye a Specialis 6sszehasonlité kritérium: Ha ay, by, > 0 és kli}ngo a—l]: =
(o] oo
c véges, és ¢ # 0, akkor Z ap < 00 & Z br < oo (a két sor ekvikonvergens).
k=1 k=1

3.) (3pont) e* =3, n,, |Ry(z)| = |e* — Tn(z)| = g(n“) Koénnyen lathaté, hogy
ef < e%2 < 4% = 2. Ebbdl a Taylor polinommal valé kozelités Lagrange-féle maradéktagjara

|R,(0,2)] < 2- OHQH) Ez < 1107 han = 4: u.i. 26/120-107° < 107°.

Igy €92 ~ 140,2+0,22/2+0,2%/6 + 0,2/24 = 1,22 4+ 0,004/3 + 0,0002/3 = 1,22 +
0,0042/3 = 1,2214. (Gép &ltal szamolt érték: 1,221402758.)

4.) (5pont) a.) A fliggvény paratlan, hiszen ha 0 < z < 27, akkor —x € [—27, 0] és ezért

F(—z)=F(—z+2n) = W_(_;H_%) = x_;) = —F(x). Ezért a Fourier-sordban a cos-os tagok
eltiinnek (0 lesz az egyiittaht6juk). A sin-os tagokra by, := 1 027r F(z)sin(nz) dx azaz parciélis
mtegralassal 27th, = 027r(7r ) sin(nz) do = (71— ) =L cos(nz)]3™ — 02”(—1);1 cos(nz) dr =

T —0 (wi. acos(nz) teljes periéduson vett integralja 0). Tehdt a Fourier-sor ) oo | Sne

b.) Tanult tétel szerint a Fourier-sor minden pontban feltételesen konvergens F-hez,
mert F' szakaszonként folytonosan differencialhaté, és a szakadasi pontokban — ahol ”ugrédsa”
(els6faji szakaddsa) van — ott F' pontosan a jobb- és baloldali hatarértékek szémtani kozepe.
(A tétel szerint dltalaban a szakaddsi pontokban a sor az §(F(z + 0) + F(z — 0)) szdmtani
kozéphez konvergél — esetiinkben ez megegyezik F értékével.)

c.) Az x:= /2 helyen tekintve a sort, 7/4 = F(n/2) =Y >, 2;11+Wll

5.) (2 pont) A vektorok skaldrszorzata a-b =44+ 0+1+0+4+ 1 = 10, hossza
laj = va-a = V10 és |b| = vb-b = \/4+1+1+9+4+1 = V20 = 2V5. Ezért a
a-b 10 /(a,b) = 1/4.

ésigy Z(a,b) =
al bl ~ Vio2v5 \f

vektorok szogére cos Z(a,b) =




6.) (4 pont) A keresett linedris kombindcié egyiitthatéira, mint ismeretlenekre felirva
az xiu + x2v + x3w + x4z = b linearis egyenletrendszert, majd ennek a bovitett egyiitt-
hatématrixat, a kdvetkezo bévitett matrixot kapjuk:

1 2 3 1] 3
-1 -1 =1 0 | =2
1 3 5 2| 4
0o 1 2 1| 1

A bal fels6 sarokban mindjdrt 1-es van, igy kényelmes azt valasztani els§ vezérelemnek. Az
So+ 571, S3— 51 sor-miiveletekkel kinulldzzuk az elsé oszlop egyiitthatéit (a megmaradd legelsé
kivételével persze), majd ebbdl Sz — Sy és Sy — So, végiil S; — Sy utdn a kovetkezot kapjuk:

| 3

| 1 12311 3 10 -1 -1 | 1
| 0 0121 |1 o1 2 1 |1
| O

S O O =
— = = N
NN DN W
S O O =
S O = N
S O NN W
OO ==

Ez mar a redukalt 1épcsés forma, amelybdl leolvashatd, hogy x3 és x4 nincsen megkotve,
szabadon megviélaszthatéak, mig xo = 1 — 2x3 — x4 és z1 = 1 4+ x3 + x4. Legyenek mondjuk
x3=38,24=1(s,t €R),akkor x1 =1+ s+tésazo=1—25—1t.
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Hallgaté Neptun kédja és neve:

vn2—n+3

5l —dAn2 1 3 numerikus sor? Indokoljon is!
n* —4n

o
1.) (3 pont) Konvergens-e a Z
n=1

2.) (2 pont) Igazoljuk, hogy tetszbleges komplex értékekre is fenndll a valésbdl jél ismert
sin4z = 4 cos z sin z cos 2z azonossag! (Az azonossdg valds értékekre felhasznalhato.)

3.) (4 pont) Szamitsuk ki a G(z) = [ e /2 dt Gauss-fiiggvényt (normdlis el-
oszlasfiiggvényt) négy tizedesjegyre pontosan az = = 1 helyen!

4.) (5 pont) Ertelmezziik a H fiiggvényt ugy, hogy H(z):=|z|ha -7 <z <més H
2m-vel periodikusan van kiterjesztve R-re.

a.) Fejtse Fourier-sorba a H fliggvényt!

b.) Konvergens-e a Fourier-sor, és ha igen, akkor a fiiggvényhez tart-e? Indokolja a
valaszat!

c.) Hatédrozza meg H(mw) értékébdl a péaratlan szamok reciprokainak négyzetosszegét,
o0

1
azazZ a kzo m értéket'

—1 1
-2 3
. . 16 1], 0 .
5.) (2 pont) Szamitsa ki R°-ban az u := o | GsavVi=1 vektorok szogét!
0 -2
[ 6 4]
6.) (4 pont) Keresse meg az Osszes olyan linedris kombindciét, amellyel R*-ben a b :=
2 1 2 [0 -1
1 1] 1 o
3 vektor a p = Lol A= | g T = | Sazs =, vektorok linedris
4 -3 -5 1 4

kombinacidjaként allithaté eld!

Az alabbi értékelési tablazatot a dolgozatot javité oktaté tolti ki!

1. feladat | 2. feladat | 3. feladat | 4. feladat | 5. feladat | 6. feladat | Osszesen
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1.) A specidlis Osszehasonlité kirtériumot hasznaljuk, amelynek értelmében pozitiv tagu

> ln, 2, by sorokra a,/b, — ¢ # 0,00 esetén a két sor pontosan ugyanakkor konvergens
2/3 és 5n,
2/3—4 _

(?ekvikonvergens”). Lathatéan a f6 tagok a szamlaléban és a nevezében v/n2 =n
tehdt ha a feladatban szerepld sor tagjait a,-nel jeldljiik, akkor by-et pl. n?/3/n* =n
an _ /1—(1/n) + (3/n?)
b,  b5—4/n2+3/n

Tehét az eredeti sor ekvikonvergens a >, b, = >, n71%3 < 0o p-harmonikus sorral, ahol
itt p=10/3 > 1, és igy a sor konvergens.

Ha a konvergenciét elore megérezziik, lehet pl. a majorans kritériummal is érvelni. Durvan
becsiilve, /213 | < Yoy < %, és tudjuk, hogy ¢(2) := > L = %2 < 00, konvergens.

> 5nft—4n2+3 nt n=1 n?

n—10/3

-nak érdemes venniink. Ekkor — 1/5.

2.) Legyen S(z) := sin4z — 4 cos z sin z sin 2z tetsz6leges komplex véltozéra!l Ekkor S az
egész komplex sikon analitikus fiiggvény, mivel analitikus fliggvények Osszege (kiilonbsége) és
(Cauchy-)szorzata is analitikus. A valsbdl jol ismert azonossdg értelmében S(z) =0 (Vz €
R). Ezért persze S*)(0) = 0 Yk € N és S 0 koriili Taylor sora (azaz Maclaurin sora) S(z) =

Z Sk'(o)zk = Z 0zF = 0. Tehét az azonossdg fennall komplex értékekre is.
k=0 ' k=0

3.) (4pont) AG(z):= [/ e~*/2 dt Gauss-fiiggvény explicit képlettel nem fejezheté ki,

de k('jnnyen hatvénysorba fejthet6 az e’” illetve e_t2/ 2 hatvénysora segitségével:
t/Q)n (—1)"t2”+1 Z B ( 1 np2n+1
fO n= 0 n! dt = n Of() n 0 {(2n+1) 27 nl Zn 0 ( 2n+1) 2n nb?

G( ) = S0 gt

Ez egy Leibniz tipusu (alternald) sor, igy az R, hiba az R,, := |G(1)—S,| < an+1 képlettel
becsiilhetd: errél kell, hogy 0, 5-10~4 alatt legyen, tehat az szitkséges, hogy @nT3) 2nl+1 Ty <
5-107%, azaz 10* < 5(2n+3) 2"! (n+1)! teljesiiljon. Ez elészér n = 3 mellett teljesiil, mert
ekkor 5(2n + 3)2" (n + 1)1 = 5-9-16- 24 = 720 - 24 > 10 000. Az értéket kiszdmitva tehat
Gl)mS3=1-%t+4=(6-1+2):6=5/15:6=0,85833---~ 0,8583.

4.) (5 pont) a.) A fiiggvény paros, ezért sora tiszta cos sor, (a sin-os egyiitthaték 0-k).
A konstans egyiitthaté ag = o= [ |z do =1 [Tz dov = 1[2?/2]F = Z.

Altalabann > l-rea, = £ [ \x!cosnx dz = 2 [ zcosna dr = 2{ [pERne]r [T S0NT gy} —

2 {0 + [22E] } = m2 [(— 1)” — 1] = 2, ha n = 2k + 1 pédratlan, és = 0, ha n = 2k péaros.

((2k+1)x
Tehat H Fourier-sora 5 - — w

b) A majorans kritérium ertelmeben ez normalisan, ezért egyenletesen és abszolut kon-
vergens, mert y_ 2 < 0o. Viszont tudjuk, hogy ha a Fourier-sor konvergens, akkor a
fv. folytonosséagi pontjalban a fiuggvényértékekhez tart: tehat H-t el is allitja a Fourier-
sorfejtése. Masképpen érvelve: az el6adason tanult tétel szerint szakaszonként folytonosan
differencialhaté fliggvény Fourier-sora konvergens, és a folytonossdgi pontokban (itt tehat
minden pontban) el6 is éllitja a fliggvényt.



o
1 72
, tehét az eredmény E T = o
- (2k + 1) 8

5.) (2 pont) A két vektor skalarszorzata u-v=—-1+(-6)+0+8+0+(—24) = —23, mig

ahosszuk [u| = V1I+4+14+44+0+36 =46 és |v| = VI+9+0+16+4+16 = V/46.
u-v -23 —23 1
Tehat a két vektor szogére cos Z(u,v) = = = = ——. Ebbdl ZL(u,v) =
& V)= WVl = Vaevas - 46 2 (. 9)

27 /3, illetve, ha a két vektor kozotti kisebbik szoget keressiik, akkor Z(u,v) = 7/3.

c) Ezért 7w =

72008 ((2k+1)m)
(2k 4+ 1)2

6.) (4pont) Hab = z1p+x2q+x3r+a4s, akkor koordindtéanként felirva az egyenl8séget,

egy olyan linedris egyenletrendszert kapunk az x1, . . ., x4 ismeretlenekben, amelynek kibévitett
egyitthatématrixa:
1 2 0 -1 ] 2
o 1 1 1 | 2
-2 -3 1 2 | -3
-3 -5 1 4 | -4

Ezt Gauss-Jordan eliminacioval oldjuk meg: mindjart a bal felsé elemet vehetjiik els6 vezérelemnek,
és innen az S3 + 2571 és Sy + 351 sormiiveletekkel

120 -1 | 2 120 -1 | 2

001 1 1 | 2/ Si—8,8-S011 1 | 2|8 —28,(-1)-S
011 0 |1 — 000 -1 | 1 —
011 1 | 2 000 \0

o0 13I ) 51+353,5253[ - ii

00 0 1 | 1 1

ami mar a redukélt 1épcsés forma. Innen le is olvashatéak a megoldasok: xg szabad valtozé
— mondjuk legyen x3 =t —-ésx; =2x34+1=2t+1, 20 = —x3+1=—t+1, x5 =1t ésxy = 1.

KORREKCIO 'l Eredetileg eszerint a megoldéas szerint volt elképzelve a feladat
kitiizése és megoldasa. De a ténylegesen kiadott feladatba bekeriilt egy sajtéhiba: a b vektor
utolsé koordinatdja —4 helyett a kitlizésben 4-nek van gépelve, igy szerepelt a Zh-ban. Ebb6l
kovetkezoleg a megoldas is médosul, a kitiizésnek megfelel6 valtozatra igy néz ki:

Ha b = x1p + z2q + x3r + 245, akkor ezt koordinatanként felirva, egy olyan linearis

egyenletrendszert kapunk az z; ismeretlenekben, amelynek kibovitett egylitthatomatrixa:
1 2 0 -1 ] 2

_02 _13 i ; ; _23 Ezt Gauss-Jordan eliminacioval oldjuk meg: mindjart a
-3 =51 4 | 4
bal fels6 elemet vehetjiik els6é vezérelemnek, és innen az S3+ 257 és Sy + 351 sormiiveletekkel
120 -1 | 2 120 -1 | 2
01 1 1 | 2|8 —58,5-5]011 1 | 2
011 0 | 1 = 000 -1 | -1}
01 1 1 | 10 000 0 | 8

ami ellentmonddsos egyenletrendszer (maga az utols6 egyenlet ellentmondés), tehét nincs megoldasa.
Azaz a b vektor nincs benne a [p, q, r, s] altérben, b nem &ll el6 ezek linedris kombinaciéjaként,
nincsenek ehhez megfeleld egyiitthatdk, az osszes megolddsok halmaza (). (A megoldés egy-
szeriibb lett, igy a feladat érvényes marad.)




