
Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H | El}ovizsga feladatsor | E

D�atum: 2016. m�ajus 25. Munkaid}o: 90 perc

Hallgat�o neve: Hallgat�o Neptun k�odja: .

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) Ha a
P1

k=1 ak sor r�eszlet�osszegei fel�ulr}ol korl�atosak, akkor a sor konvergens.

b.) Tekints�uk R3-ban azt a P parallelepipedont, amelynek egyik cs�ucsa az
orig�oban van, �es az innen indul�o �elei u;v �es w. Igaz-e az, hogy ha az [u;v;w] kifesz��tett alt�er
nem tartalmazza az (1; 0; 1) vektort, akkor P t�erfogata 0?

c.) Egy C2 f�uggv�eny adott pontbeli Hesse-m�atrixa mindig ortogon�alis transz-
form�aci�oval diagonaliz�alhat�o.

1.) (3 pont) Mit �ert�unk a
X
k

ak;
X
k

bk v�egtelen sorok Cauchy-szorzat�an? Mondjon

elegend}o felt�etelt a Cauchy-szorzat konvergenci�aj�ara!

2.) (3 pont) Mikor nevez�unk egy L : U ! V lek�epez�est az U �es V vektorterek k�oz�ott
line�aris lek�epez�esnek? Hogyan lehet fel��rni egy line�aris lek�epez�es m�atrix�at?

3.) (3 pont) Mondja ki a kompoz��ci�o f�uggv�enyek di�erenci�al�as�ara vonatkoz�o t�etelt (a
"l�ancszab�alyt") vektor�ert�ek}u f�uggv�enyekre!

4.) (3 pont) Milyen p param�eter-�ert�ekekre konvergens a
1X
n=2

n sin

�
1

np

�
numerikus sor?

5.) (5 pont) a.) Fejtse hatv�anysorba az S(x) :=

Z x

0
t sin(t3)dt f�uggv�enyt!

b.) Hat�arozzon meg olyan N k�usz�obsz�amot is, ameddig kisz�amolva az S-re
fel��rt hatv�anysor �osszeg�et, a k�ozel��t�es m�ar " := 5 � 10�5 hib�an bel�ul marad, ha jxj � 1.

6.) (5 pont) Legyenek P (x) = x + 2x2 + 3x3, Q(x) = 3x3 � 2x2, R(x) := x2 + 1,
S(x) := x2 + 2x. Line�arisan �osszef�uggenek, vagy f�uggetlenek ezek a polinomok a legfeljebb
harmadfok�u polinomok P3 ter�eben?

7.) (7 pont) Hat�arozza meg azA :=

2
664
3 1 0 0
1 3 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

3
775m�atrix saj�at�ert�ekeit �es a saj�at�ert�ekekhez

tartoz�o saj�atvektorait! Diagonaliz�alhat�o-e a m�atrix?



8.) (7 pont) �Allap��tsa meg, hogy hol, �es milyen helyi sz�els}o�ert�eke van a g(x; y; z) :=
x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z f�uggv�enynek!

9.) (6 pont) A �(x; y; z) := (xy; ex�z; x2+ ch (y+ z)) : R3 ! R
3 lek�epez�es a P (1;�1; 1)

pontot a Q = (�1; 1; 2) pontba viszi. L�etezik-e �-nek di�erenci�alhat�o ��1 inverz f�uggv�enye
a Q pont k�or�ul egy alkalmas kis k�ornyezetben? Ha igen, sz�am��tsa ki a D��1(Q) inverz
deriv�altat!

10.) (3 pont) Teljes di�erenci�al-e a ch (x� y2)dx+ xyzdy + sh (x� z)dz kifejez�es?

11.) (4 pont) Legyen H az a h�aromsz�og alak�u tartom�any a s��kon, amelynek hat�arai az

x-tengely, az y = x egyenes �es az x = � egyenes. Sz�am��tsa ki az I :=

ZZ
H

sinx

x
dxdy kett}os

integr�alt!

12.) (8 pont) Egy talpas poh�ar kelyhe a z = x2 parabola elforgat�as�aval keletkez}o forg�asi
paraboloid alakj�at mutatja. A poh�arban 4 cm magass�agig 1 s}ur}us�eg}u v��z, afelett pedig 9 cm
magass�agig � s}ur}us�eg}u ismeretlen folyad�ek van. Mennyi az ismeretlen folyad�ek � s}ur}us�ege,
ha a teljes folyad�ekmennyis�eg s�ulypontja 5 cm magasan tal�alhat�o?



Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H { El}ovizsga feladatok megold�asai { E

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont)

a.) HAMIS. (Nyilv�an: pl.
P

n(�1)n �es
P

n�2n is divergens.)

b.) IGAZ. (Ha (1; 0; 1) 62 [u;v;w], akkor ezek nem alkotnak b�azist, ez�ert nem is line�arisan
f�uggetlenek, �es determin�ansuk { ami = V (P )-vel { 0 lesz.)

c.) IGAZ. (U.i. C2 f�uggv�eny m�asodik parci�alis deriv�al�etjai a Young t�etel szerint nem
f�uggenek a sorrendt}ol, ami azt jelenti, hogy H szimmetrikus: ekkor pedig tanult t�etel szerint
ortogon�alis transzform�aci�oval diagonaliz�alhat�o is.)

1.) (3 pont) A sorok Cauchy-szorzata
X
k

ck, ahol ck = (a0bk + a1bk�1 + � � �+ akb0).

Ha a k�et �osszeszorzott sor egyike abszol�ut konvergens, a m�asik pedig legal�abb is konver-
gens, akkor a Cauchy-szorzat is (abszol�ut) konvergens.

2.) (3 pont) Akkor, ha L(�x+�y) = �Lx+�Ly teljes�ul minden �; � 2 K sz�amtestbeli
(skal�ar) egy�utthat�okkal �es x;y 2 U vektorra.

Ha u1; : : :un az U , v1; : : :vm a V t�er egy-egy b�azisa, akkor ezen b�azisok mellett a line�aris
lek�epez�es m�atrixa ML = [ei(L(uj))]

m;n
i=1;j=1, ahol tetsz}oleges v 2 V -re ei(v) a vi b�azisvektor

egy�utthat�oja a v =
Pn

i=1 eivi fel��r�asban (ami minden v 2 V -re egy�ertelm}u, hiszen vi b�azis).

3.) (3 pont) L�ancszab�aly: Tegy�uk fel, hogy f : Rm ! R
k �es g : Rn ! R

m; f 2 C1(E); g 2
C1(D); a 2 D; Rg � E ; g(a) = b 2 E . Legyen h := f � g : Rn ! R

k.
Ekkor h is folytonosan di�erenci�alhat�o D-ben, �esDh(a) = Df(b)Dg(a), azazD(f�g)(a) =

Df(g(a)) �Dg(a) (m�atrix szorz�as).

4.) (3 pont) Az �u.n. speci�alis �osszehasonl��t�o krit�erium, vagy m�as n�even hat�ar�ert�ek-teszt
seg��ts�eg�evel dolgozunk: �osszehasonl��tjuk az adott

P
n an sort a

P
n bn sorral, ahol bn = n1�p.

Ekkor limn!1 an=bn = limn!1 sin (n�p) =n�p = limx!+0 sinx=x = 1, teh�at v�eges nem nulla
hat�ar�ert�ek van, �es, mivel an; bn � 0, a teszt alkalmazhat�o: a k�et sor ekvikonvergens.

M�arpedig a
P

n bn sor a p-harmonikus sor, csak eltolt param�eter-�ert�ekkel: teh�at konver-
gens akkor lesz, ha 1 � p < �1, teh�at p > 2, �es egy�ebk�ent divergens. Ez�ert az eredeti sor is
pontosan akkor konvergens, ha p > 2 (�es p � 2-re diverg�al).

5.) (5 pont) Mivel sin az eg�esz komplex s��kon analitikus, a [0; 1] intervallumon bel�uli
t, �es ��gy t3 �ert�ekek a hatv�anysorba helyettes��thet}oek �es a hatv�anysor egyenletesen �es ab-
szol�ut konvergens is lesz, ��gy tagonk�ent integr�alhat�o is. Az ismert sin z =

P
n

(�1)n
(2n+1)!z

2n+1

sorfejt�esbe be��rva teh�at t3-�ot, S(x) =
R x
0 t

P
n

(�1)n
(2n+1)! t

6n+3 dt =
P

n

R x
0

(�1)n
(2n+1)! t

6n+4 dt =P
n

h
(�1)n

(6n+5)(2n+1)! t
6n+5

ix
0
=
P

n
(�1)n

(6n+5)(2n+1)!x
6n+5 sorfejt�es ad�odik.



A sor tagjainak abszol�ut �ert�ekei l�athat�oan monoton cs�okkennek, el}ojelei pedig altern�alnak,
��gy ez egy altern�al�o (Leibniz t��pus�u) sor. Az ismert hibabecsl�es szerint teh�at jRN j � jaN+1j =
j (�1)N+1

(6(N+1)+5)(2(N+1)+1)!x
6(N+1)+5j � 1

(6N+11)(2N+3)! , tekintve, hogy 0 � x � 1.
Innen pr�ob�algat�assal megn�ezhetj�uk, mikor lesz a kisz�amolt hibabecsl�es elegend}oen kicsiny.

Ha N = 2, akkor m�eg tal�an nem, de N = 3-ra m�ar (6N+11)(2N+3)! = 29�9! = 29�9�56�6! =
261 � 56 � 720 > 200 � 50 � 500 = 5 � 106 teh�at a reciproka kisebb, mint 2 � 10�7 < ", b}oven j�o lesz.

6.) (5 pont) A teljes P3 t�er 4 dimenzi�os, egy b�azisa az 1 (konstans polinom), x; x2; x3

rendszer. Ebben a b�azisban fel��rva az adott polinomok koordin�at�ait, a p = (0; 1; 2; 3);q =
(0; 0;�2; 3); r = (1; 0; 1; 0) �es s = (0; 2; 1; 0) egy�utthat�o-vektorok ad�odnak. A rendszer line�arisan
f�uggetlen pontosan akkor, ha ezek a vektorok line�arisan f�uggetlnek, azaz ha a m�atrixuk teljes
rang�u, nem-szingul�aris, azaz ha a vektorokb�ol { mondjuk mint oszlopokb�ol, de ekvivalensen
ak�ar mint sorokb�ol { k�epzett determin�ans nem nulla. A k�erd�es teh�at az, hogy

d :=

��������
p

q

r

s

��������
=

��������
0 1 2 3
0 0 �2 3
1 0 1 0
0 2 1 0

��������
= 0 teljes�ul-e?

Az els}o oszlop szerint kifejtve, majd tov�abbi ekvivalens sorm}uveletekkel kapjuk, hogy

d =

������
1 2 3
0 �2 3
2 1 0

������
S3 � 2S1

=

������
1 2 3
0 �2 3
0 �3 �6

������ =
�����2 3
�3 �6

���� = 21 6= 0:

Teh�at a megadott polinomok line�arisan f�uggetlenek.

7.) (7 pont) Az A m�atrix karakterisztikus polinomja a

pA(�) = det(�I �A) =

��������
�� 3 �1 0 0
�1 �� 3 0 0
0 0 �� 2 �1
0 0 0 �� 2

��������
determin�ans kifejt�es�evel kaphat�o meg. A fenti determin�ans de�n��ci�o szerint t�ort�en}o kifejt�esekor
csak k�et nem nulla szorzat keletkezik: (�� 3)(�� 3)(�� 2)(�� 2) �es (�1)(�1)(�� 2)(�� 2),
el}obbi pozit��v, ut�obbi negat��v el}ojellel. (Vagy: el}obb a 3. majd az utols�o oszlop szerint kifejtve

a determin�anst, pA(�) = (�� 2)2
������ 3 �1
�1 �� 3

���� = (�� 2)2[(�� 3)2 � 1] = (�� 2)3(�� 4).)

Ebb}ol a pA(�) = (� � 2)3(� � 4) = 0 karakterisztikus egyenlet, valamint a �1 = �2 =
�3 = 2 �es �4 = 4 saj�at�ert�ekek ad�odnak. A �1 = �2 = �3 = 2 saj�at�ert�ekekhez tartoz�o
saj�atvektorok az (A � 2I)x = 0 homog�en line�aris egyenletrendszer megold�asak�ent ad�odnak,

melynek egy�utthat�om�atrixa

2
664
1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

3
775 S2�S1

,

�
1 1 0 0
0 0 0 1

�
. Ebb}ol x1 = �x2, x3 szabadon

v�alaszthat�o �es x4 = 0 ad�odik, ��gy a saj�atvektorok t

2
664
1
�1
0
0

3
775+ s

2
664
0
0
1
0

3
775 alak�uak.



A �4 = 4 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorok az (A � 4I)y = 0 homog�en line�aris egyen-
letrendszer megold�asai. A rendszer egy�utthat�om�atrixa2
664
�1 1 0 0
1 �1 0 0
0 0 �2 1
0 0 0 �2

3
775 S2 + S1; (�1=2)S4

,

2
664
�1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 �2 1
0 0 0 1

3
775 S3 � S4; (�1=2)S3

,

2
4�1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3
5

�es��gy y1 = y2 (�ert�ek�uk szabadon megv�alaszthat�o) �es y3 = y4 = 0 ad�odik, ez�ert a saj�atvektorok

r

2
664
1
1
0
0

3
775 alak�uak.

Az �osszes saj�atvektorok �altal kifesz��tett alt�er h�arom dimenzi�os, ez�ert az A m�atrix nem
diagonaliz�alhat�o.

8.) (7 pont) Dg = R
3, ahol g 2 C1(R3). A sz�els}o�ert�ekek csak kritikus pontokban

l�ephetnek fel, ahol rg = (3x2+12y; 2y+12x; 2z+2) = 0. Ebb}ol (a harmadik koordin�at�ab�ol)
z = �1, �es az els}o k�et koordin�ata �altal szolg�altatott egyenletrendszerb}ol kik�usz�ob�olve y-t
0 = 3x2 + 12y � 6(2y + 12x) = 3x2 � 72x = 0 azaz 3x(x � 24) = 0, teh�at vagy x = 0, vagy
x = 24; a megfelel}o y �ert�ekek pl. a m�asodik egyenletb}ol y = �6x = 0 �es �144. Teh�at a k�et
kritikus pont a = (0; 0;�1) �es b = (24;�144;�1).

Ezekben a pontokban megvizsg�aljuk a m�asodik deriv�altat, a Hesse m�atrixot. �Altal�aban

H = D(2)g =

2
664
@2g
@x2

@2g
@xy

@2g
@xz

@2g
@xy

@2g
@y2

@2g
@yz

@2g
@xz

@2g
@yz

@2g
@z2

3
775 =

2
46x 12 0
12 2 0
0 0 2

3
5, aminek saj�at�ert�ekei nyilv�anval�oan �3 = 2

�es a bal fels}o 2 � 2 r�eszm�atrix saj�et�ert�ekei: az a pontban teh�at H(a) =

2
4 0 12 0
12 2 0
0 0 2

3
5, a b

pontban pedig H(b) =

2
4144 12 0
12 2 0
0 0 2

3
5.

AH(a) m�atrix karakterisztikus polinomja Pa(�) = det(H(a)��I) = (2��)[�2�2��144],
aminek � = 2 > 0 is gy�oke, de van negat��v gy�oke is (u.i. pl. a m�asodik, m�asodfok�u t�enyez}o
konstans tagja a k�et gy�ok szorzata, �es ez negat��v). Teh�at H(a) inde�nit, �es a-ban nyeregpont
van.

A H(b) m�atrix karakterisztikus polinomja Pb(�) = det(H(b)��I) = (2��)[�2�146�+
144] = (2 � �)(� � �1)(� � �2), ahol a m�asodfok�u egyenlet megold�ok�eplet�eb}ol �1;2 = 73 �p
732 � 144, teh�at minden saj�at�ert�ek pozit��v, �es H(b) � 0. Ennek megfelel}oen b-ben a g

f�uggv�enynek helyi minimuma van.
Gondolkozhatunk �ugy is, hogy meghat�arozzuk a H m�atrix f}ominorait. Az a pontban ezek

rendre 0, negat��v �es negat��v lesznek, ��gy H(a) nem lehet sem negat��v de�nit sem pozit��v
de�nit: mivel a determin�ansa nem 0, a � = 0 sem lehet saj�at�ert�eke, ez�ert szemide�nit sem
lehet. �Igy csak az inde�nit lehet}os�eg marad. A H(b) m�atrix f}ominorai viszont 144, 144, 288,
csupa pozit��v �ert�ek, ez�ert H(b)� 0.



9.) (6 pont) L�etezik egy k�ornyezetben inverz, amely r�aad�asul a Q pontban m�eg de-
riv�alhat�o is, pontosan akkor, ha aD�(P ) deriv�alt-m�atrix nem-szingul�aris (�es ekkorD��1(Q) =
D�(P )�1 inverz m�atrix). Teh�at tiszt�aznunk kell, hogy aD�(P ) deriv�alt-m�atrix szingul�aris-e?

A deriv�altm�atrix

D�(x; y; z) =

2
64
@�1
@x (x; y; z) @�1

@y (x; y; z) @�1
@z (x; y; z)

@�2
@x (x; y; z) @�2

@y (x; y; z) @�2
@z (x; y; z)

@�3
@x (x; y; z) @�3

@y (x; y; z) @�3
@z (x; y; z)

3
75 =

2
4 y x 0
ex�z 0 �ex�z
2x sh (y + z) sh (y + z)

3
5

aminek az �ert�eke P -ben

D�(P ) =

2
4�1 1 0
1 0 �1
2 0 0

3
5 :

L�athat�olag ez a m�atrix nem szingul�aris (a determin�ans �ert�eke -2), ��gy l�etezik deriv�alhat�o
inverz.

Az inverz meghat�aroz�as�ahoz Gauss-Jordan elimin�aci�ot v�egz�unk:2
4�1 1 0 j 1 0 0
1 0 �1 j 0 1 0
2 0 0 j 0 0 1

3
5 S2+S1

S3+2S1
,

(�1)S1

2
41 �1 0 j �1 0 0
0 1 �1 j 1 1 0
0 2 0 j 2 0 1

3
5 S1+S2

S3�2S2
,

(�1)S12
41 0 �1 j 0 1 0
0 1 �1 j 1 1 0
0 0 2 j 0 �2 1

3
5 (1=2)S3

S1+S3
,

2
41 0 0 j 0 0 1=2
0 1 0 j 1 0 1=2
0 0 1 j 0 �1 1=2

3
5 ;

teh�at

D��1(Q) = D�(P )�1 =

2
40 0 1=2
1 0 1=2
0 �1 1=2

3
5 :

10.) (3 pont) Nem lesz teljes di�erenci�al, mert ez egy C1(R3) f�uggv�eny, ��gy a felt�etelezett
potenci�alj�anak (ami m�ar akkor C2(R)-beli) teljes��tenie kellene a Young t�etel �all��t�asait, de a
keresztbe vett parci�alis deriv�altak itt l�athat�oan nem egyeznek meg. Pl. dx egy�utthat�oj�anak
y szerinti parci�alis deriv�altja @ch (x� y2)=@y = �2ysh (x� y2) m��g @xyz=@x = yz.

11.) (4 pont) Vegy�uk �eszre, hogy az integrandus f�uggv�eny folytonos (legal�abbis megsz�untet-
het}o a szakad�asa, ha a hat�arokat is bele�ertj�uk a tartom�anyba �es a hat�arra es}o O = (0; 0) pont-
ban az 1 hat�ar�ert�eket tekintj�uk a f�uggv�eny �ert�ek�enek). �Igy a f�uggv�eny Riemann-integr�alhat�o
is, �es alkalmazhatjuk r�a a Fubini-t�etelt: a ter�uleti integr�alt a v�altoz�ok b�armelyik sorrendje
szerinti egyszeres integr�alok egym�asut�ani elv�egz�es�evel is kisz�am��thatjuk.

Itt a c�elszer}u az, ha el}obb (a bels}o integr�alban) y szerint integr�alunk, m�ask�ent nem ju-
tunk c�elhoz egyk�onnyen. (Lehets�eges hatv�anysort is fel��rni, de ez nehezbb technika, mint
az y szerint kezdeni az integr�al�ast). Az y f�uggv�eny�eben konstans az integrandus, viszont az
integr�al�asi hat�arokat meg kell hat�arozzuk: y-ban a H h�aromsz�og-tartom�any az y = 0 �es az
y = x f�uggv�enyek k�ozz�otti norm�altartom�any, �es ��gy adott 0 � x � � eset�en y-ban a [0; x]
intervallumon fogunk integr�alni.

I :=

ZZ
H

sinx

x
dxdy =

Z �

0

Z x

0

sinx

x
dy dx =

Z �

0

sinx

x
[y]x0 dx =

Z �

0
sinx dx = [� cosx]�0 = 2:



12.) (8 pont) Jel�olje a poh�ar folyad�ekkal t�olt�ott belsej�et P : ekkor a poh�ar fala a z =
x2 + y2; (0 � z � 9 , j(x; y)j � 3) egyenletekkel ��rhat�o le, ��gy k�onnyen l�athat�o, hogy
P = f(x; y; z) 2 R3 : (0 �)j(x; y)j =

p
x2 + y2 � 3; x2 + y2 � z � 9g.

A forg�asszimmetria miatt a s�ulypont (t�omegk�oz�eppont) a z tengelyen helyezkedik el,

m�egpedig a z =
Mxy

M magass�agban, ahol M a teljes P -ben elhelyezked}o folyad�ekmennyis�eg
t�omege,Mxy pedig az xy s��kra gyakorolt statikai nyomat�eka. Teh�at azt az egyenletet kell meg-
oldjuk, hogy z =, amihez az ismeretlen � param�eterrel ki kell sz�am��tsuk az M �osszt�omeget
�es az Mxy statikai nyomat�ekot.

Vegy�uk �eszre, hogy, b�ar nehez��ti a dolgunkat, hogy v�altoz�o s}ur}us�eg}u anyaggal van dolgunk,
az�ert a s}ur}us�egf�uggv�eny igen egyszer}u alak�u, hiszen csak a magass�agt�ol f�ugg, �es konkr�etan

��gy ��rhat�o fel: �(x; y; z) = �0(z) =

(
1 ha 0 � z � 4

� ha 4 � z � 9
.

A feladatot direkt integr�al�assal is meg lehet oldani, de tal�an eleg�ansabb �es ��gy k�onnyebb
az (r; '; h) hengerkoordin�at�akra �att�erve dolgozni. Val�oban, ha H(r; '; h) = (x; y; z) =
(r cos'; r sin'; h) az �att�er�esi transzform�aci�o, akkor Q := H�1(P ) = f(r; '; h) : 0 � r �
3; 0 � ' � 2�; r2 � h � 9g = f(r; '; h) : 0 � h � 9; 0 � ' � 2�; 0 � r � phg egyszer}u alak�u,
r�aad�asul a s}ur}us�egf�uggv�eny is ugyanolyan egyszer}u marad, hiszen �(H(r; '; h)) = �0(h).

A kisz�am��tand�o mennyis�egek teh�at hengerkoordin�at�akra �att�erve (�es ek�ozben felhaszn�alva,
hogy az �att�er�es Jacobi-determin�ansa a j�ol ismert JH(r; '; h) = r �ert�ek), majd Fubini t�etel�enek
alkalmaz�as�aval szukcessz��v integr�al�asra �atalak��tva:

M =

ZZZ
P
�(x; y; z) dxdydz =

ZZZ
Q
�0(h)r drd'dh =

Z 9

0

Z 2�

0

Z ph
0

�0(h)r dr d' dh

�es

Mxy =

ZZZ
P
z�(x; y; z)dxdydz =

ZZZ
Q
h�0(h)r drd'dh =

Z 9

0

Z 2�

0

Z ph
0

h�0(h)r dr d' dh:

A bels}o dr �es d' szerinti integr�alok k�onnyen kisz�am��that�oak, mert sem h, sem �0(h) nem
f�uggenek ezekt}ol a v�altoz�okt�ol (csak az r Jacobi-determin�ans �ert�ek�et kell integr�alni, ami '-
ben szint�en konstans, de r-ben is igen egyszer}u), ��gy teh�at

M = 2�

Z 9

0
�0(h)[r

2=2]
p
h

0 dh = �

Z 9

0
�0(h)hdh = �

�Z 4

0
hdh+

Z 9

4
�hdh

�
= �

�
8 + �

65

2

�

�es hasonl�oan sz�amolva

Mxy = 2�

Z 9

0
h�0(h)[r

2=2]
p
h

0 dh = �

Z 9

0
�0(h)h

2dh = �

�Z 4

0
h2dh+

Z 9

4
�h2dh

�
= �

�
64

3
+ �

665

3

�
;

amib}ol

z =
Mxy

M
=
�
�
64
3 + �665

3

�
�
�
8 + �65

2

� =
128 + 1330�

48 + 195�

Behelyettes��tve a kit}uz�es szerinti z = 5 �ert�eket �es megoldva az egyenletet, � = 112
355 � 0; 315

ad�odik.


