Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H —  Elovizsga feladatsor — E
Datum: 2016. majus 25. Munkaidé: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kédja:

0.) (3 pont: 3 j6 valasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitas igaz, melyik nem?
a.) Haa ) 7, ay sor részletosszegei felilrdl korlatosak, akkor a sor konvergens.

b.)  Tekintsiikk R3-ban azt a P parallelepipedont, amelynek egyik csticsa az
origéban van, és az innen indulé élei u, v és w. Igaz-e az, hogy ha az [u, v, w]| kifeszitett altér
nem tartalmazza az (1,0, 1) vektort, akkor P térfogata 07

c.) Egy C? fiiggvény adott pontbeli Hesse-méatrixa mindig ortogonélis transz-
formaciéval diagonalizalhaté.

1.) (3 pont) Mit értiink a Zak, Zbk végtelen sorok Cauchy-szorzatdn? Mondjon

k k
elegend? feltételt a Cauchy-szorzat konvergencijjira!

2.) (3 pont) Mikor neveziink egy L : U — V leképezést az U és V vektorterek kozott
linedris leképezésnek? Hogyan lehet felirni egy linedris leképezés métrixat?

3.) (3 pont) Mondja ki a kompozicié figgvények differencidldsara vonatkozé tételt (a
"lancszabalyt”) vektorértékii fiiggvényekre!

oo
1
4.) (3 pont) Milyen p paraméter-értékekre konvergens a Z n sin (p) numerikus sor?

e
n=2

T
5.) (5 pont) a.) Fejtse hatvanysorba az S(z) ::/ t sin(t?)dt fiiggvényt!
0

b.) Hatdrozzon meg olyan N kiiszObszamot is, ameddig kiszdmolva az S-re
felirt hatvanysor dsszegét, a kozelités mér € := 5- 1075 hiban beliil marad, ha |z| < 1.

6.) (5 pont) Legyenek P(z) = z + 222 + 323, Q(z) = 32 — 222, R(z) = 2% + 1,
S(z) := 2% + 2. Linedrisan Osszefiiggenek, vagy fiiggetlenek ezek a polinomok a legfeljebb
harmadfokd polinomok P35 terében?

7.) (7pont) Hatdrozza megaz A :=

1
0 matrix sajatértékeit és a sajatértékekhez

O O = W
N OO

0 0
tartozd sajatvektorait! Diagonalizdlhato-e a matrix?

VN = OO



8.) (7 pont) Allapitsa meg, hogy hol, és milyen helyi szélséértéke van a g(z,y, z) :=
23+ y? + 22 4+ 122y + 22 fiiggvénynek!

9.) (6 pont) A ®(z,y,2) = (zy,e® 2% +ch(y+2)) : R - R? leképezés a P(1,—1,1)
pontot a @ = (—1,1,2) pontba viszi. Létezik-e ®-nek differencidlhaté ® ! inverz fiiggvénye
a @ pont koriil egy alkalmas kis kornyezetben? Ha igen, szdmitsa ki a D®~!(Q) inverz
derivaltat!

10.) (3 pont) Teljes differencidl-e a ch (z — y?)dz + zyzdy + sh (z — 2)dz kifejezés?

11.) (4 pont) Legyen H az a hiromszdg alaki tartomdny a sikon, amelynek hatirai az

g
me dzdy kettds

z-tengely, az y = x egyenes és az x = W egyenes. Szamitsa ki az I := //
H X

integralt!

12.) (8 pont) Egy talpas pohar kelyhe a z = 22 parabola elforgatasaval keletkezd forgasi
paraboloid alakjit mutatja. A pohdrban 4 cm magassagig 1 siiriiségii viz, afelett pedig 9 cm
magassigig « slrliségii ismeretlen folyadék van. Mennyi az ismeretlen folyadék « siirfisége,
ha a teljes folyadékmennyiség silypontja 5 cm magasan taldlhaté?



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Elovizsga feladatok megoldasai — E

0.) (3 pont: 3 j6 védlasz 3 pont, 2 jé 1, kevesebb 0 pont)
a.) HAMIS. (Nyilvan: pl. ), (—1)" és ), —2" is divergens.)

b.) IGAZ. (Ha (1,0,1) & [u, v, w], akkor ezek nem alkotnak bazist, ezért nem is linedrisan
fiuggetlenek, és determindnsuk — ami = V' (P)-vel - 0 lesz.)

c.) IGAZ. (U.i. C? fiiggvény mésodik parcidlis derivalétjai a Young tétel szerint nem
fliggenek a sorrendtdl, ami azt jelenti, hogy H szimmetrikus: ekkor pedig tanult tétel szerint
ortogondlis transzforméciéval diagonalizdlhato is.)

1.) (3 pont) A sorok Cauchy-szorzata ch, ahol ¢x = (aobg + arbg—1 + -+ - + agbo).

k
Ha a két Osszeszorzott sor egyike abszolit konvergens, a masik pedig legaldbb is konver-
gens, akkor a Cauchy-szorzat is (abszolit) konvergens.

2.) (3 pont) Akkor, ha L(ax+ fy) = aLx+ Ly teljesiil minden «, 8 € K szamtestbeli
(skaldr) egyutthatékkal és x,y € U vektorra.

Hauy,...u, az U, vy,... v, a V tér egy-egy bazisa, akkor ezen bazisok mellett a linearis
leképezés matrixa My, = [e;(L(u;))[iZ} ;—;, ahol tetszéleges v € V-re e;(v) a v; bazisvektor
egylitthatéja a v =>"" | e;v; felirdsban (ami minden v € V-re egyértelmfi, hiszen v; bézis).

3.) (3 pont) Lancszabély: Tegyiik fel, hogy f : R™ — RFés g : R - R™; f € C1(E),g9 €
CYD), a€D, RyCE, gla) =b€E. Legyen h:= fog:R" — R~

Ekkor h is folytonosan differencidlhaté D-ben, és Dh(a) = D f(b)Dg(a), azaz D(fog)(a) =
Df(g(a)) - Dg(a) (métrix szorzis).

4.) (3 pont) Az t.n. specidlis 6sszehasonlité kritérium, vagy mds néven hatérérték-teszt
segitségével dolgozunk: dsszehasonlitjuk az adott ) a, sort a ) b, sorral, ahol b, = n'=P,
Ekkor limy, o0 ap /by = limy o0 sin (nP) /n P = lim,, 1o sinz/z = 1, tehdt véges nem nulla
hatarérték van, és, mivel a,, b, > 0, a teszt alkalmazhaté: a két sor ekvikonvergens.

Mérpedig a ), by, sor a p-harmonikus sor, csak eltolt paraméter-értékkel: tehat konver-
gens akkor lesz, ha 1 —p < —1, tehat p > 2, és egyébként divergens. Ezért az eredeti sor is
pontosan akkor konvergens, ha p > 2 (és p < 2-re divergdl).

5.) (5 pont) Mivel sin az egész komplex sikon analitikus, a [0, 1] intervallumon beliili
t, és igy t3 értékek a hatvanysorba helyettesithetéek és a hatvanysor egyenletesen és ab-

szolt konvergens is lesz, igy tagonként integralhat6 is. Az ismert sinz = > (g;i)f)! n+l
s ’ , . —1\n 1\
sorfejtésbe befrva tehdt $3-6t, S(z) = [i¢t >, (gn+)1)!t6"+3 a=3,J (gn+)1)!t6”+4 dt =
—1)n 6 5 T . —1)" 6 5 Lz 778
Yon (6n+(5)(%n+1)!t " ]0 =2 (6n+(5)(%n+1)!$ " sorfejtés adodik.



A sor tagjainak abszolidt értékei lathatéan monoton csékkennek, el6jelei pedig alterndlnak,
igy ez egy alternalé (Leibniz tipusd) sor. Az ismert hibabecslés szerint tehat |Ry| < lan41]| =

(-~ 6(N+1)+5 1 .
’(6(N+1)+5)(2§N+1)+1)!$ (NT5] < GNTIDENTa) tekintve, hogy 0 <z < 1.

Innen probalgatassal megnézhetjik, mikor lesz a kiszdmolt hibabecslés elegendéen kicsiny.
Ha N = 2, akkor még taldn nem, de N = 3-ra mar (6N +11)(2N+3)! =29-9! = 29.9.56-6! =

261 -56-720 > 200-50-500 = 5-10% tehat a reciproka kisebb, mint 21077 < ¢, béven jé lesz.

6.) (5 pont) A teljes P3 tér 4 dimenziés, egy bézisa az 1 (konstans polinom), z, 22, z3

rendszer. Ebben a bdzisban felirva az adott polinomok koordinatait, a p = (0,1,2,3),q =
(0,0,—2,3),r =(1,0,1,0) és s = (0,2,1,0) egyiitthaté-vektorok adédnak. A rendszer linedrisan
figgetlen pontosan akkor, ha ezek a vektorok linedrisan fiiggetlnek, azaz ha a matrixuk teljes
rang, nem-szingularis, azaz ha a vektorokbdl — mondjuk mint oszlopokbdl, de ekvivalensen
akar mint sorokbdl — képzett determinins nem nulla. A kérdés tehit az, hogy

pl |01 2 3

_laq| |0 0 =2 3 P
d:= . Lo 1 0 =0 teljesiil-e’
S 02 1 0

Az elsé oszlop szerint kifejtve, majd tovabbi ekvivalens sormiiveletekkel kapjuk, hogy

1 2 3 1 2 3
a=lo —2 37y 5 3 :‘:2 _36‘:21;&0.
2 1 0 T |0 -3 —6

Tehat a megadott polinomok linedrisan fiiggetlenek.

7.) (7 pont) Az A mdtrix karakterisztikus polinomja a

A=-3 -1 0 0
-1 Ax-3 0 0
0 0 A—2 -1
0 0 0 A—2

pa(A) = det(AI — A) =

determindns kifejtésével kaphaté meg. A fenti determinans definicié szerint torténd kifejtésekor

csak két nem nulla szorzat keletkezik: (A —3)(A—3)(A—2)(A —2) és (—1)(—1)(A—2)(A—2),

el6bbi pozitiv, utébbi negativ elgjellel. (Vagy: elébb a 3. majd az utolsé oszlop szerint kifejtve

— —1

P T =00 - = 2P0 - )
Ebbél a pa(A) = (A — 2)3(A — 4) = 0 karakterisztikus egyenlet, valamint a A\; = Ay =

A3 = 2 és Ay = 4 sajatértékek adédnak. A Ay = Ay = A3 = 2 sajatértékekhez tartozd

sajatvektorok az (A — 21)x = 0 homogén linedris egyenletrendszer megolddsaként adédnak,

a determindnst, pa(A) = (A — 2)?

1 100
.. 1 10 0] g-5, ({1 1 00 " _
melynek egyiitthatomatrixa 0001l = 1oo0 01 . Ebbél 1 = —x4, x3 szabadon
0000

", ., -1 ,
valaszthato és x4 = 0 adddik, gy a sajatvektorok ¢ + s alakuak.

0
0

O = OO



A Xy = 4 sajatértékhez tartozé sajitvektorok az (A — 41)y = 0 homogén linedris egyen-
letrendszer megolddsai. A rendszer egyutthatématrixa

-1 1 0 -11 0

0 0 -1 10 0
1 —1 0 0] S+58,(=1/2)S4 |0 0 0 0| S3— 854 (—1/2)S;
0 010
0 0 -2 1 = 0O 0 =2 1 = 0 00 1
0 0 0 =2 0 0 0 1

és igy y1 = yo (értékiik szabadon megvalaszthatd) és y3 = y4 = 0 adddik, ezért a sajatvektorok
1

T (1) alakuak.

0
Az Osszes sajatvektorok dltal kifeszitett altér hiarom dimenzids, ezért az A matrix nem
diagonalizalhato.

8.) (7 pont) D, = R3, ahol g € C®(R3). A szélséértékek csak kritikus pontokban
léphetnek fel, ahol Vg = (322 + 12y, 2y + 122,22+ 2) = 0. Ebbél (a harmadik koordinatabdl)
z = —1, és az elsd két koordindta Altal szolgaltatott egyenletrendszerbdl kikiiszobolve y-t
0 =322 + 12y — 6(2y + 12z) = 322 — 72z = 0 azaz 3z(x — 24) = 0, tehit vagy = = 0, vagy
z = 24; a megfelel§ y értékek pl. a masodik egyenletbdl y = —6x = 0 és —144. Tehat a két
kritikus pont a = (0,0, —1) és b = (24, —144, —1).

Ezekben a pontokban megvizsgdljuk a masodik derivédltat, a Hesse méatrixot. Altaldban

g 9%¢ 9%

e @ @ 6x 12 0
H=DWg= |22 &g 04) = |12 2 0|, aminek sajétértékei nyilvinvaléan Az = 2
y ag 8g2
%9 9%g 9y 0 0 2
drz  Oyz 022
0 12 0
és a bal fels6 2 x 2 részmatrix sajétértékei: az a pontban tehdt H(a) = |12 2 0], a b
0 0 2
144 12 0
pontban pedig H(b) = [ 12 2 0].
0 0 2

A H(a) métrix karakterisztikus polinomja P,()\) = det(H (a)—\I) = (2—A\)[A\2—2X—144],
aminek A = 2 > 0 is gyoke, de van negativ gyoke is (u.i. pl. a masodik, masodfoki tényezd
konstans tagja a két gyok szorzata, és ez negativ). Tehdt H(a) indefinit, és a-ban nyeregpont
van.
A H(b) métrix karakterisztikus polinomja Py, (\) = det(H (b) — AI) = (2 — A\)[A2 — 146\ +
144] = (2 — A\)(A — A1)(A — A2), ahol a mdsodfoku egyenlet megoldéképletébdl A\ o = 73 +
V732 — 144, tehdt minden sajitérték pozitiv, és H(b) > 0. Ennek megfeleléen b-ben a g
fiiggvénynek helyi minimuma van.

Gondolkozhatunk gy is, hogy meghatarozzuk a H matrix féminorait. Az a pontban ezek
rendre 0, negativ és negativ lesznek, igy H(a) nem lehet sem negativ definit sem pozitiv
definit: mivel a determinansa nem 0, a A = 0 sem lehet sajdtértéke, ezért szemidefinit sem
lehet. Igy csak az indefinit lehetéség marad. A H (b) matrix féminorai viszont 144, 144, 288,
csupa pozitiv érték, ezért H(b) > 0.



9.) (6 pont) Létezik egy kornyezetben inverz, amely rdaddsul a @ pontban még de-
rivalhaté is, pontosan akkor, ha a D®(P) derivalt-matrix nem-szingularis (és ekkor D®~1(Q) =
D®(P) ! inverz métrix). Tehat tisztdznunk kell, hogy a D®(P) derivéalt-métrix szinguldris-e?

A derivaltmatrix

%(xayaz) %(xayvz) %((L‘,y,Z) Y xz 0
Dq)(x,y,z): %(:p,y,z) %{;(%yaz) %((II,ZI/,Z) = |e"7% 0 —e¥%
B (w,y,2) G2(n,y,2) Gi(ny,2) 20 sh(y+z) sh(y+z)
aminek az értéke P-ben
-1 1 0
De(P)=|1 0 -1
2 0 0

Léthat6lag ez a matrix nem szingularis (a determindns értéke -2), igy létezik derivalhatd
inverz.
Az inverz meghatarozasihoz Gauss-Jordan eliminiciot végziink:

-1 1 0 | 1 0 0] So4s, [ =1 0 | =1 0 0] s1+5
1 0 -1 | 01 0% o 1 -1 ] 1 1 0f%2%
(2 00 | 00 1] DS (0 2 0 | 2 0 1] (1S
[1 0 -1 | 0 1 0] amss [ OO0 | 0 0 1/2
01 -1 ] 1 1 of % Jo1o0o |1 0 1/2f,
00 2 | 0 -2 1] 00 1 |0 -1 1/2
tehdt
0 0 1/2
DN Q) =DeP) =1 0 1/2
0 —1 1/2

10.) (3 pont) Nem lesz teljes differencial, mert ez egy C'(R3) fiiggvény, igy a feltételezett
potencidljanak (ami mir akkor C2(R)-beli) teljesitenie kellene a Young tétel allitdsait, de a
keresztbe vett parcidlis derivaltak itt lathatéan nem egyeznek meg. Pl. dz egyiitthatéjanak
y szerinti parcialis derivéltja dch (z — y?)/0y = —2ysh (z — y?) mig dzyz/dz = yz.

11.) (4 pont) Vegyiik észre, hogy az integrandus fiiggvény folytonos (legaldbbis megsziintet-
hetd a szakaddsa, ha a hatdrokat is beleértjiik a tartomanyba és a hatarra esé O = (0, 0) pont-
ban az 1 hatarértéket tekintjik a fiiggvény értékének). fgy a fiiggvény Riemann-integralhatd
is, és alkalmazhatjuk ra a Fubini-tételt: a teriileti integrdlt a valtozdk barmelyik sorrendje
szerinti egyszeres integralok egymdasutini elvégzésével is kiszdmithatjuk.

Itt a célszerii az, ha eldbb (a bels6 integralban) y szerint integrdlunk, masként nem ju-
tunk célhoz egykonnyen. (Lehetséges hatvénysort is felirni, de ez nehezbb technika, mint
az y szerint kezdeni az integralast). Az y fiiggvényében konstans az integrandus, viszont az
integraldsi hatarokat meg kell hatdrozzuk: y-ban a I hiromszog-tartomany az y = 0 és az
y = z fuggvények kozzotti normaltartomany, és igy adott 0 < z < 7 esetén y-ban a [0, z]
intervallumon fogunk integralni.

I::// Smxdmdy://
H X 0o Jo

. T 4
"L dy da = / L [yf da = / sinz dz = [~ cosz]f = 2.
T 0 x 0



12.) (8 pont) Jelélje a pohar folyadékkal t6ltott belsejét P: ekkor a pohér fala a z =
2

22+ 9% (0 < 2 <9 < [(z,y) < 3) egyenletekkel irhaté le, igy konnyen lathatd, hogy
P={(z,y,2) €ER’ : (09)[(z,9)| = Va2 +y? <3, 2 +y> <z <9}

A forgdsszimmetria miatt a sdlypont (t6megkézéppont) a z tengelyen helyezkedik el,
mégpedig a z = % magassigban, ahol M a teljes P-ben elhelyezkedd folyadékmennyiség
tomege, M, pedig az vy sikra gyakorolt statikai nyomatéka. Tehat azt az egyenletet kell meg-
oldjuk, hogy z =, amihez az ismeretlen o paraméterrel ki kell szamitsuk az M Ossztomeget
és az M, statikai nyomatékot.

Vegyiik észre, hogy, bar neheziti a dolgunkat, hogy valtozo stirliségii anyaggal van dolgunk,
azért a siriiségfiiggvény igen egyszerii alakd, hiszen csak a magassagtol figg, és konkrétan

1 ha 0 <2z <4

« had<z<9

A feladatot direkt integraldssal is meg lehet oldani, de talan elegdnsabb és igy konnyebb
az (r,p,h) hengerkoordindtikra dttérve dolgozni. Valéban, ha H(r,¢,h) = (z,y,2) =
(rcos g, rsing, h) az &ttérési transzformacio, akkor Q := H 1(P) = {(r,,h) : 0 <r <
3,0< o <2m,r? <h<9}={(r,o,h) : 0<h<9,0<¢<2rm0<r<Vh} egyszerii alaky,
rdadasul a siirliségfiiggvény is ugyanolyan egyszer(i marad, hiszen p(H (r, ¢, h)) = po(h).

A kiszdmitandé mennyiségek tehat hengerkoordindtékra dttérve (és ek6zben felhaszndlva,
hogy az 4ttérés Jacobi-determindnsa a jol ismert Jy (r, @, h) = r érték), majd Fubini tételének
alkalmazasaval szukcessziv integralasra dtalakitva:

M= p(z,y, 2) dedydz = po(h)r drdpdh = e \/Epo(h)r dr do dh
P Q 0 Jo Jo

€S

9 p2n pvh
Mgy = /// zp(z,y, z)drdydz = /// hpo(h)r drdedh = / / / hpo(h)r dr dy dh.
P Q o Jo Jo

A belsé dr és dp szerinti integrilok konnyen kiszdmithatéak, mert sem h, sem pg(h) nem
fiiggenek ezektdl a valtozoktol (csak az r Jacobi-determindns értékét kell integralni, ami ¢-
ben szintén konstans, de r-ben is igen egyszerii), igy tehat

9 A 9 4 9 65
M= 271'/ po(h)[r? /21" dh = w/ po(h)hdh = (/ hdh +/ ahdh) = (8 + a2>
0 0 0 4

és hasonldan szamolva
9 9 4 9
4
My = 27r/ hpo(h)[r? /2]y dh = 7r/ po(h)h2dh = (/ h%dh +/ athh) = (% + 04625) :
0 0 0 4

amibdl

igy irhaté fel: p(z,y,2) = po(z) =

My, m(§+a8%%) 128 +1330a
z = = =

M r(8+a%)  48+19a

Behelyettesitve a kit{izés szerinti z = 5 értéket és megoldva az egyenletet, o = % ~ 0,315
adodik.



