Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatsor — L
Déatum: 2016. junius 22. Munkaidé: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kédja:

0.) (3 pont: 3 j6 vélasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitds igaz, melyik nem?
o

a.) "Ha egy Zuk Leibniz tipusd sor minden mésodik tagjat osszevonjuk az utana
k=0

oo
kovetkez6é paratlanadik taggal, akkor a keletkezd Z(uQn + Ugp+1) G sor mar abszolut kon-
n=0
vergens lesz.”

b.) "Ha egy matrix indefinit, akkor szinguléris is.”

c.) "Ha egy f fiiggvénynek egy P € intD; pontban van tdmaszsikja, akkor az
egyértelmi.”

1.) (6 pont) Fogalmazza meg és bizonyitsa be a Cauchy-Hadamard tételt!

2.) (3 pont) Mikor neveziink egy V' vektortérben egy U C V halmazt altérnek? Igazolja,
hogy ha U, W C V két altér, akkor U N W is altér V-ben!

3.) (3 pont) Hogyan fiigg dssze egy konvex, nyilt D C R"™ halmazon értelmezett C2(D)
osztalyu fliggvény konvexitasa és Hesse-matrixdnak jellege?

4.) (4 pont) Igazoljuk, hogy a Z ( ;))l—nz)
n=1

az € := 0,001 értékhez alkalmas N := N(e) kiiszob-indexet, amelyre teljesiil, hogy n > N
esetén az n-edik részletosszegek a sor Osszegét € hiban belill megkozelitik!

komplex tagu sor konvergens, és keressiink

1 x
5.) (5 pont) Az 4n. normdlis eloszlds stiriiségfliggvénye N(x) := ﬁ/ e "2t
T J—00

a.) Felhaszndlva, hogy N(0) = 0,5, irja fel N(x) Maclaurin-sorat!

b.) Meddig kell elmenni a szummadzasban, hogy N (1) értékét legalabb 2 tizedesre
pontosan megallapitsuk?

0 2 -1 2

3
6.) (3 pont) Szamitsakia @ := |1 —2 4 2 0| mdtrix rangjat!
1 0 2 -3 4



2 0 0 0
, 2 2 0 (o T
7.) (4 pont) Hatérozza meg az A := 9 0 -2 0 matrix sajatértékeit és a
0 -2 2 =2

sajatértékekhez tartozé sajatvektorait! Diagonalizalhato-e az A matrix?

8.) (7 pont) Tekintsiik az F(z,y, z) = (cos(z+2), xy+22%,y* +e%) : R — R3 fiiggvényt!
Ekkor a p := (0,1,7/2) pont képe a q := F(p) = (0,0,2) pont lesz. Invertilhaté-e diffe-
rencidlhaté médon az F fliggvény a p pont egy kornyezetében? Ha igen, hatdrozza meg a
G := F~! legjobb linedris kozelitésének egyenletét a q pontban!

9.) (5 pont) Hatdrozza meg a 1 (z,y) := e*“lch(y + 1) — logx fiiggvény értelmezési
tartomanyat és értékkészletét! Hatdrozza meg a fliggvény sszes (helyi) szélséértékeit!

1 1
10.) (5 pont) Teljes differencidl-e az (— + 3? cos(zy?)) dx + 2zycos(xy?) dy + — dz
x z

kifejezés? Ha nem, igazolja, hogy miért nem, ha igen, hatdrozza meg a potencidlfiiggvényt!

11.) (5 pont) Mennyi az O origétdl vett dtlagtavolsdga azoknak a sikbeli pontoknak,
amelyek nincsenek 1-nél kozelebb, de 2-nél tavolabb sem O-t617

12.) (7 pont) Egy talpas pohar kelyhe a z = 22 parabola elforgatdsdval keletkez6 forgasi
paraboloid alakjat mutatja. A pohdrban 4 cm magassagig 1 slirliségi viz, afelett pedig 9
cm magassagig a = 0, 8 siiriségii folyadék van. Milyen magasan talalhaté a poharban 1évo
folyadékmennyiség sulypontja?



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatok megoldasai — L

0.) (3 pont: 3 j6 vélasz 3 pont, 2 jé 1, kevesebb 0 pont)

a.) IGAZ. (U.i. egy Leibniz tipusi sor konvergens — de akkor a részletosszegek Sap+1
részsorozata is konvergal a sor teljes Osszegéhez: marpedig a monotonitasi feltevések szerint
Uoy + Uon+1 allandé elGjelli, igy ha a részletosszegek konvergalnak, akkor abszolut konvergens
a soruk.)

b.) HAMIS. (U.. indefinit azt jelenti, hogy vannak pozitiv és negativ sajatértékei is
— ebbél nem kovetkezik, hogy 0 sajatérték is volna, ami pedig a szingularitdssal ekvivalens.)

c.) HAMIS. (Mar egy dimenziéban is hamis. Pl. a z = |z| fiiggvény z tengely koriili
korbeforgatdsaval — azaz a z(z,y) = /22 + y? kip alaki figgvénnyel — kaphatunk ”valédi
tobbvaltozds” példat is.)

1.) (6 pont) Cauchy—Hadamard tétel. Ha 3L := li_>m V/|an|, akkor a
(*) > an(z—20)"
n=0

(beleértve, hogy ha L = 0, akkor R = 400, és ha

S

hatvanysor konvergenciasugara R =

L = 400, akkor R = 0).

Bizonyitds: Legyen R :=1/L.

Ha |z—z9| > R, akkor |an(2—20)"| = (/]anl|-|z—20])" > 1 (n > ng), mert {/|an|-|z—20] —
L-|z—2z|>L-R=1,ésigy n>mnpra {/|lay| |z — 20| > 1 = az n-edik hatvénya is > 1
lesz. Tehdt |z — zg| > R-re (*) divergdl.

o0
Miésfeldl, ha r < R tetszileges, akkor |z — zg| < r esetén (x)-ot majorizélja a Z |an|r"™
n=0
numerikus sor, és erre a specidlis gyokkritérium alkalmazhatd, mivel {/|a,|r* — L-r < 1.

2.) (3 pont) Akkor nevezziikk U-t altérnek, ha U C V és U maga is vektorteret alkot
a V-beli miveletekre. Mivel a miiveleti azonossagok az egész V-ben érvényesek, ehhez csak
az kell, hogy U-beli vektorokkal végzett miiveletek — egy skaldrral valé beszorzas, illetve két
vektor Gsszeaddsa — ne vezessen ki az U halmazbdl (miiveleti zartsag teljesiilon).

Ha uw,w e UNW, akkor u4+w € U és u+ w € W, tehat u +w € U N W, hasonldéan a
skalarszorosra, tehat U N W is zart lesz a miiveletekre.

3.) (3 pont) A fiiggvény pontosan akkor konvex D-n, ha a Hesse mdtrixa (azaz a
méasodik derivéltja) az egész D-n pozitiv szemidefinit. (A pozitiv definitség nem sziikséges,
csak elégséges!) Hasonldan, a fliggvény pontosan akkor konkav, ha Hesse-mdtrixa negativ
szemidefinit D-n.



Nem volt az el6adéason részletesen megtargyalva, de az egyvaltozds ismereteink alapjan
kihozhatd, hogy a konvexitds nem szigori pontosan abban az esetben, ha van olyan [p,q] C D
szakasz D-ben, amelynek mentén a Hesse matrix pozitiv szemidefinit, és konkrétan a v. = q—p
irdnyban éppen 0, azaz Hv = 0 a [p, q] szakaszon. (Ez azt jelenti, hogy a szemidefinitség
alapjan 1étez6 0 sajatértékhez tartozé (egyik) sajatvektor éppen a v = q — p vektor az Gsszes
pontban a [p,g]-n. (Bénusz + 2 pont!)

\n n
4.) (4 pont) A sor abszolit konvergens, mivel > >° ‘(1;) =3, (ﬁ) = 1\/ =
konvergens geometriai sor. Az abszolut sor hibdja is geometriai sor lesz: |Ry| = |S —

v
n N+1 N+1
SM<Enn (8) = (8) Z5< (%) =2 mivl V2x 1,41 <15
Szerencsére 210 > 1000, igy ha N = 10, akkor mér 2719 < 0,001 = «.
5.) (5 pont) Az N(0) = 0,5 értelmében N(z) = 0,5+ \ﬁ NG ~*/2dt. Mivel az expo-

nencialis fiiggvény hatvanysora egyenletesen konvergens, a hatvanysorba —t2/2-t helyettesitve
a sor integralasa elvégezhetd tagonként, amibol

1 1 © 2n+1
2 2n
N = g = e S ([ i) = e Y

A felirt sor x = 1-re gyorsan konvergdl, és a hibdja

1 o 1 1 1 = 1
Ry = —— < - 27" = )
N Ve n;ﬂ 2" 2n+1)n! ~ 2(2N +3) (N +1)! nz%:ﬂ (2N +3) (N + 1)l 2N+

Ezért ha ¢ = 0,005 hiban beliil akarunk kozeliteni, akkor elegend6 azt biztositani, hogy
(2N +3) (N +1)! 2N+ > 1/ = 200 legyen, tehat elegendd mar az N = 2 érték is, u.i.
7-6-2%=42-8>40-8 > 200.

6.) (3 pont) A matrix rangja az a maximalis k érték, amelyre még taldlhaté k x k-as
nem-szingularis részmatrix. Mivel a sorok szama 3, k < 3 — vizsgaljuk ezért meg a 3 x 3-
as aldetermindnsokat (részmétrixok determinédnsait)! Ha ezek kozott taldlhaté nem-nulla
determindns, akkor a matrix rangja 3 (és ha nem taldlhatd, akkor a rang legfeljebb 2 lehet).

3 0 2
Az els6, a masodik és mondjuk a harmadik oszlopbdl képzett aldetermindns most |1 —2 4|,
1 0 2
. (g . e s 3 2 Py L1
amit a masodik oszlop szerint kifejtve (—2) - | o = (—2)(6 — 2) = —8 # 0 érték adodik,

tehdt r(Q) = 3.



7.) (4 pont) Felhasznélva, hogy alsé hdromszog métrix sajatértékei a féatléban 16v6

elemek egyszertien adédik, hogy az A matrix sajatértékei Ay = Ay = 2 és A\g = Ay = —2.
A 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat az (A — 2I)x = 0 homogén linedris egyen-
0O 0 0 0
" . . e 0 0 0 .
letrendszerbdl kapjuk, melynek egyiitthaté matrixa 0 -4 0 Gauss-Jordan eli-
0 -2 2 -4
2 0 0 O 1 0 0 0
minéciéval oldjuk meg az egyenletrendszert: < [0 0 —4 0| &< (0 0 1 0| &
0o -2 2 -4 0 -2 0 —4
10 00 _02
0 1 0 2|,amib6l x; = x3 =0 és o = —2z4 adddik, igy a sajatvektorok ¢ 0 alakuak.
0 010
1
A —2 sajétértékhez tartozé sajdtvektorok az (A + 2I)y = 0 homogén linearis egyenlet-
4 0 00 1 0 00
. . . o 2 4 00 0 4 00
rendszerbél szamolhatoak. Ennek egytitthatématrixa 5 0 0 0 & 00 0 0 &
0 -2 2 0 0 -2 2 0
0

0
0, amibél y; = yo = y3 = 0 és y4 tetszOleges: a sajatvektorok y = s 0 alakuak.
0

1
Az A matrixnak csak két linedrisan fiiggetlen sajatvektora van, igy nem diagonalizalhaté.

o O =
O = O
_— o O

8.) (7 pont) Jeloljék a képtérben a koordindtédkat (u,v,w), azaz legyen u(x,y,z) =
cos(x + 2),v(x,y,2) = xy + 22, w(z,y,2) = y*> + e* és F(r,y,2) = (u,v,w): ekkor a
G(u,v,w) = (z,y, z) inverz fliggvényt keressiik a q := (0,0, 2) pont kérnyezetében.

Az F € C! fiiggvény mindenképpen invertalhaté differencidlhaté médon, ha a legjobb
linedris kozelitése invertdlhatd, azaz ha a derivalt-matrixa nem-szingularis. A derivalt most

%(P) %Z(P) %Z(p) —sin(x+z) 0 —sin(z+ 2) -1 0 -1

DF(p) = §7",§(p) (%Z(P) (g%(p) =| y+2zz = 22 =[1 0 0
x

(@) 3, () 37 (P) e 2y 0 p I 2 0

Ennek a derivalt-métrixnak a determinénsa -2, tehat nem-nulla, igy a derivalt-matrix nem-
szinguléris, invertdlhaté. Az eléadéason tanultak értelmében ekkor az inverz lesz a G fiiggvény
derivaltmétrixa a q pontban: DG(q) = DF(p)~1.



8.) m.o. folytatdsa: Szdmitsuk tehdt ki Gauss-Jordan elimindciéval az inverz matrixot:

10 -1 ] 100 1 0 0 | 010

H —
100]01051 52—10—1\100S2+51’S3S1
12 0 001 < |12 0 |00 1 <
10 0 | 0 1 0] 10 0 | 0 1 0]

So < S, 1/2)S,,(—1)S.
00—1\11023020]0—11(/)2’()3
02 0 [0 -11 < Joo-1]1 1 0 <
100 0 1 0 o 1 0
010 ] 0 —1/2 1/2|, azaz DF(p)'=|0 -1/2 1/2
001 ] -1 -1 0 -1 -1 0

és az inverz lokélisan legjobb linedris kozelitése a Au := (u,v,w)” — q jeloléssel

0 1 0 U
G(u,v,w) = L(u,v,w) := G(q) + DG(q)-Au=p+ | 0 —1/2 1/2|-| v
-1 -1 0 w— 2

Tehat a 1.j.1.k. egyenlete

L(u,v,w) = (0,1,7/2) + (v, —v/2 4+ w/2 - 1,—u —v) = (v, —v/2 +w/2,7/2 — u — V).

9.) (5 pont) Nyilvanvaléan Dy = {(z,y) : x > 0} nyilt félsik, és itt ¢» akdrhanyszor
diferencidlhato is. A fiiggvény pl. rogzitett x = 1 értékek mellett is y — co esetén végtelenhez
tart, tehat globdlisan nincsen véges maximuma, az értékkészlet kiterjed +oco-ig és a fiiggvény
supremuma supp, ¢ = +0oo.

Meg lehet gondolni, hogy |(x,y)| — oo vagy (z,y) — (0,%0) € 0Dy, esetén ¢ (x,y) — 400,
ezért 1-nek kell legyen (globalis) minimuma, m, amire tehdt m = v (a) és igy Ry = [m, 00).

Mivel D, hatdra — az x = 0 egyenes, azaz az y koordinata-tengely — nem tartozik az
értelmezési tartomanyhoz (a fliggvény nyilt halmazon van értelmezve), helyi szélséértékek is
csak a tartomany belsejében lehetnek, ahol v C*° osztalyu, igy szélséérték-helyen kritikus
pontjanak is kell lennie, azaz Vi = 0.

A széls6értékhelyek megkereséséhez tehat megkeressiik ¢ kritikus pontjait. Vi) = (e*~!ch (y+
1) — 2,e" Ish (y + 1)) = (0,0) miatt a mésodik koordinatdbdl sh (y + 1) = 0, azaz y = —1 és
ezt visszahelyettesitve az elsé koordinatéba, e*~'ch 0 — % =0, tehat e* 1 =1/2. Az 2 >0
félegyenesen az e*~! fiiggvény szigortian monoton nové, az 1/z pedig szigortan csékkend,
tehat egyetlen metszéspontjuk lesz (mdsképpen indokolva: az e*~1 — 1/z fiiggvény szigorian
novekvo, igy egyetlen gyoke lesz): konnyii észrevenni, hogy ez az x = 1 értékre 1ép fel. Tehat
egyetlen kritikus pont van, az a := (1, —1) pont.

A szélséértékhely léte%éséne2k eldontéséhez a masodik derivaltat is megvizsgaljuk. A Hesse-
métrix H = D@y = [g;g g;?j] — [61_1Ch (y+1)+ 5 e lshy+1)

92 92 r—1 r—1 )
Ty e’“'sh(y+1) e*“'ch(y+1)

ahova behelyet-

. 2 0 PR o . iy . (s
tesitve az a pontot, H(a) = [O J adédik. Ez nyilvanvaléan egy pozitiv definit matrix:

H(a) > 0. Ezért itt lokdlis minimuma van a 1) fiiggvénynek.



9.) m.o. folytatdsa: Auzt, hogy ez globdlis minimum is egyben, azt tobbféleképpen
is igazolhatjuk. A fenti meggondolds (arrél, hogy a hatdrokon vagy végtelenben a fv. +oo-
hez tart) is ezt adja, vagy hivatkozhatunk v konvexitdsara is: ez utébbi azért all fenn, mert
V(z,y) € Dy-re H > 0: ui. a féminorokra hy; > 0 és det H = (e* )2 {ch?(y + 1) +
2l ~%ch (y + 1) —sh?(y + 1)} = e?*72{1 + 22e'~%ch (y + 1)} > 0. Végiil, direkt 6sszeha-
sonlitéssal is latszik, hogy — mivel a ch fiiggvény legkisebb értéke 1 — 1)(z,y) > e* 1 —logx =
y(x) > min(om)(ex_l —logx) = 1, mert ennek derivaltja csak = 1-ben tiinik el, és amuigy
konvex.

Tehat Ry = [1,4+00).

10.) (5 pont) Jeldlje a felirt differencidlt udr + vdy + wdz. Az itt szerepl6 u,v,w
fiiggvények folytonosan differencialhatéak, tehat pontosan akkor van p(z, y, z) potencialfiiggvényiik
— amire tehdt Vp = (u,v,w), dp = udz + vdy + wdz &ll fonn — ha a keresztbe vett parcidlis
derivaltjaik (azaz p két kiillonbozé valtozd szerinti mésodik parcidlis derivéltjai) megegyeznek.
Ezt a (Young tétel szerinti) feltételt kell ellendrizziik tehét.

A w(z,y,z) = 1/z harmadik koordinédtafiiggvény minden més vatozotdl fiiggetlen, azaz
Oow/dx = Jw/dy = 0, és teljesiil is, hogy du/0z = 0 és dv/dz = 0, mert u,v meg nem
fiigg 2-t6l. Végiil a harmadik egyenléség, amit ellenérizniink kell, du/dy = dv/0x. Ezeket
kiszamitva, Ou/0y = 2y cos(xy?) — 2xy> sin(xy?) és Ov/dx = 2y cos(zy?) — 2xy> sin(xy?), ezek
is egyenléek, tehat teljestil a Young-feltétel, és létezik potencidlfiiggvény.

A potencidl meghatarozésahoz dp/dy = 2xy cos(zy?) miatt — mivel a cos alatti fv. de-
rivaltja szorzétényezdként szerepel, azaz a kifejezés az y véltozéban éppen cos(p(y)) ¢'(y)
alaki — azt kapjuk, hogy p(x, v, 2) = sin(xy?) + ¢(x, 2), ahol ¢ nem fiigghet y-tél csak z-t8l és
z-t6l. A harmadik koordindtafiiggvénybdl hasonléan p(x,y, z) = log(z) + d(x,y), és e kettd
egyenl6sége miatt p(x, y, ) —sin(zy?)—log z nem fiigghet sem y-tol, sem 2-t6l, azaz p(x,y, z) =
sin(xy?) +log z + a(x). Végiil az els6 koordinatabdl p(z,y, z) = log x +sin(zy?) + A(y, 2), és e
ketté megegyezése alapjin a(z) = logx —log z— A(y, 2), a(x) —logz = C, igy a(z) = logxz+C
és p(x,y,2) = logz + sin(zy?) + log z + C.

Derivalva valéban ellenorizhetjiik, hogy dp = udx + vdy + wdz.

11.) (5 pont) Egy (z,y) pont O-t6l vett téavolsiga f(z,y) := /22 + y?, ezt kell
atlagolnunk azon a G gylri-szeri tartomanyon, amelyet az O kozepi 2-sugaru korbol az
egységkort elvéve kapunk: G = {(z,y) € R? : 1 < (/22 +y? < 2}. Az étlag az f(z,y)
fliggvény integraljanak a G tartomany teriiletével vett hanyadosa: maganak a tartomanynak
a teriiletét is lehet integraldssal szamolni, de régéta ismerjiik is, hiszen a kor teriilete 7?2, igy
Teriilet(G) = 3.

Direkt integraldssal is ki lehet szdmolni a felmeril§ I := [ fG f(z,y) dxdy integrélt, de
sokkal jobb attérni polarkoordindtakra: I = [[ ®(T(r,¢))Jr(r,¢) drdp, ahol T(r,¢) =
(7 cos o, rsin @) a polarkoordinatas attérés leképezés, E = T—1(G) a G tartomany megfeleldje
a polarkoordinatakban, és Jr(ry) := |det DT'(r, ¢)| az attérés Jacobi-determinansa. Ezeket
konkrétan befrva ®(T'(r,p)) =1 és Jr(r,) = r, valamint £ = {(r,¢) : 1 <r<2,0<¢ <
2pi} = [1,2] x [0, 27] "polar-koordinatas tégla” tartomany.

Fubini tételét alkalmazva tehat I = [[,r? drdp = fo% 12 r? dr dp = 27[r3/3]3 = 147 /3.
l47/3 14

3m9°

fgy a keresett atlag értéke A =



12.) (7 pont) Jelolje a pohar folyadékkal toltott belsejét P: ekkor a pohér fala a z =

22 +92%, (0 < 2 <9 < |(z,y)] < 3) egyenletekkel frhaté le, igy konnyen lathaté, hogy
P={(x,y,2) €eR® : (0)|(z,y)| = Va2 +y2<3, 22 +y? <2<9}).

A forgdsszimmetria miatt a silypont (témegkdézéppont) a z tengelyen helyezkedik el,

mégpedig a z = Aﬁy magassagban, ahol M a teljes P-ben elhelyezkedd folyadékmennyiség
tomege, M,, pedig az xy sikra gyakorolt statikai nyomatéka. Tehdat Z meghatdrozdsahoz ki
kell szdmitsuk az M Ossztomeget és az My, statikai nyomatékot.

Vegylik észre, hogy, bar neheziti a dolgunkat, hogy valtozd siirtiségii anyaggal van dolgunk,
azért a surlségfiiggvény igen egyszerti alakd, hiszen csak a magassagtol fliigg, és konkrétan
1 ha 0<2z<4
a=08 ha4<z<9

A feladatot direkt integralassal is meg lehet oldani, de talan elegdnsabb és igy konnyebb
az (r,¢,h) hengerkoordinatédkra &ttérve dolgozni. Valéban, ha H(r,¢,h) = (z,y,z) =
(rcos g, rsing, h) az attérési transzforméacio, akkor Q := H-Y(P) = {(r,pp,h) : 0 <1 <
3,0<p<2mr?<h<9}={(r,o,h) : 0<h<90<p<2r,0<7r< \/E} egyszeril alakd,
raadasul a slirtiségfiiggvény is ugyanolyan egyszerti marad, hiszen p(H (r, ¢, h)) = po(h).

A kiszdmitandé mennyiségek tehat hengerkoordinatakra dttérve (és ekozben felhasznélva,
hogy az attérés Jacobi-determinansa a jol ismert Jy(r, ¢, h) = r érték), majd Fubini tételének
alkalmazasaval szukcessziv integrdlasra atalakitva:

M = plz,y, 2) dedydz = po(h)r drdedh = T \/Epo(h)r dr de dh
P Q 0 0 0

es

9 pr2r pVh
My = /// zp(z,y, z)drdydz = /// hpo(h)r drdedh :/ / / hpo(h)r dr dy dh.
P Q o Jo Jo

A belsé dr és dp szerinti integrdlok konnyen kiszamithatéak, mert sem h, sem po(h) nem
fiiggenek ezektdl a valtozoktdl (csak az r Jacobi-determinans értékét kell integralni, ami ¢-
ben szintén konstans, de r-ben is igen egyszerti), igy tehat

9 9 4 9
M= zﬂ/ po(R)r2/2Y* dh = 7r/ po(h)hdh = = (/ hdh+/ O,Shdh) .
0 0 0 4

igy rhaté fel: p(x,y,z) = po(z) =

és hasonldéan szamolva

9 4 9 4 4
Mxy:27r/ hpo(R)[r2 /2" dh = = /thh+/ 0,8h%dh ) = (0% 4 2005 _ 596
0 0 ) 35 3 3
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