Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - Els6 Zh. A csoport / feladatsor
Datum: 2016. aprilis 6. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

1.) (3 pont) Konvergens-e a Z nt numerikus sor? Igazolja a vdlaszat!
n=1

— V/nT +n2
2.) (2 pont) a) Mit jelent az, hogy a > -, f, fiiggvénysor normdlisan konvergens egy
H halmazon?
b) Mondja ki Weierstrass tételét normalisan konvergens fligggvénysorokral

3.) (4pont) a) Szdmitsa ki 1/0, 98 értékének egy j6 kozelitését a g(x) := /1 + x fiiggvény
0 kortli legjobb 3-adfoku polinom kozelitésével!

b) Hatdrozza meg ebbdl a /2 egy jé kozelitését! Mennyi a hiba, ha a (majdnem) pontos
érték v/2 = 1,414213562? (Utmutatds: v2 = 12,/0,98.)

4.) (b pont) Legyen 0 < a < 7 adott paraméter. Tekintsiik azt az o := o (z) fliggvényt,
amelyet Uigy definidlunk, hogy a(x) := 1 ha || < a, a(+a) = 1/2, és a(x) =0 haa < |z| < 7,
valamint « 2m-vel periodikus.

a) Fejtsiik Fourier-sorba az a fiiggvényt!

b) Allapitsuk meg, hogy a Fourier-sora konvergens-e, és hova tart R-en!

¢) A 0 pontbeli konvergencidb6l olvassuk le a megfelel végtelen sor értékét. Mit kapunk,
ha pl. a = w/27

1 1
3 2
-3 0
5.) (2 pont) Szamitsa ki R™-benap:= | 0 | ésq:= | 1 | vektorok szogét!
-5 -3
0 1
L4 L 2]
6.) (4 pont) Keressiik meg az Osszes olyan linedris kombindci6t, amellyel R*-ben a
1 -2 3 -2 -1
p:= g , q = _06 , I = :1)) és az s := _23 vektorokbdl el6all a b := _53 vektor.
1 -2 —1 2 3

Az alabbi értékelési tablazatot a gyakorlatvezet6 tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat | 6.feladat | Osszesen




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - Els6 Zh. B csoport / feladatsor
Datum: 2016. aprilis 6. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

1.) (2 pont) K EOO (1) sin ikus sor? Igazolja a valaszt!
. pon onvergens-e a ————" numerikus sor? Igazolja a valaszat!
Vviogn
n=1

o
2.) (3 pont) a.) Mit jelent az, hogy a Z ar(z — a)® hatvanysor konvergenciasugara R?

k=0
b.) Fogalmazza meg a Cauchy—Hadamard-tételt hatvanysorok konvergenciasugardra vo-

natkozélag!
3.) (4 pont) Hatérozza meg e~ "3 értékét négy tizedesjegyre pontosan!

4.) (5 pont) Ertelmezziik a G fiiggvényt gy, hogy G(x):=zha—-7m<z<m Gkr)=0
€ 7Z), és G 2m-vel periodikusan van kiterjesztve R-re.

a) Fejtsitk Fourier-sorba a G fiiggvényt!

b) Allapitsuk meg, hogy a Fourier-sora konvergens-e, és hova tart R-en!

¢) Hatdrozzuk meg G(m/2) értékébdl a > >° D™ alterndlé sor értékét!

(k

m=0 2m+1
e - o
0 1
(o . 6 41, 2 .
5.) (2 pont) Szamitsa ki R°-ban az x := o BY= | vektorok szogét!
—4 6
L 1 - __1_
6.) (4 pont) Keressiik meg az Gsszes olyan linedris kombindciét, amellyel R*-ben a
4 1 2 2 1
-3 ~1 —2 ) R o
b:= - vektort az u := g V=L W= g | Sazi= vektorok linedris
) 2 4 1 )

kombinacidjaként allithatjuk eld!

Az alabbi értékelési tablazatot a gyakorlatvezet6 tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat | 6.feladat || Osszesen




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - Els6 Zh. C csoport / feladatsor
Datum: 2016. aprilis 6. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:
o (2n)!
1.) (2 pont) Konvergens-e a Z '3' numerikus sor? Igazolja a valaszét!
n!
n=1

2.) (5 pont) Azt mondjuk, hogy egy akdrhanyszor differencidlhaté fliggvény ciklikus
derivdlti fiiggvény, ha létezik olyan k € N egész, hogy f*)(z) = f(z). (Gondoljunk pl. a
cosz fv.-re, amelyre k = 4, vagy az e® fiiggvényre, amire k = 1.)

Igazoljuk, hogy ha f ciklikus derivaltu fiiggvény, akkor f Maclaurin sora minden korlatos,
zért I := [—a, a| intervallumon egyenletesen konvergal!

(Megjegyzés: Azt nem kell most bebizonyitani, hogy a hatvanysor ténylegesen magahoz
az f figguényhez konvergdl, csak magét a konvergencia tényét.)

3.) (4 pont) Szamitsa ki In(1,3) értékét az In(1 — x) fliggvény Maclaurin sordnak
segitségével 2 tizedes pontossaggal!
4.) (3 pont) Tegyiik fel, hogy egy u : R — R fliggvény nemcsak 2m-vel, de m-vel is

periodikus. Léssuk be, hogy ha w Riemann-integralhato is, akkor az w fliggvény Fourier-
soraban a paratlan indexli egyiitthatdk eltiinnek.

[ 17 1
0 3
(o . 6 -2, -2 .
5.) (2 pont) Szamitsa ki R°-ban az x := 0| &Y= vektorok szogét!
2 2
L 1 - - 1 -
6.) (4 pont) Keressiik meg az Gsszes olyan linedris kombindciét, amellyel R*-ben a
3 2 1 3 1
—2 ~1 -1 ~1l ., o o
b = 4 vektort az u := g P ViE W= 5| sazi= |, vektorok linedris
1 1 0 2 1

kombinacidjaként allithatjuk eld.

Az alabbi értékelési tablazatot a gyakorlatvezetd tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat | 6.feladat || Osszesen




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - Els6 Zh. D csoport / feladatsor
Datum: 2016. aprilis 6. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

o0
1
1.) (2pont) Milyen p > 0 paraméterértékek esetén lesz konvergens a g Vntg <p>
n

n=1
numerikus sor? Indokolja meg a véalaszat!

2.) (4 pont) Igazoljuk, hogy tetszileges kompler értékekre is fenndll a val6sbél jol
ismert 2sin z cos z = sin(2z) azonossag! (Az azonossag érvényességét valds értékekre fel lehet
hasznalni.)

3.) (4 pont) Szamitsuk ki az I := fol 22 cos\/z dr hatdrozott integral 3 tizedesjegyre
pontos értékét!

4.) (4 pont) a.) Milyen kapcsolatot tiikroz az f fiiggvény ay, b, és a ¢ fiiggvény oy, B,
Fourier-egytitthat6i kozott az, ha f(—x) = ¢(z)?

b.) Mit mond a taldlt Osszefiiggés paros fliggvényekre?

1 -1
6

5.) (2 pont) Szémitsa ki R%-ben az a:= |—3| és b:=
0
2

vektorok szogét!

N WO N

6.) (4 pont) Keressiik meg az Osszes olyan linedris kombindciét, amellyel R*-ben a

0 -2 -1 -1 5

b:= -0 vektort az u := -1 , Vi= -3 , W= 7 ésaz:= 0 vektorok linedris
1 1 1 -1 -2
3 1 2 —4 -1

kombinacigjaként allithatjuk eld.

Az alabbi értékelési tablazatot a gyakorlatvezet6 tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat | 6.feladat || Osszesen




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - I. Zh. — Megoldasok — A csoport

1.) (3 pont) Nem. A }»  n7P p-harmonikus sor ui. p < l-re divergens (pl. az
integralkritérium szerint, avagy minoranskritériummal és a harmonikus sor divergenciija
n*+5  n?(1+5n7%) RV 5n 2
It wYirns At
an/bn, = (14+5n72)/V1 +n=5 — 1; ezért az dsszehasonlits kritérium alkalmazdsdval ", a, <
00 Y by <00, Y a, =00 Y, by =00, és itt most 3, by, = >, n”/3 = oo 4ll fenn.

by := n~1/3 tagokra

miatt), és az a, :=

2.) (2 pont) a.) > fn normalisan konvergens H-n, ha létezik olyan (abszolit) kon-
vergens (nem-negativ tagi) numerikus sor, > ay,, hogy Vo € H |f,(z)| < a,. (Mivel a,
egy abszolutértéket majordl, ebben benne van, hogy a, > 0 - ezért a normalis konvergencia
definiciéjaban el lehet hagyni ezt a kikotést.)

b.) Weierstrass tétele: Ha ) f, normalisan konvergens a H halmazon, akkor ugyanott
abszolit és egyenletesen is konvergens.

3.) (4 pont) a)+/0,98 = /1 —0,02. Az ismert binomidlis sort felirva az z = 0, 02 helyen
adédik vI+z = 3.2 (1/%)2". Ennek harmadik részletosszege a legjobb 3-adfoki kozelités,
amelyet persze megkaphatunk a Taylor-polinom egyiitthatéit derivalasokkal kozvetleniil kiszé-
molva is. Behelyettesitve az x = —0, 02 értéket, kapjuk, hogy /0,98 =~ T3(—0,02) = 1-0,01+
(1/2)0,022 — (*4%)0,023, azaz /0,98 ~ 0,99 — 0,00005 — 0,0000005 = 0, 9899495.

b) V2 = 22, /(5)22 = L./0,98 ~ L .0,9899495 = 9,899495 : 7 = 1,414213571..., a

hiba ~ (1,414213562 — 1,414213571 =) — 0,000000009.

4.) (5 pont) a) Az «a fv. péros, igy sin-os tagjai nem lesznek, ay = L és ap =
o0 .
: : a 2sin(na
L% cosny dp = L[gnnzle — 251;2”‘1). Tehat o Fourier-sora — + Z 2sin(na) COS L.

T ™™
n=1

b) Mivel a fv. szakaszonként folytonosan differencialhaté, Fourier-sora tanult tétel értelmében
konvergens, mégpedig a bal- és jobboldali hatarértékek szamtani kozepéhez, igy esetiinkben
magahoz az « fiiggvényhez.

c)l=a0)=2+3", 23%;"‘1) cos0 azaz T5% =3 > Singlim); ha a = 7/2, akkor a paros

n=1
n = 2m indexekre sin(2m%) = sinmm = 0, maradnak a paratlan tagok, és § = >"> %
. P-4 pP-q (
5.) (2 pont) A vektorok szogére cos Z(p,q) = = . Innen szamolva
) ) (P-a) pllad VPP VA q
1+6+0+0+(=5)(—3)+0+8 30 V3

)

cos Z(p,q) = = = —
Pd) = 90T 0T VI 0T T 0 1 Voo vao | 2
tehat Z(p,q) = /6.



6.) (4 pont) Az x1p + x2q + z3r + 248 = b egyenlet egy linedris egyenletrendszerre
vezet, aminek kibdvitett matrixa,

1 -2 3 -2 | -1
3 -6 1 2 | 5
0 0 3 -3 | -3
1 -2 -1 2 | 3

A bal fels6 sarokban 1-es van, igy azt valasztjuk els6 vezérelemnek. Az S, — 357, Sy — Si
sor-miiveletekkel kinulldzzuk az elsé oszlop egytitthat6it (a megmaradd legelsé kivételével

persze), majd észrevéve az egyszeriisitési lehetdséget, —— S5 beszorzést alkalmazunk, végiil a
3. és 4. sorokat teljesen kinulldzzuk az S35 — 355 és Sy + 455 sormiiveletekkel:

1 -2 3 -2 | -1 1 -2 3 -2 | -1 1 -2 3 -2 | -1
000 —8 8 | 8 0 0 1 —1 | -1 _[0 0 1 -1 ] -1
0 0 3 -3 | -3 0 0 3 -3 ] -3 00 0 0 | 0
0 0 —4 4 | 4 0 0 -4 4 | 4 00 0 0 | 0

A csupa nulla 3. és 4. sorokat elhagyva, mér 1épcsés elrendezésben (s6t: normélt 1épcsés
elrendezésben) van a rendszer, ahonnan visszafejtéssel is meg lehet azt oldani.
De ha még tovabb szamolunk, akkor S; — 35; utan kapjuk, hogy az egyenletrendszer
-2 0 1 |
0 0 1 -1 | -1
Innen leolvashatd, hogy xo és x4 nincsen megkotve, szabadon megvélaszthatéak, mig
x1 = 2+ 2x9 — x4 és x3 = —1 + z4. Legyenek mondjuk x2 = a, 4 = 5 (o, B € R), akkor
r1 = 1420 — 3 és x3 = —1+ f3, a teljes megoldasvektor tehat x = [1 4+ 2a — 3, a, —1+ 3, B]7.

ekvivalens az egyenletrendszerrel, ami mar a redukdlt 1épcsés forma.



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - I. Zh. — Megoldasok — B csoport

1.) (2 pont) A sor tagjainak abszolit értékei monoton csékkenéleg tartanak 0-hoz, mert
1/n és vele sin(1/n) N\, 0 monoton csokkendleg, és a nevezében is v/logn  co. Ugyanakkor
a sor tagjainak el6jele valtakozik, igy ez egy alternalé (Leibniz tipusi) sor, ezért konvergens.
(Egyébként NEM abszolut konvergens.)

2.) (3 pont) a) A konvergenciasugér értéke R € [0,00], ha minden z-re, amelyre
|z—a| > R, asor divergens, és minden z-re, amelyre |z —a| < R, a sor konvergens. (Egyébként
lokalisan egyenletesen és abszoltt is, azaz minden r < R mellett abszoltt egyenletesen az egész
|z —a| < r-ben.)

b) Cauchy-Hadamard tétel: Ha létezik lim, oo {/|an| — L, akkor a konvergenciasugar
R =1/L (hatvénysor konvergenciasugara R = 1/lim,_, {/|an|, ha ez a hatarérték létezik).

3.) (4pont) e => > & n, , ami a negativ x = —0, 3 behelyettesitése mellett egy Leibniz
0,37 +! 3nt 1p—n—1
1) = (n+1)!

Becsiilhetjiik a hibat a Taylor-formula Lagrange-féle maradéktagjaval is: |R,| = W || L.

Vegyiik észre, hogy —0,3 < & < 0 miatt £ <0, igy e¢ < 1. Ezért |R,| < ?3+1),, mint fentebb.

Ahhoz, hogy ez %10_4 alatt legyen, elegendd, ha n = 4-et tekintiink: ekkor u.i. mar
3107% = 811076 < 5. 1077,

Tehit e %03 ~1-0,340,09/2—0,027/6 4+ 0,0081/24 = 0,745 — 0,009/2 + 0,0027/8 =
0,7405 + 0,000337 - - - ~ 0, 7408. (A gép 0,740818221 értéket adott.)

tipust sor lesz, fgy a hibatagra |e=%3 — T),(—0,3)| <

4.) (5 pont) a) Mivel G paratlan fiiggvény, Fourier-sora tiszta sin sor. Az egyiitthatékat

kiszamitva b, = 1 [T wsinks dz = 2 [[asinks dv = 2 {[p=coshe]r 4 [T oskr go1 —
)k in ka1 (—1)k+L
2 {ﬂ’% + [512#]0} = ) . Tehat G Fourier-sora ; QT sin(kzx).

b) El6adéson tanult tétel értelmében a szakaszonként folytonosan differencidlhaté G fliggvény
Fourier-sora (2n + 1)m-ben (a szakaddsi helyeken) 2(G((2n+1)7+0)+G((2n+1)r —0) = 0-
hoz, mésutt (ahol G folytonos), eleve a fliggvényhez konvergédl (még ha nem is abszolit vagy
egyenletesen konvergens).

¢) G(m/2) = /2 = 3 250 D sin(kr/2) = 2% gokey sin ((2m + 1)“) =200 =

(A péros k = 2m-hez tartozé tagok sin(mm) = 0 miatt kiesnek.) Ezért Y ° 2m+1 =mn/4.
Xy Xy ‘
5.) (2 pont) A vektorok szbgére cos Z(x,y = . Innen szamolva
) (2 pont) ) =y T VR X vy
—6+0+8+0-24-1 —-23 —23 -1

cos Z(x,x) = — — =
( ) VI+0+16+4+16+1V4+1+4+0+36+1 V46 /46 46 2
tehdt Z(x,y) = 27/3, illetve, ha a kisebbik ([0, 7r]-beli) szogiiket nézziik, akkor /(x,y) = 7/3.




6.) (4 pont) Az xiu+ zov + x3w + x4z = b egyenlet egy linedris egyenletrendszerre
vezet, aminek kibGvitett matrixa,

1 2 2 1 | 4
-1 -2 -1 -2 | -3
2 4 3 3 | 7
2 4 1 5 | 5

A bal fels6 sarokban 1-es van, igy azt vélasztjuk elsé vezérelemnek. Az So+ 57, S3—257, S4—
257 sormiiveletekkel kinulldzzuk az els6 oszlop egyiitthatdit (persze a vezérelem kivételével),
majd — mivel az els6 sor alatt a 2. oszlopban nincsen tovabbi nem-nulla elem — a 2. sor 3.
elemét valasztva vezérelemnek, az S+ .59 és S4+ 359 sormiiveletekkel folytatjuk a kinullazast:

1 2 2 1 | 4 12 2 1 | 4 122 1 | 4
~1 -2 —1 =2 | <3| |00 1 —1 | 1| _]001 ~1]1
2 4 3 3 | 7 00 -1 1 | -1 000 0 | O
2 4 1 5 | 5 00 -3 3 | -3 000 0 | O

A csupa nulla 3. és 4. sorokat elhagyva, mar 1épcsds elrendezésben (s6t: normélt 1épcss
elrendezésben) van a rendszer, ahonnan visszafejtéssel is meg lehet azt oldani.
De ha még tovabb szamolunk, akkor S; — 2S5, utdan kapjuk, hogy az egyenletrendszer
2 0 3 |
001 -1 |1
Innen leolvashatd, hogy zo és x4 nincsen megkotve, szabadon megvélaszthatéak, mig
xy = 2 —2wg — 3x4 és x3 = 1 + x4. Legyenek mondjuk zo = &, x4 = n ({,n € R), akkor
r1 =226 —3nés x3 = 1 + 1, a teljes megolddsvektor tehdt x = [2 — 26 — 3n,&, 1 +n,1]7.

ekvivalens az egyenletrendszerrel, ami mar a redukdlt 1épcsos forma.



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - I. Zh. — Megoldasok — C csoport

_ (2n+2)(2n+1)

1.) (2 pont) Az egymadst kovetd tagok hanyadosira an41/a, = iF 0, igy a

hanyados-kritérium értelmében a sor (abszolit) konvergens.

2.) (b pont) Ha f ciklikus derivaltu fliggvény, akkor persze a feltétel szerint f €
C°° (R akarhanyszor differencidlhatd, és tetszéleges n = mk +j (j =0,1,...,k — 1) esetén
)(x ()(z), ahol j az n k-val valé osztdsi maradéka. Tehat mindenesetre f(™)(z) €
{ O (z) - ] =0,1,...,k — 1} egy véges halmazbdl vett valamelyik értékkel egyenld, és igy
|f™ ()] < max (|f@)],|f'(@)],-..,|f*V(z)|) minden n € N-re és z € R-re. Specidlisan,
|fH0)] < C = max (|f(0)], |f'(O)], .-, [f#~1(0)]), minden n € N-re.

Ezért a Maclaurin sor a,, egyutthatm is egyenletesen megbecsiilhetoek, igy I-n a Z

);
) =

n nl a

n)
Ce® < oo konvergens numerikus sor majordlja a figgvény > I (0) ™ Maclaurin sorat, tehat
az normdlisan — és igy Weierstarss tétele értelmében abszolut és egyenletesen is — konvergens.

Megjegyzés: Azt nem kellett igazolni, de az is igaz, hogy a Maclaurin sor az f fliggvényhez
konvergal. (Aki esetleg ezt is igazolta, + 2-3 pontot érdemel!) Ennek bizonyitasa az alabbi.

A g(z) = max (|f(2)],|f'(z)],..., |f(k_1)($)|) fiiggvény k darab — tehat véges sok ! —
folytonos fiiggvény maximuma, ezért maga is folytonos x-ben, és igy a korlatos, zart [ :=
[—a, a] intervallumon korldtos is (A1l!) valamilyen K konstanssal. Tehat a ciklikus derivélti
f fiiggvényre |f(™(z)| < K (Vn € N) az I-n (egyenletesen, azaz Va € I-re !).

(Azt sem nehéz 14tni, mi lesz a legjobb korldt: ha Cp = maxy|f(x)|, Cy := maxy |f/(z)]
sth. Cyp_1 := maxy | f*~V ()], akkor K = max(Cy,Cy,...,Cr_1).)

Az, hogy a Maclaurin sor részletosszegeire T,, = f, az az Ry, (z) = f(v)—T,(z) maradéktag
Lagrange-féle alakjabol kovetkezik, mert valamilyen &-vel 0 és x kozott, tehat mindenesetre
¢ € I-vel, Ry(z) = ftD(€)a"t/(n 4+ 1)! azaz |R,(z)| < Ka™'/(n + 1)!, ami 0-hoz tart,
mivel ez egy konvergens sor (t.i. a K - e® Maclaurin-sora) n + 1-edik eleme.

3.) (4 pont) In(l—=xz) = -3, 12" a kérdéses Maclaurin-sor. =z = —0,3 behelyet-
tesitésével egy Leibniz tipust sort kapunk, amelynek hibajara érvényes az |S — S, | < ap41 hi-
, n+1
babecslési formula. Igy azt kell megkeressiik, hogy milyen n-re teljesiil mar a n < 0,005
n

hibakorldt? Ez n = 3-ra teljesiil is, mivel 0,3%/4 < 0,005 < 81-107* < 0,02 < 81 < 200,
ami igaz. Tehdt 2 tizedesjegyre pontos értéket ad az In(1,3) ~ 0,3 — %0,32 +0,3%/3 =
0,3 —0,045+ 0,009 = 0,264 ~ 0, 26 kozelito érték.

4.) (3pont) PL by =1 [T w(z)sin((2n + 1)z)dz, és a [—,0] szakaszt [0, 7]-be el-
tolva (azaz a t := z+ helyettesmessel) ezért mwhop41 = fir u(z + m)sin((2n + 1)x)dx +
Jo ulz )sin((2n Dz)dx = fow ( )sin((2n + 1)(t — 7)) dt + [ w(z)sin((2n + 1)z)de =

— Jo u(t) sin((2n + 1)t)dt + [ u(z)sin((2n + 1)z)dz = 0.

Hasonloan szamolhatunk a cos((2n + 1)x) alaku integrélokkal is.



5.) (2 pont) A vektorok skaldrszorzata x -y = 1+0+4+ 0+ 4+ 1 = 10, hossza
x| = vVx-x=V10és |y| = ¥y ¥y = VI+9+4+1+4+1 = 20 = 2/5. Ezért a
10

X .
vektorok szogére cos Z(x,y) = Y

1
= = = —, ésigy L(x,y) =7/4.
x| Iyl Vio2vs V2 Gay) =/

6.) (4 pont) A keresett linedris kombindcié egyiitthatéira, mint ismeretlenekre felirva
az riu + xov + x3w + x4z = b linedris egyenletrendszert, majd ennek a bovitett egyiitt-
hatématrixat, a kovetkezot kapjuk:

2 1 3 1| 3
-1 -1 -1 0 | -2
31 5 2 |

1 0 2 1| 1

A legjobb, ha a vezérelem éppen 1, ezért legel6szor is elvégezziik az S; <+ Sy sorcserét,
majd az igy kapott matrixban mar az els6 oszlop els6 elmét véalasztjuk vezérelemnek, és ezzel
kinullazzuk az els6 oszlopban szerepld tovabbi egytlitthatokat az Ss 4+ 51, S3 — 351, Sq — 251
sormiveletekkel:

1 0 2 1] 1 1 0 2 1 | 1
-1 -1 -1 0 | =2 0 -1 1 1 | —1
-~
31 5 2| 4 0 1 -1 -1 | 1
2 1 3 1| 3 0 1 -1 -1 | 1

Folytatva, itt a masodik sorra (—1)S2 utédn kapunk a mésodik sor mésodik oszlopdban tjabb
+1 vezérelemet, és ezzel S3 — Sy illetve Sy — S5 révén nullazhatjuk ki az alatta levo egytitt-
hatokat: mivel azonosan nulla sorokat elhagyhatunk, végil toroljik a keletkez6 S3 = 0 és
S4 = 0 sorokat:

10 2 1 |1 10 2 1 |1

P [ T N L I (R S S A 10 2 1 |1
01 -1 -1 | 1 00 0 0 |0 01 -1 -1 | 1
01 -1 -1 | 1 00 0 0 |0

Ez mar redukdlt lépcsds formdban levé matrix, amelybdl leolvashaté a megoldds: x3 és x4
nincsen megkotve, szabadon megvalaszthatdak, mig x1 = 1 — 2x3 — x4 és 0 = 1 + x3 + x4.
Legyenek mondjuk z3 = s, x4 =t (s,t € R): akkor z1 =1 —2s —t éswg =1+ s+1.
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1.) (2 pont) p > 3/2 értékekre. U.i. ha a, := /ntg (1/nP) és b, = v/n(1/nP) = n'/27P,
akkor a,, /b, — 1, és igy ekvikonvergensek (az 6sszehasonlité kritérium értelmében); marpedig
> n'/2=P < 0o pontosan akkor, ha 1/2 — p < —1, tehat ha p > 3/2.

2.) (4 pont) Legyen f(z) := sin(2z) — 2sinzcosz. Ez egy, az egész komplex sikon
analitikus fiiggvény, amelynek a Maclaurin-sora konvergens az egész sikon (konvergencia-
sugara 00), mert ilyen fiiggvények Cauchy-szorzata és Osszege is ilyen. Tovabbd, flgr = 0, a
valés értékekre ismert azonossag értelmében. Tehat f(0) = 0, f/(0) = 0,..., f*¥(0) =0
és igy f Taylor-Maclaurin sora azonosan nulla. Tehat f = 0 az egész C-n, azaz teljesiil az
allitott azonossag.

3.) (4 pont) Hatvanysor integraldsaval végezziik el a feladatot. A cos fiiggvény paros,
ismert hatvanysora csak paros hatvanyokat tartalmaz, ezért a hatvanysorban x helyébe a
Vx-et helyettesitve is egész hatvényok maradnak a képletben

k k42 7. _ )’“ ak+3
[2?cosy/z dz = [223 72, (%),aj de =312, %), fm dr =307, (2k [k-s—:s] tehat

a hatdrozott integrélra térve I = > 727 %[1’”3 — 0" =3, 2,;1]313)

Ez egy alterndlé sor, latszik, hogy az abszolutértékek monoton csokkennek, igy érvényes

a Leibniz-féle hibabecslés is: |I — T,| < ap4+1. Itt vehetjik az n = 2 értéket is mar, mivel

a L L ,10 3

3= 616 — 6720 _ 4320 :
_1)k

1
Tehat[wzk Ong
szamitott kozelito érték.

+ 1170 = % ~ 0,21666--- ~ 0,217 a hiarom tizedesre

fosll

4.) (4 pont) a.) A t:= —x helyettesitéssel és az integrélési végpontok visszacserélését
is tekintetbe véve, [T f(— )cos kx de = [T f(t)cos(k(—t)) dt = ["_f(t)coskt dt, azaz
an = o, minden cosinuszos egyiitthatéra.

A sin egytitthatok hasonlé okbdl épp ellenkezé elGjeliire valtoznak: b, = —f,.

b.) Péros egy fiiggvény pontosan akkor, ha f = ¢ mellett fenndll ez az Osszefiiggés. Ez
azt jelenti, hogy a, = @, = a, (ami azon felil, hogy f = ¢, semmi jat nem mond) és
by, = —fBn = —bn, tehdt 2b, = 0, ami viszont azt jelenti, hogy f Fourier-sora tiszta cos sor.

5.) (2 pont) A vektorok skaldrszorzata R°-ben a-b = -1+ 12+ 0+ 0+ 4 = 15,
a vektorok hossza |a] = va-a = vV1+36+9+0+4 = 50 = 5v2 és |b| = vb-b =

b 1
VI+4+0+9+4=+18=3v2. A két vektor szdgére cos Z(a,b) = |a‘ b] 5\[153\/5 3

tehdt a vektorok szoge Z(a,b) = 7/3.



6.) (4 pont) Az xiu+ zov + x3w + x4z = b egyenlet egy linedris egyenletrendszerre
vezet, aminek kibGvitett matrixa,

-2 -1 -1 5
-1 -3 7 0

A bal fels§ sarokban nem 1l-es van, igy inkdbb a harmadik sor elsé elemét vélasztjuk elsé
vezérelemnek, és ezért legelOszor is elvégezziik az S <> S3 sorcserét, majd az 4j els6 sorral
nulldzzuk ki az elsé oszlopban taldlhaté tobbi egylitthatét az So + Sp, S3 + 251, S5 — S1
sormuveletekkel:

1 1 -1 -2 | 1 1 1 -1 -2 | 1
-1 =3 7 0 | 5| |0 -2 6 -2 —4
2 -1 -1 5 | 0 0 1 -3 1 | 2
1 2 —4 -1 | 3 01 -3 1 | 2

-1
Innen lathatjuk, hogy az alsé harom egyenlet ugyanaz: akar —Ss utdn, és az 1Uj Se-vel,

akar pl. kozvetleniil a mondjuk negyedik sorral So + 254 és S3 — Sy-gyel, de két sort ki lehet
nullazni (és ezért aztén el lehet hagyni). Igy adédik is a lépcsds forma:

1 1 -1 -2 | 1
0—26—2|—4®11—1—2|1]@[102—3|—1
0o 1 -3 1 | 2 01 -3 1 | 2 01 -3 1 | 2|’
0 1 -3 1 | 2

amit az utolsé lépésben az S1 — So sormiivelettel hoztunk redukdlt 1épcsds formara.

Innen leolvashatd, hogy x3 és x4 nincsen megkotve, szabadon megvélaszthatéak, mig
r1 = —1—2x3+ 314 és 9 = 2 + 313 — 24.

Legyenek mondjuk z3 = 0, 4 = 7 (0,7 € R), akkor 1 = —1—20+37 és 9 =2+ 30 — T,

a teljes megoldés-vektor tehat x = [~1 — 20 + 37,2+ 30 — 7,0, 7]7.



